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Representacion de grupos

G grupo topologico, F' cuerpo topologico
p.:G— GL(V) ~GL(n,F) representacion continua

Rep,,(G; F) clases de representaciones de dimension n
G grupo finito; grupo profinito; grupo localmente profinito
Ejemplos: G = Sy, GL(m,Fy); Gg := Gal(K|K); GL(m,Qp)

F=C, Q, T,



Representacion de grupos finitos
Rep(G; C) = U,>1Rep,(G;C)  categoria semisimple:
Toda representacion es suma directa de representaciones irreducibles.
Caracter de una representacion

p:G— GL(n,C), xp:G—C, xp(g9):=tr(p(g)), g€C
xp(1) =n, xp(g71) =xp(9), xplugu™) = xp(9), gueG

Xp1®p2 = Xp1 T Xp2s  Xp1®p2 = Xp1Xp2

P1 = P2 <= Xp1 = Xpo
Notacion: [g] = {ugu=1;u € G}, (G)={[g]: g€ G}, si G es finito.



Restriccion de representaciones
Dados p: G — GL(V), H<G, ResEp:H — GL(V)
Induccion de representaciones

Dada p : H — GL(W), Ind¥p: G — GL(V), V =  sWw,
seG/H

g2 Siw; 1= ) Sj(i)p(hi)wi; Regg = Indf‘l
Formula de reciprocidad de Frobenius

(u, v = |G| ™1 > u(g)v(g), wu,v funciones de clase
geG

(¥, ResGx) g = (Ind§v, x) g



Tablas de caracteres de algunos grupos finitos

LLas tablas son cuadradas.

C3|1A 3A 3B

f 1 1 1

x1| 1 1 1 G abeliano = G ~ G
X2 1 w w2

X3 1 w? w

S4 A 2A 2B 3A 4A
f 1 3 6 8 6
X1 = trivial 1 1 1 1 1
X2 = signo 1 1 —1 1 —1
X3 = Proy 3 o 2 0 -1 O
X4 = permutacion| 3 —1 -—1 0O —1
X5 = X2X4 3 -1 1 0 1



Representaciones de grupos lineales finitos (n = 2)

G = GL(2,F), ¢ =pf,
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La serie principal de G = GL(2,Fy)

01

10 cG, {l,w}=B\G/B, G=BUBwB Bruhat

. a O
xi Fg—Ci=1,2, xr:=x1®x2: [o b] — x1(a)x2(b);

pr: B— B/N ~T,x := xropr, Indg BX es irreducible & x = x¥
Ind§1p =13 ®Stg, dimStg = ¢, Steinberg
e Serie principal = {componentes irreducibles de Ind X}

serie principal|= 3(¢% + q) — 1; faltan 3(q% — q)



Representaciones cuspidales de G = GL(2,F,)
0 : IFZQ — C*, 01 £ 60, caracter regular, IE“ZQ — FE CG
. N — C*  caracter no trivial

a O

9¢IZN—>C, [OCL

] u—0(a)Y(u), acky ueN

e Toda representacion w de G irreducible y cuspidal es de la forma
g = IndG N0y —INd%0, dimmy=gq—1

e Toda representacion irreducible de GL(2,F;) o es cuspidal o es de
la serie principal.



Ley de reciprocidad de Langlands (GL(n), 1967)

K cuerpo de numeros

e Parte automorfa

Ciertas representaciones « : GL(n,Ar) — GL(A) se parametrizan por
e Parte aritmética

Ciertas representaciones p : G — GL(n,C)

Dificultades: GL(n,Ax) no es un grupo compacto;
G es demasiado pequeio.



Ley de reciprocidad de Langlands (GL(n), 1967)

K cuerpo de numeros

e Parte automorfa

Ciertas representaciones « : GL(n,Ar) — GL(A) se parametrizan por
e Parte aritmética

Ciertas representaciones o : Wi — L'GL, x = GL(n,C)

Programa de Langlands aritmético ~~ Las tablas son cuadradas.



Un ejemplo local

(Bargmann, 1947, Irreducible unitary representations of the Lorenz group)

Wr =C*UjC*, j2=-1, ji=—ij, jzj t=2%, 2z€C
{Clases de representaciones unitarias de Wr en GL(2,C)}

N

{Clases de representaciones temperadas de GL(2,R)}

i1
1. j—+ [(1) O] 2o ['z‘o |Z|%2} A1 < M € R «w Serie principal unitaria esférica

i A
2.7 — 0 _1], z — ['Z(g 1 |zﬁ)‘2} , A1, A2 € R «~ Serie principal unitaria no esférica

. [0 1 . i0 | z|1A et 0 A
3. — _(—1)l O}’ z = |z]e" — [ 0 |z|“e—“9 , b € Z-og,\ € R «~ Serie discreta



Motivacion aritmética
e Funciones L aritméticas: L(p,s), L(o, s)

1. Poseen productos de Euler convergentes en semiplanos R(s) > 0.
2. Reflejan propiedades aritméticas de cuerpos de numeros, de varie-
dades aritméticas, de motivos.

3. Proporcionan informacion aritmética en puntos en los que el pro-
ducto de Euler no esta definido!

e Funciones L automorfas: L(m, s)

1. Estan definidas en C.
2. Deberian proporcionan prolongaciones analiticas de funciones L
aritmeéticas.



Representaciones de Galois complejas
[K : Q] <

p:Gg — GL(V) ~ GL(n,C) representacion continua = |[Im(p)| < oo

Elementos de Frobenius, v primo de K
R, G, Caso arquimediano
v [Ky 0 Qp] < oo, caso ultramétrico, gy = pl = |0y /po|

L|K finitay de Galois, G = Gal(L|K), wlv, Fryée Gz = Gal(LyKy)

Gw/Iy ~ (Frz), Fry = [Frg] = {Fr@}m C @, clase de conjugacion



Funciones L de Artin (1923)

p:Grg — GL(V) ~GL(n,C), continua, K cuerpo de nimeros
Existe L|K finita y de Galois tal que

p:G=Gal(L/K) — GL(n,C),

Ly(p, s) := det (1 — p(Fr@)qJSWI@)_l . si v es ultramétrico, seC

L(p,s) =]] Lv(p,s), RN(s) >1, conv.uniforme sobre los compactos
v



Primeras propiedades de las funciones L de Artin

e Aditividad:

L(p1 ® p2,s) = L(p1,s)L(p2,s)

e Induccion: Si K C L C M, H= Gal(M|L), G = Gal(M|K),

L(Ind%pH7 8) — L(pﬂa 8)

e Inflacion: Si H1 G, pr: G — G/H, p:= PG/H © P,

L(p,s) = Llpgy 11, 5)



Funciones L de Artin: casos particulares

—1

L(p,s) =TIy det (1 - p(Fro)g, *|V) =, R(s) > 1
1. Zeta de Riemann L=K=Q,dm(p)=1, p=1
¢(s) =11 = Z R(s) > 1
P 1 — — n>1
pS

Formula explicita de Riemann:

M(n) 1/n al . o/n
m(x) — Z Li(z~/") = Z ZLI(:I: ) + O(1)

n=1 P



2. Zeta de Dedekind

L=K,dim(p)=1,p=1, [K:Q]=1r1+4 2r

1 1
CK(S)_I;Il_ 1 _az#:ON(a)S’
N(p)®
Formula del residuo:
) 2" (27)"2
Iims_1(s — 1)Ck(s) = hx Rk
wie |d| M2



3. Series L de Dirichlet x: (Z/NZ)* — C*, caracter de Dirichlet

(a) 1
L(x,s) = ASSZAR ,
W plgvl O
pS

R(s) > 1,

e Interpretacion como funcion de Artin

K=0Q(y), ¢:(Z/NZ)*~Gal(Q(N)|Q), p— Frp, Frp(¢y) =k

p=xot 1, n=1, L(p,s) = L(x,s)

Kronecker-Weber: Las funciones L de Artin asociadas a extensiones
abelianas de Q se expresan como producto de series L de Dirichlet.



Ecuacion funcional de las series L. de Dirichlet

x : (Z/fZ)* — C*,  caracter de Dirichlet de conductor f

(7=8/21(5/2), si y(—=1) =1
M (x,s) :=«

= GHD/2r (s +1)/2), six(-1)= -1

A(x, 8) i= £3/20 (x, ) L(x, s)

(T(x) .
) S| X(_l) =1 f 27i
. \/T L Tia
g(X) — —’LT(X) Si X(—l) = —1 T(X) - azzzl X(a)e f
\ \/7 ’

A(x,s) =e(x)N(x,1 —s), paratodo secC



Prueba de la ecuacion funcional de las series . de Dirichlet
Consiste en escribir L(y,s) ‘de otra manera”.

Series theta

0(x,2) = 3 x(n)nPe™™°#/ 1 3 (—1) = (=1)P, p€ {0,1}, S(2) > O
nez

La funcion A(x,s) admite la representacion integral

A Szl fp/z P00y i) — (0 (s+p)/2%Y (s 1
(x,s) > |7 O((X,y) x(0))y ) (s) > 1,

siendo x(0) =0,si x #1;1(0) = 1.



La conjetura de Artin K cuerpo de numeros

Si p: G = Gal(L/K) — GL(V) ~ GL(n,C) es una representacion
irreducible y no trivial, la funcion

N(p,s) .= A(p)*/°T (p,s)L(p, )
es entera y satisface una ecuacion funcional de la forma

Np;s) =W(p)A(p,1—3s), W(p)eC", [W(p) =1

Posibles demostraciones: identificar las funciones L de Artin con otras
funciones L (automorfas) de las que se conozca que son enteras y que
satisfacen ecuaciones funcionales.

LLas funciones L automorfas se han de poder obtener por integracion
de formas automorfas.



Caracteres de Hecke

O0#myC O C K unideal, m=mmo, Im={a:(a,my) =1}
Pn={(a) € InNP:a=1mod(ms), a > 0mod(ms)}, Um = PuNO%
Hyw = Im/Pm  grupo de clases radiales modulo m

o K*/Q* — C*  un caracter unitario tal que Un C ker(és)
Caracter de Hecke de peso &

x . Im — C*  tal que x((a)) = &oo(@), si () € Pm



Funciones L de Hecke

x Ccaracter de Hecke de K, de peso &~ Yy conductor §

_ x(a) 1
L(Xa S) S ( Z)_l N(Cl)s - H - 1 ) %(5) > 1
amy)= pf 1= (03

A(x; s) = A(s)T (§o0, 8) L(X; 5)

Teorema (Hecke): Si x # 1 es un caracter de Hecke primitivo de K,
la funcion A(y,s) admite una prolongacion analitica en una funcion
entera y satisface una ecuacion funcional

A(x,s) =eOONX,1—s), e(x) €C*, |e(x)|=1, paratodo scC.



Prueba de la conjetura de Artin en el caso abeliano (n =1)

Teorema. (Artin). Sea K un cuerpo de numeros. Sea L|K una ex-
tension abeliana y finita de grupo de Galois GG y de conductor f. Sea
p . G — C* un caracter de G. Entonces existen un caracter de Hecke
X, de modulo f, tal que

N(p,s) = N(x,s), R(s)> 1.

De hecho, se satisfacen las identidades locales entre factores de Euler:

p(Frp) = x(p), para todo p e Ty 5.

Demostracion. (CFT, ley de reciprocidad de Artin) Se tiene que

KCLCK, Igs/Pg;~Gal(KI|K), p Frp.O



El teorema de induccion de Brauer. (1947) Todo todo caracter
de un grupo finito G es combinacion lineal con coeficientes enteros
de caracteres inducidos por representaciones de grado 1 de subgrupos
de .

Corolario. Dada p : G — GL(n,C), p # 1, la funcion A(p,s) admite
una prolongacion en una funcidon meromorfa en C.

Demostracion. Si x, = Znilndﬁixpi, n; € Z, dimp; = 1, se tendra que

L(p7 8) — HL(pias)nia /\(pa S> — H/\(piﬂs)nia
por lo que la afirmacion resulta ahora de la teoria de cuerpos de clases.

e Puesto que toda representacion de un grupo superresoluble es mo-
nomial, la conjetura de Artin es cierta para las extensiones de Galois
superresolubles (en particular, para las nilpotentes y las diedrales).



La conjetura de Artin en el caso n =2

Los subgrupos finitos de GL(2,C) se clasifican por su imagen en
PGL(2,C). Esta imagen es isomorfa a uno de los grupos siguientes:

e UN grupo cicliclo Cy, Hecke
e UN grupo diédrico Do, Hecke
e el grupo alternado A4 (grupo tetraédrico), Langlands
e ¢l grupo simétrico S4 (grupo octaédrico), Tunnell
e el grupo alternado Ag (grupo icosaédrico), Taylor, Khare, etc.



Algunas aplicaciones de las funciones L de Artin

e Permiten descomponer las funciones zeta de Dirichlet:

¢r(s) = Cr(s) T L(LIK, py, s)X),
x71

para toda extension de Galois L|K de cuerpos de numeros.
e Proporcionan teoremas de densidad
(de la progresion aritmética, Chebotarev, etc.).

e Intervienen en |la demostracion del FLT.



Teorema. (Coronidis loco) Sea x | Hxyw = Igm/Pkm — C° un
caracter de Hecke no trivial. La serie L de Hecke satisface que

L(x,1) # 0.

Demostracion. Puesto que Hg oy ~ Gal(K™|K), x puede ser interpre-
tado como el caracter de una representacion p, de Galois. Excepto
para un numero finito de factors de Euler, las series L(x,s) de Hecke
y L(K™ K, py,s) de Artin coinciden y ninguna de las dos tiene un polo
en s = 1. A partir de la igualdad

Crm(s) = Cr(s) [[ LIK™|K, py,s)X),
x7#1
y como que las dos funciones zeta de Dedekind tienen un polo simple
en s = 1, se sigue que L(K™|K,py,1l) # 0, para todo x # 1. Por
tanto, L(x,1) #= 0.



Densidad de Dirichlet. Dados un cuerpo de numeros Ky M C Iy,

se define
P
N(p)s
5(M) = Iim P, 0<s(M) <L
S—

Teorema de densidad. (Chebotarev) Sea L|K una extension de Ga-
lois de cuerpos de numeros. Dado ¢ € Gal(L|K), sea

PL’K(O-) .= {p E IK)S : Frp — [O']}
El conjunto Pp k(o) tiene densidad de Dirichlet dada por

# (o]
[L: K]

6(Ppg(0)) =



Una ley de reciprocidad abeliana (Dirichlet, progresion aritmética)

Gal(Q(¢7)|Q) < (Z/7Z)*, T = Table[Prime[n], {n,1,50]}

[1]= {29, 43, 71, 113, 127, 197, 211,...}

[2]1= {2, 23, 37, 79, 107, 149, 163, 191,...}
[3]= {3, 17, 31, 59, 73, 101, 157, 199, 227,...}
[4]1= {11, 53, 67, 109, 137, 151, 179, 193,...}
[5]1= {5, 19, 47, 61, 89, 103, 131, 173, 229,...}

[6]= {13, 41, 83, 97, 139, 167, 181, 223,...}



Una ley de reciprocidad no abeliana
f(X)=X4—-2X-1€Q[X], z,€Q, 1<i<4
K1 =Q(z1), K=Q(z1,z2,23,24), Gal(K|Q) ~Ss

d(Sq) = {1A, 2A, 2B, 34, 44}, 4 =143 +6+8+6

pO1  |[Frp(KIQ) | #]| 6 |p (F2,43)

p1pip7pY 1A 1|1/24 (173, 487, 619, 719, 827, 857, - --
poph 2A 3| 1/8 47,59, 79, 107, 181, 197, - --
p1pipo 2B 6| 1/4 | ¢ 19, 37, 71, 113, 131, 137, 149, - - -
p1p3 3A 8| 1/3 |11, 13, 17, 23, 31, 41, 53, 67, 83, - -
Pa 4A 6| 1/4 3,5, 7,29,61, 73,89, 151, 163, --




pr - Gal(K|Q) ~ S4 - S3 — GL(2,C*)
L(pg,s) se prolonga en una funcion entera

S4 no admite representaciones irreducibles y fieles de dimension 2:
Sp < PGL(2,C), Sz« GL(2,0)

1 — ¢ — GL(2,C) — PGL(2,C) —1
1 — (Cr — Sy — Sa — 1

Sa — Sa = Gal(K/Q), Sa~ Gal(K/Q) — S4 = Gal(K/Q)



Sa. |1A,2A|4A2B[3A,6A|84,8B
Sa 1A [2A4(2B| 34 4A

K = K7 ~y= 3(33:{’513% — CE% — x%mg + 2120+ 25) + a:zl)’ — Qx% + 4x4

Frpo| #|x(Frp) |det(Fryp) |p (# 2,43)

1A] 1 2 1]487,619,719,---

2A| 1 ) 1]173,827,857,---

2B |12 0 —1¢,19,37,71,113,131,137, - - -
3A| 8 —1 1|11,17,53,67,97,101,---
4A| 6 0 1|47,59,79,107,181,197,---
6A| 8 1 1]13,23,31,41,83,100,---
S8A| 6 iv/2 ~11/7,29,61,89,179, - --

8B| 6| —iVv2 —11/3,5,73,151,163,---

L(pf(,s) se prolonga en una funcion entera.



Grupos de Welil

p

K*, si K es un cuerpo local
Cr = |

\A}/K*, Si K es un cuerpo global

L|K extension finita y de Galois; K cuerpo local o global

Wrix = Cp % Gal(LIK), arx € H(Gal(L|K),Cy)

Wi, si K es arquimediano o es global
grupo de Weil-Deligne, si K es ultramétrico



Grupo de Weil-Delighe (caso ultramétrico)

K local ultramétrico, Wg =Gk, G=GL,g

Wy — Wab = K* Ly RY,  we [ju]

Wi =CxWg, (a1,wi)(ag,wz) = (a1 + [|lwillag, wiws)

p: Wk — GL(n,C) =G homomorfismo (admisible)
LGL, x = G x Gk

r: Lg - GL(m,C), holomorfa en la primera variable



Morfismos admisibles (caso ultramétrico)

0 = @(p,N): Wi =C x Wg — GL(n,C), homomorfismo admisible:
(i) ¢ es continuo y holomorfo en la primera variable.

(ii) ¢o(C) consta de matrices unipotentes.

(i) p = ¢lw,, p(Wg) consta de matrices semisimples.

(iv) N € M(n,C) es un endomorfismo nilpotente tal que

p(w)Np(w)~1 = ||w||N, para todo w € Wy



Funciones L locales y constantes locales

K cuerpo local ultramétrico; q = Ox /p

FreWg, |Fr||=q¢1

¢ =¢(p,N) : Wi, =CxWg — GL(n,C), homomorfismo admisible
V(N) = ker(N)

r: LG =GxGr — GL(m,C), holomorfa en la primera variable
L(p,r, s) :=det(1 — (roy)(Fr)g—s; V(N))—1

e(p,r,8) = e(royp,s)

EXxisten definiciones ad hoc en el caso arquimediano.



L grupos (caso global)
K cuerpo de numeros
G =GL, ¢ (grupo algébrico K-reductivo definido sobre K)

G = GL(n,C) (grupo de Lie reductivo y conexo)
Lg =G x Gal(K|K), 'Gy,= Gy x Gal(Ky|Ky),

r: LG — GL(n,C) rep.holomorfa en la primera variable
0 W — G(C) ~GL(n,C) homomorfismo admisible

d(G(K)) clases de equivalencia de homomorfismos admisibles



Funciones L aritméticas

K cuerpo de numeros

o W =Cg xGrg — G(C) ~ GL(n,C), homomorfismo admisible
= (pv) € P(G(K))

r: LG=GxGx — GL(n,C), r = ()
L(()O,’I“,S) = L(?“OQO,S>:HUL(TUOQOU,S)

e(p,r) =e(royw) =T, e(rvopv)

e LLas funciones L aritméticas globales estan asociadas a representa-
ciones admisibles complejas del grupo de Weil global.



Conjeturas globales de Langlands K cuerpo de numeros
MN(K) :={r: GL(n,Arg) — GL(A) : automorfas y cuspidales}

(?) Existe un grupo Gpg, algebraico y reductivo sobre C, tal que
las classes d'equivalencia de sus representaciones

estan en correspondencia biyectiva con |0s elementos isobaricos de
N(K).

(?) Existe un morfismo Wy — GH(K)((C) con imagen Zariski-densa.

(?) El teorema de densidad de Chebotarev se generaliza en una ley
de distribucion de las classes de conjugacion [o(Froby,)] en GL(n,C).



Representaciones /-adicas

pe : Gg — GL(n,Q), homomorfismo continuo

Ejemplos
e Fijadas inmersiones Q — C, Q — Qy
Repr. de Artin = Repr. ¢-adicas con nucleo abierto

e EIl caracter ciclotomico /-adico

Go — GL(1,Q) =Qp, o(¢) =¢l9), ¢ € py



e £/Q curva eliptica

Hong(lj_n?j E[), Q) = HY(E X0 Q, Qp)

es un G@—médulo.
e X/Q variedad proyectiva y no singular

La accion natural de G@ en la cohomologia ¢-adica

HY (X xgQ,Qp) ~ H(X(C),Qy)

proporciona representaciones ¢-adicas.



Leyes de reciprocidad locales (¢ # p)
Existe una equivalencia de categorias
{WD-Representaciones de Wq, sobre Qy que son f-enteras}
s
{Representaciones ¢-adicas de G@p}
(r, N) e~ (Fr'*o — r(Fr"c) exp(ty(c)N)

Observacion. (Grothendieck) La accion de la inercia salvaje (£ £ p)
es localmente trivial.

Problema. En el caso ¢ = p, Gp admite muchas mas representaciones
p-adicas.



Representaciones p-adicas de Rham

K Q] <o, p:Gg— GL(V) ~ GL(h,Qp)

B,r cuerpo de periodos p-adicos de Gp = Gal(Kp|Kp)

es completo por una valoracion discreta; su cuerpo residual es C,
en él actua Gal(Kyp|Ky)

Dgp(V) 1= (Byr ®k, V)°*; en general: dimg, Dyp(V) < h

Definicion. p es de Rham < diprDdR(V) = h.



Propiedades. p:Gg — GL(V), V subcociente H!,(X xg Q, Q) ()
1. p es no ramificada fuera de un conjunto finito de primos.

2. px = p|p,, Al¢, es de Rham.

3. p es pura de peso w = ¢ — j. existe un conjunto finito de primos

S tal que, para todo p € S, cada valor propio a de p(Frob,) satisface
que

L)oo = p¥/2 para todo ¢ : Qp — C.

LLas propiedades 1, 2 se resumen diciendo que p es geométrica.



La conjetura de Fontaine-Mazur (1993)

(?) Dada una representacion de Galois ¢-adica
: imz V <
p: Gg — GL(V), dlm@e\/ < o0,

que sea geométrica, existen una variedad proyectiva y lisa X/Q vy
enteros ¢+ > 0, j, tales que p es isomorfa a un subcociente de

Hi(X % Q,Qp) ().
En particular, p es pura de peso entero w =1 — J.

“Las representaciones de Galois ¢-adicas geométricas proviene de la
geometria aritmética.”

;. De donde provienen todas estas variedades algebraicas aritméticas?



Variedades de Shimura (ejemplos)

(Resultados de Eichler, Shimura, Langlands,...)

F totalmente real, n=[F:Q], Op anillo de enteros

D € Bro(F') algebra de cuaternios totalmente indefinida

Op € D un orden maximal

G grupo algebraico definido por O%: G(Q) = D*

[ C G(Af) subgrupo compacto y abierto, suficientemente pequeno
Moo € G(R) subgrupo compacto

A = dpdp



e G(Q)\G(A) /I 5ol es union de un numero finito de espacios analiticos,
compactos, no singulares, de dimension n.

e Existe un esquema X (D,I) — SpecZ[ ], propio y liso, tal que
G Q\G(A) /T " = X (D, M)(C).
e ((X(D,IN),s) ~[[L(x,r, s —n/2)m)

en donde m recorre todos los constituyentes de A, los exponents son
casi todos iguales a cero y r es una representacion concreta de Lq.

e Sin=1, la funcién {(X (D, ), s) admite una prolongacion analitica
y satisface una ecuacion funcional.



