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1. Introduccién

Problema de monitoraje en un ecosistema con varias poblaciones: cuando
observando unas componentes queremos reconstruir el estado de todo el sistema en
funcién del tiempo.
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1. Introduccién

Problema de monitoraje en un ecosistema con varias poblaciones: cuando
observando unas componentes queremos reconstruir el estado de todo el sistema en
funcién del tiempo. = Sistema auxiliar llamado observador cuya solucién tiende a la
del sistema de partida.

Concepto de observabilidad: “a partir de la observacion de una o varias variables se
puede recuperar el proceso de estado de todas las variables de la poblacion, de
manera unica, sin determinar un método constructivo para obtener dicho proceso.”

Lee y Markus (1971): Condicién general suficiente para la observabilidad de sistemas
dinamicos no lineales.

Lépez y otros (2003,2004): Aplicacién a varios modelos en poblaciones genéticas y a
modelos evolucionarios dependientes de las frecuencias.

Varga y otros (2003): Se consideraron modelos Lotka-Volterra.
Shamandy y otros (2005): Observabilidad de ecosistemas simples.

Sundarapandian (2002): Se desarroll6 un estudio geométrico del disefio de un

observador local para sistemas no lineales.
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2. Concepto de Observabilidad. Sistemas de observacion lineales

Teoria clasica de observabilidad de sistema lineales (Kalman, 1960):
Dados m,ne N, A€ R™" C e R™<" T e R", consideramos el siguiente sistema
de observacion

X = Ax (1)
y=Cx @)

Definicion 1.

El sistema de observacion (1)-(2) se dice que es observable en [0, T], si
(considerando soluciones en [0, T])

x1' = Ax! | x2 = Ax?

1,2
x! = x2.
Cx' = Cx?

Teorema 2. (Kalman, 1960)

El sistema (1)-(2) es observable < rango[C | CA | CA? | ... | CA"~1]T = n.

Los modelos dinamicos de poblaciones importantes en ecologia son no lineales.
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2. Concepto de Observabilidad. Sistemas de observacion no lineales

Dados m, n enteros positivos, suponemos que las siguientes funciones
f:R"” = R, h:R" — R™

son continuamente diferenciables y para algin x* € R” tenemos que
f(x*) =0y h(x*) =0.
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2. Concepto de Observabilidad. Sistemas de observacién no lineales

Dados m, n enteros positivos, suponemos que las siguientes funciones
f:R"” = R, h:R" — R™

son continuamente diferenciables y para algin x* € R” tenemos que

f(x*) =0y h(x*) =0.

Consideramos el siguiente sistema de observacion

x = f(x) ()
y = h(x) 4)

donde h es la funcion de observacion.

Definicion 3

El sistema de observacion (3)-(4) se dice que es localmente observable en el equilibrio
x* en [0, T], si para cualesquiera dos soluciones x', x? de (3) definidas en [0, T],
inicialmente suficientemente cerca de x*,
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2. Concepto de Observabilidad. Sistemas de observacion no lineales

Para formular una condicién suficiente para la observabilidad local consideramos la
linealizacion del sistema de observacion (3)-(4), mediante el calculo de las Jacobianas

A= f'(x*) y CE="hl(X):
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2. Concepto de Observabilidad. Sistemas de observacion no lineales

Para formular una condicién suficiente para la observabilidad local consideramos la
linealizacion del sistema de observacion (3)-(4), mediante el calculo de las Jacobianas

A= f'(x*) y CE="hl(X):

Teorema 4. (Lee y Markus, 1971)

Suponemos que
rango[C | CA| CA? | ... | CA" T = n. (5)

Entonces el sistema de observacion (3)-(4) es localmente observable cerca del
equilibrio x*.
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3. Diseno del sistema observador

Veamos como el estado completo de un sistema puede ser estimado a partir de la
observacion de alguna/s de sus componentes.

Definicion 5

Dado G € C'(R" x R™,R") el sistema dindmico descrito por
z=G(z,y), (zeR" (6)

se dice que es un observador exponencial local para el sistema de observacién (3)-(4)
si el sistema (3)-(4),(6) satisface

i) Six(0) = z(0), entonces x(t) = z(t), for all t > 0.

ii) Existe un entorno V del equilibrio x* de R” tal que para todo x(0), z(0) € V,
lim; —(z — x) = 0 exponencialmente.
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3. Diseno del sistema observador

Una matriz A € R"™<" se llama “estable” o “Hurwitz” si todos sus autovalores tienen
parte real negativa.

Criterio de Routh-Hurwitz para n = 2:

Sea )2 + a; \ + a, el polinomio caracteristico de A. Entonces

A es Hurwitz < a; ,a» > 0.

Criterio de Routh-Hurwitz para n = 3:

Sea \° + a;\? + ax\ + a3 el polinomio caracteristico de A. Entonces
AesHurwitz < ay ,a,, a3 >0 y aja > as.

Teorema 6. Sundarapandian (2002)

Si el sistema (3) es Lyapunov estable en el equilibrio, y existe una matriz K tal que la
matriz A — KC es estable o Hurwitz. Entonces el sistema definido por

z = f(2) + Kly — h(2)] (7)

es un observador exponencial local para el sistema de observacion (3)-(4).
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4. Aplicaciones: Modelo de pesca con zona de reserva

Sea x1(f) y xo(t) las densidades de biomasa de la misma poblacién de pescado
dentro de una zona de pesca libre y zona de reserva, resp. en tiempo ¢, donde el
crecimiento de la poblacién es logistico en cada zona.

La subpoblacion de pescado del area libre migra al area de reserva con tasa mj». La
tasa de migracion inversa es mo;.

Sea E el esfuerzo de la pesca aplicado a la zona libre y g el coeficiente de
capturabilidad.

Entonces la dinamica del sistema de la poblacion se puede describir por

. X
X1 = nx (1 = #) — Mi2X1 + M21X2 — gEXq
1
(8)
5 Xo
X2 = X (1 - *) + MiaXy — M21 Xz
Ko

Donde rq y r> son las tasas de crecimiento intrinseco, Ki y K> las capacidades de
carga en las zonas libre y de reserva, resp.
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4. Aplicaciones: Modelo de pesca con zona de reserva

De Dubey y otros (2003) retomamos las condiciones

ro(ry — Mz — qE)? < (r2 — maq)ry

Kamoq Ki @)
(r2 — maq)(ry — M2 — gE) < myampy (10)
ﬁ>f1—f7712—qE\ (11)

K '

que implican la existencia de un dnico equilibrio positivo x* = (x;', x3).

Supondremos que se verifican las condiciones (9)-(11) a lo largo de esta seccién.
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4. Aplicaciones: Modelo de pesca con zona de reserva

Para una ilustracion, consideramos el sistema (8) con los mismos parametros que en
Guiro y otros (2009). En esta figura podemos observar como diferentes trayectorias
del modelo tienden al tnico equilibrio x*.

Algunas soluciones del sistema (8)
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4. Aplicaciones: Modelo de pesca con zona de reserva

Estimacion del stock a partir de la biomasa pescada

Primero consideramos el problema de estimacion del stock en el area de reserva a
partir de la biomasa pescada en el area libre.

La funcion de observacion es

y =h(x) =qE(xq —x7) .

Entonces
C=hH(x*)=(qgE 0),

y linealizando el modelo (8), para la Jacobiana del miembro derecho obtenemos

*

X
;
r—2rn_-—mya—qE Moy
Ki
A=
X3
miz r— 2f2? — Moy
2

Es facil comprobar que rank[C|CA]T = 2. Asi, por el Teorema de Lee y Markus el
sistema es localmente observable cerca del equilibrio, y el estado del sistema
completo (en particular el stock de la especie en el area de reserva) puede ser
recuperada, observando la biomasa pescada por unidad de tiempo.
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Ejemplo

Consideramos los mismos parametros que en Guiro y otros (2009):

¥ = 0.7x (1 . %) —0.2%; +0.1% — 0.25 - 0.9x;
(12)
X = 0.5x (1 - ﬁ) +0.2x — 0.1% .
Ahora x* = (4.85,3.12) y con K := 100 , la matriz A — KC es Hurwitz, por tanto

por el Teorema de Sundarapandian (2002) tenemos el siguiente sistema observador

4 = 0.7z <1 . %) — 0.2z +0.125 — 0.25 - 0.9z
(13)
7 = 05z (1—E>+0221—0122+10[y 0.25-0.9(z — x})] -
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Ejemplo

Si tomamos una condicién inicial x° := (30, 120) para el sistema (12), y
analogamente, consideramos otra condicion cercana, z° = (35, 100) para el sistema
observador (13), entonces la correspondiente solucién z del observador tiende a la
solucion x del sistema original, como se muestra en la siguiente figura.

o 1 2 3 3 5 0 g 10 o T 2 3 3 5 g 7 g B 10
Time Time:

Solucién del observador (13), convergiendo a la solucion del sistema (12)
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Observador para un sistema con “Exosistema”

Ahora, para la estimacién de un cambio en los parametros dindmicos de un
ecosistema, recordamos que Sundarapandian también consideré la posibilidad de un
“generator entrada” determinado por un sistema externo llamado exosistema

w’ = s(w), en términos del cual podemos formar un sistema compuesto (no lineal) de
la forma

x = F(x,u(w))
w = s(w) (14)
y = hx),

donde F : R” x RK — R", s : RK — R¥ son funciones diferenciables y
F(x*,0) =0, u(w*) =0, s(w*) = 0. Aqui u(w) se interpreta como un vector,
dependiente del tiempo, de los parametros del sistema original.
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Observador para un sistema con “Exosistema”

Para la construccién de un observador del sistema compuesto podemos aplicar el
siguiente

Teorema 7. (Sundarapandian, 2002)

Suponemos que el sistema de observacién (14) es Lyapunov estable en el equilibrio.
Si existe una matriz K tal que la matriz A — KC es Hurwitz, donde A = F/(x*, w*) y
C = h'(x*). Entonces el sistema dindmico definido por

z=F(z,u(w))+ K[y — h(z2)]

es un observador exponencial local para el sistema de observacion (14).
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Observador para un sistema con exosistema (cambio ambiental)

Esta dinamica estara descrita por ecuaciones diferenciales sencillas, asumiendo que,
con constantes positivas conocidas « y ¢, el sistema externo

W1 = oW

W = —owq, (15)

describe un cambio periédico que afecta a los coeficientes de difusion entre las dos
zonas, donde todos los ¢;; -s son positivos,

, X
X1 = nx (1 - ?1> — (M2 + Crawy ) X1 + (M21 + C21 W1 )Xo — GEXq
1
o Xo
Xo = X <1 = 7) + (M2 + Crawq)xi — (M2y + C21 Wy )Xz )
2
W1 = aWs
wp = —owy,
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Observador para un sistema con exosistema (cambio ambiental)

Como el cero es un equilibrio Lyapunov estable del sistema (15), entonces se puede
probar que (x*,0) del sistema (16) es también Lyapunov estable. Con la misma
observacion

y = h(x)=qE(x1 — x{) ,

que en el ejemplo anterior y aplicando el Teorema de Sundarapandian (2002) para el
sistema compuesto, podemos construir un observador para este sistema.
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Ejemplo

Consideramos el sistema

X
X2
Wy
Wo

Ahora usando la matriz K := <

Z

Z

Wy
Wa

0.7x1 (1 — 21) — (0.2 + 0.2wy )x; + (0.1 + 0.1w; )Xz — 0.25 - 0.9
10

0.5x> (1 = %) T (02 + 0.2w4 )X1 = (01 + 0.1wy )X2 (17)
1.3W2
—-2.1 wyq .

100 > , obtenemos el siguiente observador

0.7z1 (1 — £5) — (0.2 + 0.2wy)zy + (0.1 4+ 0.1w;)zp — 0.25 - 0.9z

0.52, (1 — 55) + (0.2 + 0.2wq)z; — (0.1 + 0.1wy) 2o+
' (18)
+[y — 0.225(z; — x{)]10
1.3ws
—2.1 wy .
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Ejemplo

Para la solucion del sistema compuesto (17), establecemos el valor inicial

(x°, w?) := (30,120,0.1,0.1), y calculamos la solucién del sistema observador (18)
con valor inicial z° := (40, 40). La siguiente figura muestra cémo el proceso de estado
es aproximado por la solucién del observador incluso en caso de un ambiente variable.

time.

3

time

Solucién del observador (18), convergiendo a la solucion del sistema (17)
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Estimacion del efecto de un cambio ambiental desconocido

Consideramos el modelo de pesca inicial (8) y suponemos que los valores de
referencia de ciertos parametros abiéticos cambian a valores constantes
desconocidos. El efecto de este cambio se describe por un término aditivo pequefio
(perturbacion) w € R en ciertos parametros del modelo. Supongamos, por ejemplo,
que una perturbacion tiene lugar en las tasas de migracién. Consideramos primero el
sistema de pesca inicial completado con una ecuacion trivial para el parametro
desconocido w,

. X
Xy = nx (1 = #) — (M2 + W)Xy + (M21 + CoW)x2 — gEXq

1

X (19)

- 2
X2 = X (1 - ?> + (M2 + c1w)xy — (M21 + C2W)x2

2
W o= 0,

donde ¢y y ¢ son constantes positivas.
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Observador para un sistema con exosistema (cambio ambiental)

Se puede probar que (x*, 0) del sistema (19) es Lyapunov estable. Con la misma
observacion
y = h(x) =qE(xy — x{),

entonces
Ci=H(x*)=(gE 0 0),

y linealizando el modelo (19), para la Jacobiana del miembro derecho obtenemos

*

X
rn —2n Ki — myp — gE Moy —C1X; + Cox3
1
A= >
myo ro — 2[’2*2 — Moy Cq XT — ngg
Ko
0 0 0

Es facil comprobar que rank[C|CA|CA?]T = 3 si Ky # 2x3 y C1x; # CoX;. Asi, por el
Teorema de Lee y Markus el sistema es localmente observable cerca del equilibrio, y
aplicando el Teorema de Sundarapandian (2002) para el sistema compuesto, podemos
construir un observador para este sistema.
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Ejemplo

Consideramos el sistema

X1 = 0.7x (1— %) —(0.240.1w)xy + (0.1 + 0.3w)xo — 0.25 - 0.9x;
Xo = 05x(1- 55) 4+ (0.2 + 0.1w)x; — (0.1 4 0.3w)x, (20)
w = 0.
0
Ahora usando la matriz K := 0 , obtenemos el siguiente observador
100
zy = 0.7z (1 = %) = (02 ar 0.123)21 = (01 aF 0.323)22 —0.25-0.92
Z = 052 (1 = %) ar (02 ar 04123)21 = (01 aF 0.323)22 (21)
Z3 = 100[y —0.25-0.9(z; — 4.85)].
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Ejemplo

Si suponemos que la perturbacion ambiental corresponde al valor w = 0.2 y para la
solucion del sistema compuesto (20), establecemos el valor inicial

(x°, w?) := (10, 5,0.2), y calculamos la solucién del sistema observador (21) con
valor inicial 2% := (15,10, 0.3). La siguiente figura muestra como la solucién z del
observador aproxima la solucién x del sistema original y también estima
correctamente el parametro “desconocido” w.

N S5 =
N = G
Wz 1 6 B ® 2 4 6 5 10 12 4 %6 18 21 W 5 6 7 B 18 2
Timo Time Time

2+ 5 8

Solucién del observador (21), convergiendo a la solucion del sistema (20)
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4. Aplicaciones: Modelo Lotka-Volterra

Consideramos el modelo biolégico 2-presas y 1-depredador x’ = f(x) determinado
por el siguiente sistema diferencial

):(1 = xi(@a—aixg — aexe)
Xo = Xp(—b+ borXy — booXo + b23Xz) (22)
X3 = X3(C— CaaXp — C33X3)

con a, b, ¢, aj, by, ¢j > 0.

Es facil comprobar que existe un equilibrio en el sentido matematico, cuya positividad
depende de los parametros.

Observacion de las presas sin distincion:

Suponemos que observamos la cantidad total de presas de la poblacién sin hacer
distincion entre ellas, es decir,

y="h(x)=x1+x3 —X{ —x3.

Inmaculada Lépez Garcia Observabilidad y monitoraje en sist. poblac. Aplicaciones



4. Aplicaciones: Modelo Lotka-Volterra

Entonces oh
C=—x=(1 0 1
OX(X ) ( )

Linealizando el sistema Lotka-Volterra (22) obtenemos

of 7311X1* 7312)(1* 0
= ;(X*) = bo1xy  —booxy  bogXxy
K 0 7C32Xg 7C33Xg

Suponemos que en el estado de equilibrio la pérdida en la tasa relativa de crecimiento
debida a la competicion intra-especifica es la misma para las dos poblaciones presa
(Varga y otros, 2003):

a11x1'* = C33X3*

(En particular, éste es el caso cuando no hay competicién intra-especifica en ninguna
de las poblaciones presa).
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4. Aplicaciones: Modelo Lotka-Volterra

Entonces
det[C|CAICA?]T = —(ai2X; + CaaX3 ) X5 (b21 — bea).

Ademas suponemos que el crecimiento para el depredador en la tasa de crecimiento
debida a su depredacioén de las especies presa 1y 3 es diferente

b2y # bog.

Entonces por el Teorema de Lee y Markus el sistema es localmente observable cerca
del equilibrio: el estado completo del sistema se puede monitorar observando
solamente las poblaciones presa sin distincion.
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4. Aplicaciones: Modelo Lotka-Volterra

A continuacién probamos que el sistema (3) es asintéticamente estable para un
equilibrio x* = (x{, X3, x3 ).

Definimos V : U c R® — R con U en el primer cuadrante positivo de R®:

Vi, %) i= aF(S1) + BF(22) +7F(22) = (a+ B +7)
1 2 3

donde
o bo4 5 1 . bes
e ’ P ok yx? = i
X2 X3 aio X1 X3 X1 X2 C32

y F:(0,0) > R definida por F(z)=z—Inz.
Se demuestra que si (x1, X2, X3) # (X, X5, X3 ),

V(x1,x2,X3) >0 y V'(xq, X2, X3) < 0.

Luego V es una funcién de Lyapunov para el sistema en el equilibrio y asi éste es
globalmente asintéticamente estable en el cuadrante positivo.
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4. Aplicaciones: Modelo Lotka-Volterra

Por tanto, una solucién del sistema (22) converge a la solucién que buscamos, desde
cualquier estado inicial. Nuestro objetivo sera encontrar la solucién del sistema
observador que converja mas rapido que el resto a la nuestra, para mejorar asi la
estimacion.

Consideramos el modelo 2-presas y 1-depredador determinado por el siguiente
sistema diferencial

)‘(1 X1(271.1X1 70.1X2)

).(2 X2(71 + X1 — 0.2X2 aF O.5X3)

).(3 X3(3.6 — O.8X2 — 0.7X3)
y=h(x) = x3+x3—Xx—x3

para el que observamos la cantidad total de presas.
Este sistema posee un equilibrio positivo: x* = (1.4608 , 3.9307 , 0.6506)
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4. Aplicaciones: Modelo Lotka-Volterra

Si tenemos el anterior modelo al haber encontrado una funcién de Lyapunov se
verifica que es asintéticamente estable y por tanto si suponemos que la condicién
inicial es xop = (1.3,3.1,0.4), la solucién del sistema se representa como sigue

45 T T T T T T ) ‘ ‘ —
— x2(t)
— — x3()
at / N
L/ xz* |
35 /
I~ —//
| ]
25+ |
| ]
x1*
15 ’/7\7 \ |
1 B x3* |
g T \
05p |
0 | | ‘ ‘ ) . . . .
[ 1 2 3 4 5 6 ! ’ ' i




4. Aplicaciones: Modelo Lotka-Volterra

La matriz A tiene todos sus autovalores con parte real negativa, luego es Hurwitz =
Se puede estimar la velocidad de la convergencia de una solucion al equilibrio, que es
de orden exponencial, asi K = 0 seria una matriz tal que A — KC es Hurwitz y el
propio sistema seria un observador (Teorema de Sundarapandian).

Pero nuestro propésito sera mejorar la estimacién de la solucién, buscando una matriz
K que se aproxime antes que otra solucién del sistema original a la nuestra.

Para ello hay que tener en cuenta los médulos de las partes reales de los autovalores
de estas matrices ya que intervienen directamente en la velocidad de la convergencia,
que es exponencial.

Bastara encontrar K tal que A — KC tenga autovalores con parte real negativa superior
en médulo al de la parte real negativa de los autovalores de A.
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4. Aplicaciones: Modelo Lotka-Volterra

Para K3*1 con coeficientes k; = 0, k, = 0, k3 = 2 obtenemos que la matriz A — KC
verifica las condiciones de Routh-Hurwitz y por tanto es Hurwitz, siendo ademas las
partes reales de sus autovalores superiores en médulo a las de la matriz A.

Por el Teorema 2 podemos construir el sistema observador

21 = Z1(271.1Z1 70.122)
Z> = 22(—1 +2z1 — 0.2z + 0.523)
23 = 23(1.670.822 70.723)4’2(_}/721 723)
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4. Aplicaciones: Modelo Lotka-Volterra

Para este sistema observador tomamos el valor inicial zy = (2, 3.4,0.8) dentro de un
entorno de la anterior condicion inicial y vemos como en la siguiente figura las
trayectorias se acercan hasta terminar en la solucion del sistema para un tiempo

I < 4.

45 T T T T T T T T T —
— x2
— x3
1— =z
— 22

23




4. Aplicaciones: Modelo Lotka-Volterra

A continuacion, si calculamos otra solucién w del sistema original, con la misma
condicién inicial zy que hemos escogido para el sistema observador, podemos
comprobar que la solucién de éste llega antes a la solucién de la primera figura que la
nueva soluciéon w (t; > 8).

— x1
— x2
— x3
— wl
— w2

w3




4. Aplicaciones: Modelo Lotka-Volterra

Ejemplo (Gamez y otros, 2008). Consideramos el siguiente modelo 2-presas y
1-depredador con la presencia de una perturbacién ambiental desconocida w:

).(1 = X1(2+0.1W71.1X1 70.1X2)

).(2 = X2(71 —0.3w + X1 — O.2X2 aF 0.5X3) (23)
).(3 = X3(3.6 + w — 0.8X2 = 0.7X3)

w = 0.

El sistema tiene un equilibrio x* = (1.4608 3.9307 0.6506 0).
Para estimar ambas componentes (x, w) del sistema (23), sup. que observamos

y=nh(x):=(x —x{', X3 — X3).

Como rank[C|CA|CA?|CA®]T = 4 = El sistema es localmente observable cerca del
equilibrio.
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4. Aplicaciones: Modelo Lotka-Volterra

Considerando ;
0 0 0 1
K= ( 0 0 0 O.1 >
la matriz A — KC es estable y por tanto por el Teorema de Sundarapandian podemos
construir el siguiente sistema observador

21 = Z1(2+O.1Z471.1Z1 70.122)

?2 = 22(71 = 0.324 +2Z1 — 0.222 -+ 04523) (24)
Z3 = 23(3.6 + 24 — 0.822 — 0.723)

zz = [y—(z1—x{,z3—x3)](1, 0.1)
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4. Aplicaciones: Modelo Lotka-Volterra

Perturbacion ambiental: w = 0.2
Condicién inicial (xg, wp) := (1.3 3.1 0.4 0.2), cerca del equilibrio del sistema (23).
Otra condicion inicial cercana, z; := (1.8 3.5 0.7 0.4) para el sistema observador (24).

population densities

time

L
10 15
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4. Aplicaciones: Cadena trofica

@ Componentes de una cadena tréfica terrestre tipica:

@ recurso, el nivel tréfico 0 (energia solar y nutrientes inorganicos), el cual
es incorporado por

@ una poblacién de plantas, el primer nivel tréfico (productor), que se
transfiere a

@ una poblacién de animales herbivoros, el segundo nivel tréfico
(consumidor primario).

@ En una cadena tréfica, los herbivoros pueden ser consumidos por una poblacién
de depredadores, el tercer nivel tréfico (consumidor secundario), que puede ser
seguido por otra poblacion superior de depredadores (consumidor terciario). En
este trabajo, por simplicidad técnica sélo vamos a estudiar cadenas tréficas del
tipo recurso - productor - consumidor primario.

@ Tipos de cadenas troficas segln los posibles tipos de nivel 0 (energia o
nutrientes):

@ cadenas abiertas (sin reciclaje natural): 51 =0, 8> = 0.

@ cadenas cerradas (con reciclaje): los individuos muertos de las especies 1
y 2 son reciclados en nutrientes con tasas respectivas 0 < gy < 1y
0<Bo<.
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4. Aplicaciones: Cadena trofica

Xo: cantidad que varia con el tiempo del recurso presente en el sistema,

xq: en funcién del tiempo, la biomasa (o densidad) del productor (especies 1),
Xo: en funcion del tiempo, la biomasa (o densidad) del consumidor primario
(especies 2),

Q: suministro del recurso considerado constante en el modelo,

apXp: velocidad a la cual una unidad de biomasa de la especie 1 consume el
recurso, y se asume que este consumo aumenta la biomasa de esta especie
con tasa kq,

a4 X1: velocidad a la cual una unidad de biomasa de la especie 2 consume la
biomasa de la especie 1, convirtiéndola en biomasa con tasa ko.

Se supone que ambas poblaciones de planta y animal decrecen
exponencialmente en ausencia del recurso y otras especies, con tasas
respectivas de decrecimiento (parametros de Malthus) m; y mo.

Entonces con parametros del modelo

Q, g, 1, my, mp > 0; ki, ko €]0,1[; By, B2 € [0,1],

para la cadena tréfica establecemos el siguiente modelo dinamico (Shamandy,
2005):

Xo = Q— apXoXq + B1miXy + Bamoxo
X1 = xi(=my + kjagXo — arX2) (25)
Xo = Xo(—Mo + Kooy Xy).
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4. Aplicaciones: Cadena trofica

@ Sealafuncion f : R® — RS definida en términos del miembro derecho del
sistema (25):

Q — agXgXy + B1My Xy + Bomoxo
f(x) = f(x0, X1, X2) := X1(—my + KjagXo — aq Xe)
Xo(—mg + Kooy Xq)

@ En Shamandy (2005): el sistema (25) tiene un Gnico equilibrio
x* = (x5, X", x3) > 0 < el suministro del recurso es suficientemente grande, es
decir,

- mymo 7;31m1m2 (26)

(62 ] k1 k2 (67 ] k2

A lo largo de esta seccion se supone que se verifica la condicion (26).

Inmaculada Lépez Garcia Observabilidad y monitoraje en sist. poblac. Aplicaciones



4. Aplicaciones: Cadena trofica

@ Para el caso de la observacion de una Unica variable de estado, se probd la
observabilidad local del sistema (25) en Shamandy (2005).

@ Se supone que del vector de estado x, sélo se observa la cantidad de recurso x
del sistema (25) que varia en el tiempo, es decir, la funcién de observacion es
h(x) :==xo — X3 - (27)

Por tanto la linealizacién de la funcién de observacion es

C:=H(x*) = (1,0,0).
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4. Aplicaciones: Cadena trofica

@ Linealizando el sistema dinamico (25) en el Unico equilibrio positivo x*:

7(!0X1* 7(20X6‘ + B1my Bomo
A:=1f(x*)= | kjaox{ 0 —aq X
0 kz()qX; 0

@ Para la construccion del observador local para el sistema de observacion
considerado, se necesita una matriz H = col(hy, ho, h3) tal que A — HC sea
Hurwitz.

Segun el criterio de Hurwitz (ver Chen y otros (2004)), en términos del polinomio
caracteristico normado de A — HC, tenemos la siguiente condicion:

P(A) = A% + a\% + ay A + ag es Hurwitz <

ap,a1,a >0and as - a1 > ap.
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4. Aplicaciones: Cadena trofica

Teorema 8.

mymo .
y la matriz
ko

Suponemos que se verifica la desigualdad Q >
o Ky

(1)

miXx{ caoXy

se escoge tal que hy > max { } Entonces el sistema dinamico definido

myx;’ Boky
por
z = f(z) + Hly — h(z)]

es un observador exponencial local para el sistema (25) con observacion h definida en
(27).
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4. Aplicaciones: Cadena trofica

Ejemplo Para un ejemplo numérico se considera el siguiente conjunto de parametros:

Q) o= 1OY g = 03, aq = 01, “81 = 02,

B2 :=0.3; my :=0.1; mp :=0.4; ky :=0.5; ky := 0.5.

En este caso el sistema (25) tiene un equilibrio positivo x* = (4.52,8,5.78), y con la

matriz
2.8
H= 0 ,
1

se verifican las condiciones del Teorema de Sundarapandian (2002).
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4. Aplicaciones: Cadena trofica

Por tanto, el siguiente debe ser un sistema observador:

Zb = 10-0.3zz +02-21 +0.3:-0.42 + 2‘8[}/ - (ZO - Xo*)]
Z1= z(—0.14+05-0.32g — 0.12) (28)
Zo= 2z(—04+05-01z)) +1[y — (20 — x3)]-

0

De hecho, consideramos x(0) := (3, 7, 2) la condicién inicial para el sistema (25),
cerca del equilibrio, y anélogamente, z(0) := (1.3,7.9, 1) otro valor inicial cercano
para el sistema observador (28).
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4. Aplicaciones: Cadena trofica

La siguiente figura muestra que la correspondiente solucion z tiende a la solucién x
del sistema original, proporcionado una bastante buena estimacion asintética del
proceso de estado.
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4. Aplicaciones: Modelo en una poblacién celular afectada por radiacion

Consideramos un modelo dinamico que describe la interaccion entre las poblaciones
de células sanas y células irradiadas de un 6rgano bajo el efecto de una radiacion
constante. Sea x; (t) el nimero de células sanas, y x(t) el nimero de células
irradiadas en el momento t. Para esta situacién, retomamos el siguiente modelo
(Freedman y Pinho, 2008):

X1 = rm (1 = %) — AX1 + px2,  x1(0)

. =0 (29)
Xo = AX; — pXo — dXo Xx2(0) > 0.

En este sistema se supone que el crecimiento de las células sanas es logistico como
en Sachs y otros(1992) y Andronov y otros (1973).

El nimero de células radiadas con cromosomas rotos se representan por Axq,
donde A > 0 es la tasa de radiacién determinada por el correspondiente protocolo,
p > 0 es la tasa por la que las células irradiadas se recombinan en células sanas,

6 > 0 es la tasa de erosién de las células irradiadas, y finalmente,

r > 0 es el parametro de Malthus y

Kp > 0 la capacidad de carga para la poblacién celular sana.

Inmaculada Lépez Garcia Observabilidad y monitoraje en sist. poblac. Aplicaciones



4. Aplicaciones: Modelo en una poblacién celular afectada por radiacion

Para este sistema, Freedman y Pinho (2008) probaron que el sistema deja invariante
el ortante no negativo. Ademas, probaron que el sistema (29) tiene un equilibrio trivial
(0,0), y un equilibrio “matematico” x* = (x;, x5 ), con

« _ Kolr(p+6) —Ad] . KoAlr(p+ ) — Ad]

X{ = 30
T o) N PR o0

Obviamente x* > 0 si y s6lo si, i
A<l N 4) (31)
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4. Aplicaciones: Modelo en una poblacién celular afectada por radiacion

La matriz Jacobiana en el equilibrio dado (X1, Xo) es,

_ e
A= "R A P , 32)
A —p—20
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4. Aplicaciones: Modelo en una poblacién celular afectada por radiacion

La matriz Jacobiana en el equilibrio dado (X1, Xo) es,

a) x* > 0siy solo si el equilibrio (0,0) es inestable.

b) Six* > 0, x* es globalmente asintéticamente estable con respecto a
R2 \ {(0,0)}.

c) Elsistema (29) persiste (uniformemente) si y sélo si se verifica (31). En otro
caso la poblacion celular se extingue.
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4. Aplicaciones: Modelo en una poblacién celular afectada por radiacion

Supondremos x* > 0.
Caso 1. Asumimos que observamos el nimero total de células,

h(x1,X2) = X1 + X2 — X{ — X3 (33)
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4. Aplicaciones: Modelo en una poblacién celular afectada por radiacion

Supondremos x* > 0.
Caso 1. Asumimos que observamos el nimero total de células,

h(x1,X2) = X1 + X2 — X{ — X3 (33)
Caso 2. Sélo observamos las células irradiadas. Entonces la funciéon de observaciéon

viene dada por
h(x1,X2) == Xp — X5 (34)
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4. Aplicaciones: Modelo en una poblacién celular afectada por radiacion

Supondremos x* > 0.
Caso 1. Asumimos que observamos el nimero total de células,

h(x1,X2) = X1 + X2 — X{ — X3 (33)
Caso 2. Sélo observamos las células irradiadas. Entonces la funciéon de observaciéon
viene dada por

h(x1,X2) == Xp — X5 (34)

Teorema 10

Si para k1, ko € R, se verifican las desigualdades

() ko > max{r, 5} (i) k1>p+2<5+%)

entonces con la correspondiente eleccién de h, para los sistemas (29)-(33) y (29)-(34),
un observador local viene dado por

7 = rzy (1 - %) — Az + pzp + ki[y — h(2)]
22 = Az — pzo — 0z + k2[y - h(Z)]
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4. Aplicaciones: Modelo en una poblacién celular afectada por radiacion

Ejemplo. Para una ilustracion establecemos

A:=2 r:=21, Ky:=100, p:=1, § := 0.1 En este caso x* > 0y es globalmente
estable. Ademas, hemos llegado a las condiciones de observabilidad para los dos
casos estudiados. Por otra parte, para estos valores de los parametros, las
condiciones (i) y (ii) del Teorema 8se satisfacen:

ko >21 , ki >1+2(0.1+1.05k).

Por tanto, con K := col(150, 50) obtenemos el siguiente sistema observador:

Zy= 21z (1 - {5) — 521 + 2z + 150(y — h(2)) (35)
Zo= 5z1 — 2z, — 0.1z, +50(y — h(2)).
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4. Aplicaciones: Modelo en una poblacién celular afectada por radiacion

En esta figura podemos ver que el sistema observador (35) asintéticamente recupera
la solucion original del sistema original en el Caso 1.

150
x1
100 z1 1
501 :
X2
z2
o L L L

[0] 0.5 1 1.5 2
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4. Aplicaciones: Modelo en una poblacién celular afectada por radiacion

En esta figura podemos ver que el sistema observador (35) asintéticamente recupera
la solucion original del sistema original en el Caso 2.

150
100 k X1 |
z1
s0f 1
- z2
</ x2
o . . .
0 05 1 15 2
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Conclusiones en el Modelo de radiacion celular

@ Usando resultados sobre la existencia de un equilibrio asintéticamente estable
en un modelo de radiacién celular, se han obtenido condiciones suficientes para
la observabilidad local y el disefio de un observador, correspondientes a
diferentes situaciones de observacion.
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Conclusiones en el Modelo de radiacion celular

@ Usando resultados sobre la existencia de un equilibrio asintéticamente estable
en un modelo de radiacién celular, se han obtenido condiciones suficientes para
la observabilidad local y el disefio de un observador, correspondientes a
diferentes situaciones de observacion.

G Podemos estimar la poblacién de células sanas y la de las células irradiadas,
cuando observamos el numero total de células. De manera anéaloga, a partir de
la observacion de las células irradiadas podemos recuperar el nimero de
células sanas.
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Conclusiones en el Modelo de radiacion celular

@ Usando resultados sobre la existencia de un equilibrio asintéticamente estable
en un modelo de radiacién celular, se han obtenido condiciones suficientes para
la observabilidad local y el disefio de un observador, correspondientes a
diferentes situaciones de observacion.

G Podemos estimar la poblacién de células sanas y la de las células irradiadas,
cuando observamos el numero total de células. De manera anéaloga, a partir de
la observacion de las células irradiadas podemos recuperar el nimero de
células sanas.

Q En ambos casos, mediante una eleccién apropiada de los dos parametros
auxiliares, podemos llegar a una convergencia bastante rapida de la estimacion
asintética.
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Conclusiones en el Modelo de radiacion celular

@ Usando resultados sobre la existencia de un equilibrio asintéticamente estable
en un modelo de radiacién celular, se han obtenido condiciones suficientes para
la observabilidad local y el disefio de un observador, correspondientes a
diferentes situaciones de observacion.

G Podemos estimar la poblacién de células sanas y la de las células irradiadas,
cuando observamos el numero total de células. De manera anéaloga, a partir de
la observacion de las células irradiadas podemos recuperar el nimero de
células sanas.

Q En ambos casos, mediante una eleccién apropiada de los dos parametros
auxiliares, podemos llegar a una convergencia bastante rapida de la estimacion
asintética.

© Para una terapia eficiente las decisiones deberian ser tomadas en base a la
informacion de la respuesta de las células al protocolo de radiacién aplicado.
Obviamente se trata de un problema tratado técnicamente, y en la literatura hay
varios métodos para monitorizar en vivo y evaluar las poblaciones de células
expuestas a radiacién, métodos basados tradicionalmente en tomografia
computerizada e imagenes de resonancia magnética, etc. La metodologia para
monitorizar basada en la construccién de un sistema observador sugerida
puede contribuir a un desarrollo mas a fondo de la metodologia para monitorizar
la respuesta de poblaciones de células expuestas a radiacion.
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Conclusiones en el Modelo de radiacion celular

@ Usando resultados sobre la existencia de un equilibrio asintéticamente estable
en un modelo de radiacién celular, se han obtenido condiciones suficientes para
la observabilidad local y el disefio de un observador, correspondientes a
diferentes situaciones de observacion.

G Podemos estimar la poblacién de células sanas y la de las células irradiadas,
cuando observamos el numero total de células. De manera anéaloga, a partir de
la observacion de las células irradiadas podemos recuperar el nimero de
células sanas.

Q En ambos casos, mediante una eleccién apropiada de los dos parametros
auxiliares, podemos llegar a una convergencia bastante rapida de la estimacion
asintética.

© Para una terapia eficiente las decisiones deberian ser tomadas en base a la
informacion de la respuesta de las células al protocolo de radiacién aplicado.
Obviamente se trata de un problema tratado técnicamente, y en la literatura hay
varios métodos para monitorizar en vivo y evaluar las poblaciones de células
expuestas a radiacién, métodos basados tradicionalmente en tomografia
computerizada e imagenes de resonancia magnética, etc. La metodologia para
monitorizar basada en la construccién de un sistema observador sugerida
puede contribuir a un desarrollo mas a fondo de la metodologia para monitorizar
la respuesta de poblaciones de células expuestas a radiacion.

e Finalmente, la metodologia que ofrecemos puede ser extendida facilmente a
otros modelos de radiacion celular también.
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4. Aplicaciones: Modelos en procesos genéticos

Observabilidad para sistemas en la genética de poblaciones:

Observabilidad Local de Sistemas No Lineales con variedad invariante

Sean f: R” — R"y h: R" — R™ funciones continuamente diferenciables, definimos
un sistema de observacién como

x="fox (36)
y=hox (37)

Definicion. Supongamos que M es una subvariedad regular k—dimensional
localmente positivamente invariante para (36) en x* (equilibrio del sistema). Diremos
que el sistema de observacion (36)-(37) es localmente observable (en M) en el punto
Xx* si existe ¢ > 0 con la siguiente propiedad:

Dados z' € M, con| 2/ — x* ||<e (i€ {1,2})y

X(t) = f(xX'(t) (telo,T])
xX0) = Z (ie{1,2})
h(x'(1)) = h(E(t) (te[o,T])

—_

entonces z' = z? (consecuentemente x'(t) = x?(t) (t € [0, T])).
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4. Aplicaciones: Modelos en procesos genéticos

Observabilidad del modelo estratégico de la seleccion

Consideramos una poblacién con alelos A+, . .., A, con N posibles fenotipos “puros” o
estrategias de comportamiento identificadas con los vértices del simplex standard A .
Para cada genotipo A;A;, sea Sj € Ay el fenotipo de un zigote Aj.

Para cada vector de estado alélico p € A, el fenotipo medio de la poblacion es

n
S(p) ==Y _ pip;Sj-
ij=1

Para cada p € Ap, el fenotipo efectivo (o potencial) del alelo A; es el vector

Sea ahora p(t) el vector de frecuencia alélica en la poblacién adulta en el tiempo ¢.
Entonces el modelo continuo (de tipo estandard) que regula nuestra dinamica es

pi = pilS'(p) — S(PIAS(p); i€ {1,...,n}. (38)
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4. Aplicaciones: Modelos en procesos genéticos

Observabilidad del modelo estratégico de la seleccion

Resultado con condiciones suficientes para que el modelo sea localmente observable
en el equilibrio p* en Lépez y otros (2004):

Si consideramos la dinamica estratégica observando el fenotipo medio de la poblacion,
la funcién de observacién viene dada por

h:R" RN, h(p) := S(p) — S(p*) (39)
Si los fenotipos efectivos en el equilibrio de la dinamica, S’(p*) son linealmente

independientes, entonces el sistema de observacion (38)-(39) es localmente
observable en el equilibrio p*.
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Ejemplo (Lépez y otros, 2008). Consideramos un sistema de tres alelos con
dominancia ciclica A; >~ A, = Az > Ay, donde los homozigotes exhiben fenotipos
puros representados por los vectores de la base canénica de R3:

Si11:=e€1, Sxp:i=ep, Sz3:i=es.

Entonces la estructura de dominancia estéa representada por la hipermatriz
e (=] €3
[Silaxa=| &1 e e |. (40)
Consideramos ahora la dinamica (38) con la siguiente matriz de juego: filamos un

e € R y definimos
—& 1 —1
Ae) = -1 — 1 . (41)
1 -1 —e

Ahora la familia parametrizada de sistemas correspondientes a (38) es

pi = pi- (S'(p) — S(p)) - A(e)S(p) i€ {1,2,3} (42)
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Fijamos ¢ := 0.5. Este sistema tiene un equilibrio positivo p* := (1/3,1/3,1/3) que
es asintéticamente estable (Lépez y otros, 2008) y la imagen fenotipica del equilibrio o
fenotipo mixto p*, es S* := S(p*) = (1/3,1/3,1/3).

Se considera como observacion:

h(p) := S(p) — S(p"). (43)
Para las matrices de linealizacién obtenemos
—0.0185185 0.314815 —0.12963
L= —0.12963 —0.0185185 0.314815 yC=2( i GE g ),
0.314815 —0.12963 —0.0185185

donde S*', S*2, S*3 son los fenotipos efectivos en el equilibrio:

§ = 8'(p*) = (2/3,0,1/3),
52 = 8%(p*) = (1/3,2/3,0),
53 = S3(p*) = (0,1/3,2/3),

los cuales son vectores linealmente independientes. Por tanto el sistema de
observacion es localmente observable cerca del equilibrio. Ademas

4/3 2/3 0
c=|( o 43 2/3].
(2/3 0 4/3)
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1 0 0

Para K = ( 0o 1 0 ) , la matriz L — KC es estable y por el T. de Sundarapandian,
0 0 1

un observador exponencial local para el sistema de observacion (42)-(43) seria:

2 = 2(S/(2) - S(2)AS(2) + KIS(p) ~ S(2)]  (i€{1,23). (44)

Condicién inicial para el sistema original (42): py = (0.3 0.4 0.3)
Condicién inicial para el sistema observador (44): zo = (0.35 0.35 0.3).
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time.
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time.
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