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1

Desigualdades de martingalas

Revisaremos las desigualdades L, de martingalas mds relevantes. En contraste con
el enfoque cldsico, obtendremos dichas desigualdades a partir de estimaciones de tipo
débil (1,1) y Lo-BMO para una funcién cuadrado generalizada. También evitaremos
los tiempos de parada en la medida de lo posible. Tanto los resultados como la manera
de obtenerlos nos seran ttiles en los capitulos sucesivos.

1.1 Esperanza condicionada

Sea (€2, %, i) un espacio de probabilidad y f € L;(Q2). Dada I" una o-subélgebra
de ¥, definimos la esperanza condicionada Er(f) de f respecto de I como la tnica
funcién I'-medible que satisface

/fdu:/Ep(f)du paratodo AeTl.
A A

Es sencillo demostrar que la esperanza condicionada existe y es tnica. Efectivamente, la
expresién v(A) = [, fdu define una medida absolutamente continua en I' respecto de
. El teorema de Radon-Nikodym nos asegura entonces que debe existir una densidad
Er(f) € L1(Q,T, p) tal que v(A) = [, Er(f)du para todo A € I'. Ademds, es claro
que dicha funcién es lnica si imponemos que sea I'-medible.

La esperanza condicionada es en general una funcién dificil de calcular de forma
explicita. No obstante, cuando I' es una particién numerable de Q = U;>; Ay, se
obtiene facilmente que

1)) = Y (s [ ) o

k=1

Asi deducimos que para I' = {0, 2} la o-algebra trivial, se tiene que Er es la esperanza
estocastica. Por otro lado, cuando I" es la o-algebra generada por una variable aleatoria
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v :  — R tomando valores en un conjunto numerable (\;)g>1, entonces se hacen
evidentes las conexiones con otras nociones clasicas de la probabilidad. Efectivamente,
si Ay denota el conjunto {7 = A}, la esperanza condicionada E4, (f) de f respecto
del suceso A;, se obtiene como sigue

1 1
) = /A = /A E(f) = Ex(),

Si f =) a;Xs, también toma valores en un conjunto numerable de puntos, entonces
aparecen las probabilidades condicionadas /(S;|Ax) de los S;'s respecto de los Ay's.
Efectivamente, tenemos que

ZO‘JM S |Ay) = EAk( f)= |Ak ZO‘JEF XS lay -

Aunque la motivacién es probabilistica, la nocidn de esperanza condicionada es muy
utilizada en andlisis y trasciende a la probabilidad. Nétese de hecho que la imposicién
de que p sea una medida finita no es esencial en la definicién y nos bastard casi
siempre con trabajar en espacios de medida semifinitos. La siguiente lista de propiedades
algebraicas/analiticas prdcticamente caracterizan (salvo una condicién adicional de
continuidad) la esperanza condicionada.

Er es lineal.

Er es positiva: f > 0= Ep(f) > 0.

Er preserva la integral: [, fdu = [, Er(f)dpu.
Er es modular: g I'-medible = Er(fg) = Er(f)g.

AN I S A

Er es una proyeccion
EroBel(f) =Er() y [ E(fadn= | fEr(o)dn

La dnica propiedad no evidente a primera vista es la modularidad. A saber, las
demds son triviales salvo la segunda propiedad de proyeccién, que se sigue (ejercicio)
de la modularidad. Para probar que Er(fg) = Er(f)g asumimos que f es positiva (sino
rompemos f en sus partes positivas y utilizamos linealidad) y consideramos entonces
las medidas positivas

ve(A) = /Afd%
w(B) = / Er(f)dp.
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para A € Xy B € I'. La propiedad de esperanza condicionada nos asegura que vy y
vr coinciden en la o-dlgebra I'. Dado B € I' y puesto que g es I'-medible, tenemos

entonces que
/fgduz/ngzz/ngrz/ Er(f)gdp.
B B B B

El siguiente resultado completa nuestra lista de propiedades.

Lema 1.1 Er satisface:
a) Eresfiel f >0, Epr(f)=0= f=0.
b) Er es monétona: I'y C I'y C ¥ = Er, o Er, = Ep, 0o Er, = Er

1°

c) Si f es independiente de T, i.e.

p(An{f € EY) = uA) u({f € E})

para todo A € T' y todo boreliano E, entonces se tiene que
Er() = [ fin
Q
d) Se tiene que ‘Ep(f)‘ <|[flloo ae—pysil<p<oo

e, < Ifll, v [Ec(h)] < Er(IfP)2.

Demostracion. a) es trivial. Dado A € T'; C I'y, sabemos que

/A Er, (Er, ())dp = / Er, (f)dpt = / fdp = / v, (f)dp = / Er, (v, ())dp

de donde se deduce b). Por otro lado, si f es independiente de 'y A € T’

/AEr(f)du = /fdu =/ p(xaf > s)ds
- M(A)/O (> s = ) [ gaw = [ ([ sdn)a

La propiedad c) se deduce de la unicidad de la esperanza condicionada. Para la dltima
propiedad, comenzamos observando que |Er(f)| < Er(|f]). Efectivamente, puesto que
|Er(f)| = (sgnEr(f))Er(f) y sgnEr(f) es I medible, dado A € T’

/ Ec(f)ldn = / Er ((sgnEr(f))f)dn = / (sgnEr (1)) fdp

- ‘/A(sgnEr(f))fdu‘ < /A|f|du = /AEFWDCM’
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de donde se deduce nuestra afirmacién ya que |Er(f)| y Er(]f|) son I'-medibles. Por
otro lado, puesto que asumimos (como poco) que (£2,T', 1) es semifinito, es facil
comprobar (ejercicio) que

IEr(f)lloo = sup)@ﬁ / Ec()ldi < 1l

AeT | u(A

Utilizando nuevamente que |Er(f)| < Er(|f|), se obtiene ||[Er(f)|x < || f||1- Por

consiguiente, Ep : L,(Q) — L,(£2) es contractivo para p = 1,00. Por interpolacién
deducimos que lo mismo es cierto para todo 1 < p < oco. Nos queda comprobar la
dltima afirmacién. Comenzamos suponiendo que f > 0, entonces dado A € I’

/A Er(f)2dy = /Q Er(xaf)’dp
= |EcCall; < |Ixaflls

_ /Q a2y = /Q Er(vaf)dp = /A Er(/2)dp.

Esto nos proporciona la desigualdad deseada para f > 0. Por otro lado, si f: ) — R
podemos romper f = f, — f_ con f., f- > 0y de soportes disjuntos. Asi obtenemos

|Er(f)

> = Er(fy)?+Er(f)? — 2En(f1)Er(f.)
< Er(f+)?+Er(f2) < Ex(f3) +Er(f?)

= EF(fJQF) +Er(f?) — 2Er(f+ /) = Er(|fP).
Finalmente, si f : {2 — C escribimos

Er(f)|* = [Er(Ref)|* + [Er(Imf)|* < Er(|Ref[?) + Er(|imf[?) = Er(|f[?). W

Observacion 1.2 La propiedad c) del Lema 1.1 (sobre independencia respecto de I')
es el Unico punto hasta ahora en donde hemos precisado trabajar con un espacio de
probabilidad. La propiedad d) se sigue de Jensen condicional

¢ R—Recomea = (Ec(f)) < Er(o(f).
Otra propiedad no mencionada en el lema es la desigualdad de Holder condicional

1 1 1
Tl o E(el) < En(7P)PER(gl)
r p g
Si no consideramos estas propiedades es porque en lo sucesivo utilizaremos tinicamente
las propiedades algebraicas de la esperanza junto con las del lema. Esto es una buena
noticia porque dichas propiedades son precisamente las que se conservan en el contexto
no conmutativo, analizado en el Capitulo 4.



Desigualdades de martingalas 5}

1.2 Martingalas en L, y BMO

Sea (92, %, 1) un espacio de medida o-finito. Una filtracién de X es una sucesién
creciente (X,,),>1 de o-subalgebras o-finitas de ¥. Asumiremos siempre que la unién
Un>12,, es densa en el siguiente sentido: para todo par (f,g) € Loo(€2) X L1(2) existe
una sucesién de funciones (¢,)n>1 en Ly (€2) con

e 0, es X,-medible,

o lim [ pngdp= / fgdp.
Q

n—oo 0

En lo que sigue escribiremos E,, para denotar a la esperanza condicionada Ey, . Dado
1 < p < o0, una martingala en L,(2) es una sucesién f = (f,),>1 de funciones que
satisfacen

o [ |falPdp < oo para todo n > 1,
e [ es un proceso adaptado: f,, es X,,-medible para todo n > 1,

e f satisface la condicién de martingala: E,,_1(f,) = f._1 para todo n > 1.

Esto es equivalente a (ejercicio)

fn € Lp<Q) y En(fm) = fmin(m,n)-

Aunque casi todas las martingalas seran de esta forma, conviene recalcar que existen
otros tipos importantes de martingalas. La definicién mas general es como sigue. Sea
A un conjunto de indices parcialmente ordenado. Consideramos una coleccién (X,,)nen
de o-subalgebras indexada por A. Supongamos que es creciente respecto del orden
dado: n <y m = X, C X,,. Entonces, una martingala en L,(2) es una coleccién
f = (fu)nen indexada por A que satisface

fn € LP(Q> y n<ym= En(fm) - fn

Asi podemos considerar distintos tipos de martingalas. Una martingala es bilateral
cuando A no tiene ni maximal ni minimal. Por ejemplo, podemos considerar A = 7Z
en lugar de los naturales. Por regla general, el orden con el que se trabaja es un orden
total. No obstante, existe un caso importante en la literatura en el que el orden no es
total. Se trata de las martingalas multi-indexadas donde A = N con el orden j < k
sii js < kg para 1 < s < m. Otro caso importante es el de martingalas continuas en
las que A es no numerable, por ejemplo A = [0, 1] con su orden natural. Algunas de
estas martingalas apareceran mas adelante en estas notas.
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Nos queda una forma mas de martingalas que no estd contemplada en la definicidn
dada. Una filtracién inversa es una sucesién (X, ),cn de o-subdlgebras decreciente
respecto del orden dado. Asi definimos una martingala inversa f = (f,)ner en
L,(€2) por las condiciones

fneLp(Q> y n<ym = Em(fn):fm'

Dichas martingalas seran relevantes en el Capitulo 3 en conexién con los semigrupos.

En lo que sigue volvemos a la definicién original de martingala con A = N. Dada
una martingala f = (f,)n>1, definimos sus diferencias de martingala como df; = f;
y dfy, = fr — fr_1 para k > 2. De este modo tenemos que

k=1

Es fécil comprobar (ejercicio) que f,, asi definida es una martingala en L,(£2) sii

dfy € Ly(Q) , dfy es Sy-medible ,  E,_1(dfy,) = 0.
Observacién 1.3 Si f es martingala en Ly(S)), sus diferencias son ortogonales.

El espacio de martingalas en L,(€2) es demasiado grande para nuestros propdsitos.
El subespacio adecuado es el de las martingalas acotadas en L,({2), que se define
bajo la condicién

1f1lp = sup || fallp < oc.
n>1
Nétese que dicho supremo es un limite puesto que la sucesién || f,, ||, es creciente porque
1 fallp = [1En(far)llp < [l farllp-
Lema 1.4 Se tiene que:

a) Sil1<p<oo, U, Lp(Xn) es denso en L,(<2).

b) Sip =00, U,>1 Loo(En) es denso débil-+ en Lo (2).

Demostracién. La segunda afirmacién no es otra cosa que una reformulacién de la
condicién de densidad impuesta en la filtracién. Para demostrar la primera afirmacién
suponemos de momento que p es una medida finita. Basta probar

g€ Ly(Q) taq. /Qfgdu:O VfEULp(En) = g¢g=0.

n>1
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Efectivamente, puesto que todo funcional que se anula en (J, -, L,(%,) también lo
hace en LP(Q), el teorema de Hahn-Banach nos permite concluir. Como 1 es finita,
sabemos que Ly (2) C Ly(f2) y ademas podemos escoger f € |J,s; Loo(2r). La
densidad débil-x nos asegura que entonces -

[ fatn=0 v fe L@,
Q
de manera que g = 0 en L1(2). En el caso o-finito es claro como proceder. |

Proposicion 1.5 Caracterizacion de martingalas acotadas en L, (€2):

a) Seal < p < ooy fijemos fs € L,(Q2). Si definimos las funciones f, = E,(fx),
entonces la sucesion f = (f,)n>1 €s una martingala acotada en L,(€}) y tenemos

£l = el v 1 fi = full, =0

Cuando p = oo, se obtiene lo mismo respecto de la topologia débil-x.

b) Seal < p < oo y fijemos f = (f,)n>1 martingala acotada en L,(S2). Entonces
existe fo € L,(S2) tal que f, = E,.(fx). Es mds, cuando p = 1 se dan las
mismas circunstancias si ademds f es uniformemente integrable. Es decir, para
toda sucesion decreciente (Ay)x>1 de conjuntos medibles con pu(Ax) — 0, se

tiene
lim sup{ \fn|du’n21}:().
k—oo A
k
Por consiguiente, tenemos un isomorfismo isométrico

Joo € Lp(Q) = (En(fx)), -, € {martingalas acotadas en Lp(Q)}*,

donde * denota que cuando p = 1 tenemos que anadir integrabilidad absoluta.

Demostracién. Es evidente que (E, (fx)) define una martingala acotada en L,(£2)
con || fll, < ||follps incluso si p = oco. Si vemos que ||foo — full, — 0, entonces se
tendrd que || f]|, = ||f~ll, para toda fo € L,(2). Puesto que dicha propiedad se
satisface cuando la funcién f., es ¥,,-medible, el resultado de densidad del Lemma 1.4
nos permite concluir. Nétese que el mismo argumento funciona en L..(£2) respecto de
la topologia débil-+. Nos queda ver || f||c = || foolloo, S€2 goo € L1(€2) de norma 1 tal
que

H&m~/k%m
Q
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Definimos ¢, = E,,(g), entonces

0 < Ifolloo — Ifulle < Afmgwd#—lzfngndﬂ
= /(fw_fn)gwdﬂ+/fn(goo_gn)dﬂ-
Q Q

El primer término tiende a 0 porque f,, — f. en la topologia débil-x, mientras que el
segundo lo hace porque g, — g en L1(£2). Esto concluye la prueba del apartado a).

Pasamos ahora a la demostracién del apartado b). Si p > 1, se tiene que L,(2) es
el dual de L,/(Q2) y por el teorema de Banach-Alaoglu sabemos que la bola unidad de
L,(€2) es compacta en la topologia débil-x. Por tanto, dada f = (f,),>1 martingala
acotada en L,(£2), existird una subsucesién f,,, que converge a cierta f,, € L,(€2) en
la topologia débil-x. Asi, dado A € ¥,, y ny > n tendremos

fadp = lim [ E,(fn,)dp = lim [ fo,du= [ feodp.
A k—oo J 4 k—oo J 4 A

Esto nos da f,, = E,(fw) para todo n > 1. La condicién adicional impuesta en L;({2)
se debe al teorema de Dunford-Pettis, que asegura que un conjunto es uniformemente
integrable en L;(€2) sii es relativamente compacto respecto de la topologia débil. Esto
permite reconstruir el argumento dado. Por dltimo, la existencia de dicho isomorfismo
isométrico es obvia si p > 1. Para p = 1 resta comprobar que si f,, = E,(fx) para
cierta fo en L1(£2), entonces f = (f.)n>1 es uniformemente integrable en L;. Esto
lo dejamos como ejercicio. |

La Proposicién 1.5 nos permite identificar L,(§2) con el espacio de martingalas
acotadas® en L,(£2). Una consecuencia de dicha caracterizacién es la descomposicion
de Krickeberg, que nos asegura que toda martingala acotada® es combinacién lineal de
4 martingalas positivas. Efectivamente, dada f = (f,),>1 acotada® en L,(£2) sabemos
que existe fo, € L,(Q) tal que f, = E,,(f~). Rompemos fo, = fL — f2 +if3 —ifd
en funciones positivas y definimos f7 = (E,(f2))n>1.

Observacién 1.6 Las martingalas acotadas en L;(£2) no uniformemente integrables
no satisfacen f,, = E,(f) y la descomposiciéon dada no funciona en este caso. No
obstante, también existe una descomposicién de Krickeberg (mds compleja) para toda
martingala acotada en L,({2). Esto sera de utilidad mds adelante. El lector interesado
puede encontrar dicha descomposicién en [62].

Una vez definida la norma L, de las martingalas, nos resta introducir la norma
BMO de martingalas. Dada una funcién Y-medible f en €2, definimos su norma BMO
como sigue

En(‘f - En—l(f)f)% .

| llewo = sup |
n>1
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donde —en consonancia con la terminologia para diferencias de martingala— imponemos

Eo(f) = 0. Por otro lado, puesto que f — E,_1(f) = >, dfr ¥ E.(df;df ;) = O si
J,k >ny j#k (ejercicio), deducimos una expresién para la norma que en ocasiones
es mas util que la propia definicién

(3 )’

k>n

|#llewo = sup |
n>1 o]

Nétese ademads (ejercicio) que

1fllemo < 2[| flloc = Loo(€2) C BMO(S).

Observacién 1.7 El lector que conozca la nocién clasica de BMO (c.f. Capitulo 2 més
adelante), tal vez imagine que deberiamos reemplazar la esperanza condicionada E,,_4
por E,. Nuestra definicidon estd histéricamente motivada por la descripcién atémica
de los espacios de Hardy asociados. La validez del teorema de John-Nirenberg o la
interpolacién (real o compleja) con espacios L, justifican la definicion.

Cerramos esta seccién con una coleccién de ejemplos:
a) Quizas una de las martingalas que primero aparecieron en la literatura y a buen

seguro la mas conocida es la martingala diadica. Comenzamos tomando {2 el
intervalo [0, 1] con p la medida de Lebesgue y la familia de intervalos diddicos

Jj—1 7
Ij’”:( on 27)

Definimos entonces las o-subalgebras de Borel

En:0<{zj,n’1§j§2n})a n=>1

generadas por los intervalos de la generaciéon n-ésima. Es facil comprobar que
(35)n>1 €s una filtracién creciente de o-algebras con unién densa y ademas que
la esperanza condicionada toma la forma

21
@) =D g [ 6 0,

Como ya hemos dicho, no es necesario trabajar en espacios de probabilidad
para construir martingalas. Por ejemplo, otra forma de la martingala diddica
muy utilizada en andlisis arménico resulta de tomar 2 = R™ con la medida de
Lebesgue y la familia de cubos didadicos

Qjm:H( o ,2—n>, (j,n) € Z™ x Z.
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b)

Esto nos lleva a considerar
So=0({QalicZ"}), nez

Notese que ahora el indice de la martingala recorre Z y no N, de manera que
podemos considerar cubos tan grandes y tan pequefios como queramos. Como
antes, las esperanzas condicionadas E, son muy sencillas de escribir. Asi, dada
foo € Ly(R™), la sucesién f = (fn)n>1 con f, = E,(fx) es por tanto un
ejemplo de martingala bilateral.

La construccién de martingalas con diferencias independientes es sin duda
la mas importante. Sea (2, %, ;1) un espacio de probabilidad y sea (g )r>1 una
coleccion de variables aleatorias independientes con media 0

/sokduzo-
Q

Si ¥, =0o(p1,92,...,0n) esla o-subdlgebra generada por ¢, ..., @,, entonces
es claro que (X,),>1 forma una sucesién creciente de o-subdlgebras. Nétese que
la densidad de la filtracidn se obtiene sin mds que asumir que 3 es la o-dlgebra
generada por la unién de las >2,'s. Por tanto, tenemos una filtracién. Por otro
lado, es evidente que ¢,, es independiente de >, _; en el sentido del Lema 1.1.
De esta manera se obtiene que

©n es X,-medible 'y E,_1(¢,) =0.

De modo que, si existe 1 < p < oo tal que ¢, € L,(€2), obtenemos una
sucesion de diferencias de martingala en L,(€2). Asi, dada una sucesién (Ag)i>1
de escalares, podemos construir martingalas en L,(£2) sin mas que tomar

fn = Z)\k% = dek-
=1 =1

Conviene recalcar un par de comentarios:

o Dichas martingalas no estdn necesariamente acotadas en L,(£2) y los valores
Ak juegan un papel esencial (como veremos mas adelante) para decidir si
se trata de una martingala acotada.

o La independencia estocdstica con media 0 es una condicién suficiente para

formar diferencias de martingalas, pero no necesaria. Por ejemplo, podemos
tomar la filtracién diddica del apartado anterior y

+1 z € Il,ky
dfk(iﬁ) = -1 z € I2,k'a
0 en otro caso.
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c) La forma estdndar de construir v.a. independientes nos proporciona un marco para
generar martingalas. Efectivamente, dado un espacio de probabilidad (€, 1)
consideramos el producto cartesiano de una cantidad numerable de copias

(€, 1) = H(QOHUO)‘

k=1

En este espacio de probabilidad, funciones que dependan de distintas coordenadas
son automdticamente independientes. De este modo, dada una familia (¢x)k>1
de funciones con media 0 en (2o, t49), obtenemos martingalas de la forma

Fa(w) = Methe(we) =Y dfie(w).

Dicho de otro modo, toda sucesién f = (f,)n,>1 que satisfaga

. fn(w) = fTL(wl?w?a s awn)'

L fnfl(w) = fQO fn(wla Wa, . .. 7wn) d,UO(wn):
es una martingala. En particular, la construccién mds comun es tomar todas
las ¢, iguales a una 1) dada y obtenemos martingalas formadas por copias
independientes. El ejemplo mas conocido consiste en tomar Qy = {—1,+1} y

fto = 30_1 + 61. De este modo, tomando ¢ (w) = w —i.e. p(w) = ¥(wy,) son
las funciones coordenadas en {2— obtenemos martingalas de la forma

k=1

Notese que este es un caso particular de martingala diddica pero que, como
hemos sefialado antes, no toda martingala diddica proviene de diferencias de
martingala independientes, como en este caso. Otro ejemplo estd dado por

n

gn = [ T(1+ Nepr)-

k=1

Compruébese que es una martingala y que
—1<M<T = 6,20 y gulh =1

Qué se puede decir de positividad y acotacién L; para

k=1
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d)

Consideramos la martingala f,, = >",_, ¢ construida como antes a partir de las
funciones coordenadas en {4-1}. Dicha martingala se llama paseo aleatorio
elemental. Si tomamos limites en un paseo aleatorio con incrementos cada
vez mas pequeinos, obtendremos un proceso aleatorio en tiempo continuo que
se denomina movimiento Browniano. Mds concretamente, si el incremento
es de longitud &, necesitaremos considerar un paseo aleatorio de longitud 1/&?
para aproximar un movimiento Browniano de longitud 1. Dicho limite W; con
0 <t <1 —también llamado proceso de Wiener— estd caracterizado por tres
propiedades:

o Wy =0,
o W; es continua casi seguro

o W, tiene incrementos independientes con distribucion
Wy — W, ~N(0,t—s) para 0<s<t,

con N (u, o) la distribucién normal con esperanza p y varianza o2

2

(z — ) >

202

1

oV 2T

exp ( —
La condicién de independencia significa que
0<5 <t <s9<ty = Wy, — W, yW,, — W, son independientes.

A lo largo de estas notas no vamos a trabajar con martingalas continuas. El
lector interesado puede acudir a casi cualquier texto sobre procesos estocasticos
para mas informacién sobre este tema.

Consideramos el siguiente orden parcial en A = N x N

Y<n < Mm<my v <n

Consideramos una filtracién (2,),ca de 3 respecto del orden dado. Sean E, las
correspondientes esperanzas condicionadas. Como es de esperar, asumimos que
la unién |, 5 2, es densa en 3. Definimos p = min(v, n) por p; = min (vi,m5)
para j = 1,2. Una familia 2-indexada f = (f,),ea de funciones se llama una
martingala con 2 indices si para cada par de puntos 7,7 € A, tenemos

En(fv) = fmfn(w)'

Nétese que entonces f, es >,-medible. Puesto que no trabajamos con un orden
total, un ejercicio interesante para el lector es el de caracterizar las martingalas
acotadas en L,(£2) en este caso, asi como proporcionar una expresion explicita
para las diferencias de martingala.



Desigualdades de martingalas 13

f) Otros ejemplos interesantes no los comentamos en detalle. Mencionados dos
de ellos. La filtracién natural en un grupo (abeliano de momento) discreto se
define sobre una sucesion creciente de subgrupos via la representacién regular a
la izquierda. También podemos considerar una filtracién en (21 X Q9,11 X pi2)
que alterna una diferencias de martingala en la primera componente congelando
la segunda con diferencias en la segunda congelando la primera... Cada una de
estas construcciones tiene su utilidad en el contexto adecuado.

1.3 El maximal de Doob

Dado 1 < p < o0, hasta ahora hemos visto que toda martingala f = (f,)n>1
acotada en L,(€2) (uniformemente integrable si p = 1) converge en norma a cierta
funcién f... La siguiente cuestién es preguntarse por la convergencia f, — f en
casi todo punto. Como es bien sabido, para responder a dicha pregunta y también
para muchas otras aplicaciones que veremos mas adelante, es necesario considerar una
funcién maximal. En nuestro caso, se trata del maximal de Doob

f(z) :ilgl){]fn\ |n > 1}.

Teorema 1.8 Desigualdades maximales de Doob:
a) Sip =1, tenemos la desigualdad débil

sup A p{ f* > A} S I f|h-
A>0

b) Cuando 1 < p < oo, tenemos la desigualdad fuerte

p

1l < e llfl, con ¢~ -

Demostraciéon. Comenzamos probando la desigualdad de tipo débil. En primer lugar
observamos que es suficiente con demostrar dicha desigualdad para martingalas finitas
f=C(fi,fe,- -, fms fm,--.) con una constante independiente de m. Efectivamente, si
escribimos f para el maximal de Doob truncado f, = sup,,<,, |fx|, es claro que

A7 > 0} = Jim A f7, > A} S lim 1l = 11

Por otro lado, también podemos asumir que f es positiva, i.e. f,, > 0O paral <n < m.
Ciertamente, puesto que f es finita también es de forma automatica uniformemente



14 Teorfa de Littlewood-Paley

integrable y podemos aplicar la descomposicién de Krickeberg f = f! — f24+if3 —if4.

Entonces obtenemos
4 4
Ap{ e > A <A u{ > A4 DI S b
j=1 Jj=1

Asumimos por tanto que f es finita y positiva. Sea A} = {f1 > A} y

An:{fjg/\<fn‘1§j<n§m} de manera que {f*>)\}: U A,.

1<n<m

Tenemos entonces

Il = /fmdu z/ £ di
Q {f*>\}

_ ;/Anfmdu - ;/AnEnum)du
- Z/A fodp > A3 (A = Au{f* > A}

Esto demuestra la desigualdad de tipo débil. Por otro lado, la desigualdad fuerte es
obviamente una igualdad en L., (f2). Puesto que tenemos una desigualdad de tipo
débil (1,1) y una desigualdad fuerte en L (), las desigualdades restantes (con las
constantes anunciadas) se siguen por interpolacién de Marcinkiewicz. No obstante,
damos por completitud el argumento detallado. Esgrimiendo lo mismo que en L;(£2), no
perdemos generalidad si asumimos que f = (f1, f2, ..., fm, fm, - .) €s una martingala
finita y positiva en L,(€2). Sabemos que

17l =p / XU > A} do
0

Fijado A > 0, fin = gp, + D, cON g0 = finX{fmars2y ¥ Py = FnX{fmzrs2y ¥

J*= sup En(fm) < sup En(gn)+ sup En(h),) = Ym +&m.

1<n<m 1<n<m 1<n<m

Puesto que [|Vml/oo < ||gr)\nHOO <\/2,

p{f* > A} < pfom > A2} + {6 > A2} = p{&n > A/2}.
Por otro lado, la acotacién débil proporciona

1 1
u{§m>/\/2}§x/h?ndu—x/ fm dp.
Q {(fm=>)/2}
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Combinando las estimaciones obtenidas deducimos que

17 < / 2 / fon(w) dp(w) A
0 {fm=>A/2}

= [ 1w / T ) dutw)

= b /f;;du.
p— Q

De aqui se deduce el resultado con constante ¢, ~ (p/(p — 1))% ~p/(p—1). |

Una sucesién f = (f,)n>1 se dice una submartingala cuando f, < E,(f,+1). Es
un buen ejercicio comprobar que las desigualdades maximales de Doob siguen siendo
validas para submartingalas y también para martingalas inversas. El resultado para
martingalas inversas serd utilizado mas adelante en el Capitulo 3.

Corolario 1.9 Sea 1 < p < 00 y f = (fn)n>1 una martingala acotada en L,(12).
Supongamos ademas que f es uniformemente integrable si p = 1. Entonces existe una
funcion f € L,(S2) tal que f,, — f en casi todo punto cuando n — occ.

Demostracion. La caracterizacién de martingalas acotadas en L,(2) nos proporciona
foo € Lp(2) tal que f, = E,.(fo) y f — f en L,(€2). Por consiguiente, f,, es nuestro
candidato y tenemos la estimacién

u{w € Q] lirrisup | foo(w) = fr(w)| > )\}

= #{ limsup ‘foo - fm - En(foo - fm)‘ > A}

< u{lfoo — fm| > A/2} +u{ igll)‘En(foo — fm)| > A/2}

< <2(1 ;\L )

Por consiguiente, la medida de dicho conjunto es 0 y deducimos

| foo — fm||p>p — 0 cuando m — oo.

,u{limsup‘foo —fn| > 0} < iu{lim_}sup!foo —fn‘ > 1/k} =0. [ |

Joseph L. Doob es considerado (junto quizds con Littlewood, Paley y Walsh) uno de
los pioneros en el estudio de martingalas. Asi lo atestigua su bien conocida monografia

[12]. Ademas, Doob fue el maestro de Donald L. Burkholder. Doob y Burkholder son
los impulsores por excelencia de la teoria moderna de martingalas.
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1.4 Descomposicion de Gundy

Adem3ds de la desigualdad maximal de Doob, la otra herramienta esencial para
obtener desigualdades L,, de martingalas es la descomposicién de Gundy, que constituye
el contrapunto probabilistico de la descomposicién de Calderén-Zygmund que veremos
en el Capitulo 2. La descomposicién original de Gundy [23] involucraba dos tiempos
de parada. Afortunadamente, Burkholder [5] obtuvo una demostracién mucho mas
sencilla que es la que presentamos en estas notas.

Lema 1.10 Sea f = (f,)n>1 una martingala acotada en L,(2). Entonces existe una
constante absoluta c tal que las siguientes estimaciones se satisfacen para todo A\ > (

Sl foxes e, < cllflh

k=1

S ldfixie o<l < ellfls,
k=1
ST feeixuroerll, < cllflh
k=1

Demostracion. Se tiene que

> sl = 2 /|Ek<fn>’X{f;:_1§>\<f§}dﬂ
k=1 k=1
Z/ Ek(|fn‘X{f,:71§)\<f]:}) dp
k=1 "%

= > [ Wb emdn= [ 1nlde< Il
k=1

{fi>2}

IN

Haciendo n — oo obtenemos la primera desigualdad. La segunda es consecuencia de la
primera y la tercera aplicando la desigualdad triangular. Para la tercera observamos que

X{fr_ <A<fr} = (X{f;;>)\} — X{f2_1>/\})X{f2_1S/\}' Por tanto, la desigualdad de Holder
proporciona

S i el < D0 Ixesn = xo onll [feaxi <l
k=1 k=1
< A (Zﬂ{fii > A —u{fi > A}) = f > A
k=1

La tercera desigualdad se sigue entonces de la desigualdad maximal de Doob. |
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Teorema 1.11 Sea f = (f,)n,>1 una martingala acotada en L,(S2). Entonces, fijado
A > 0 existe una descomposicion f = o + 3 + v como suma de tres martingalas
relativas a la misma filtracion y tales que

7’ 1 C
maX{XHaHg,Z Idella, A i sup | > 0}} S I flh-
k=1 -

Si f es positiva, la descomposicion tiene la forma

doe = dfixirr<ny — Eeo1 (dfixgrr<ny),

dBr = dfexisr <n<rt + Bt (dfixgrz<n),

dve = dfixgr_ >xy-
Demostracion. Comenzamos asumiendo que f = (f,)n,>1 es positiva. Es sencillo
comprobar (ejercicio) que dag, df, dyi, son diferencias de martingalas y que su suma

es dfy. Asi que nos resta probar las desigualdades. Puesto que en Ly(€2) las diferencias
de martingala son ortogonales, para « tenemos

lal3 = S lldal3 <43 [ dfixpsonll:
k=1 k=1

>=A+B.

< 82 kaX{f,:SA} - fk—1X{f,:_1§A}H§ + 82 ka_1X{f;_1§A<f;}
k=1 k=2

El segundo término se estima con Holder y el Lema 1.10

B < 8/\2 | fe-1xrr<aeryll, S AlSL

k=2

Para el primer término utilizamos (a — b)? = a* — b* + 2b(b — a) para a,b € R
ASEQ:/ﬁMWN_ﬁameMM
k=19

+ 162/ Sreaxire_ < (Fmaxqre <oy — foxqrreny) di = Ar+ A
k=2 7/
Es obvio que tenemos

A; <8 lim fnzl)({f;;lgx} dp S Al
m—oQ Q

Por otro lado, reescribimos A como sigue

Ay = 162/ Srexire_ <n (Frmixqre <ap — B (fixgrr<ay)) dp.
k=2 7
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Como By 1 (frxyrr<ny) < Baa(fixqsr_,<n) = fem1X(s:_,<ny, deducimos que

A < 16)\2/ SoaXqrz_ <y — fexasraay dip S 16| filly S Allf 13-
k=2 7 <

Esto completa la estimacién de «. Para 3 tenemos

> sl < il + 23 ldfexie <arlly S 11
k=1 k=2

debido a la segunda estimacién del Lema 1.10. Finalmente, es claro que
{supldwl >0} < {f'>2} = Ap{supldnl>0} S Iflh.
k>1 k>1

Esto completa la demostracion para martingalas positivas. Por otro lado, para cualquier
otra martingala acotada en L;(2) podemos aplicar la descomposicién de Krickeberg,
donde utilizaremos la Observacién 1.6 en el caso no uniformemente integrable

[=f =i =it

con f7 > 0. El resultado se deduce de que || /|| < ||f|l1 para j =1,2,3,4. |

Observacion 1.12 Aunque es evidente, es importante sefialar que la descomposicién
de Gundy depende del A > 0 considerado. Esto serd importante cuando apliquemos
dicha descomposicién en la siguiente seccién. La descomposicién original probada por
Gundy [23] aporta también la estimacién adicional ||||s < A, no asi la descomposicién
simplificada de Burkholder [5] que hemos presentado. Aunque dicha estimacién es
importante, nosotros no la vamos a necesitar a lo largo de estas notas. En términos de
tiempos de parada, se puede decir que Burkholder usa un tiempo de parada mientras
que Gundy utiliza dos.

1.5 Desigualdades L, de martingalas

Probamos ahora una desigualdad L, generalizada que incluye las transformadas
de martingalas, la funcién cuadrado de Burkholder o la desigualdad de Khintchine
entre otros casos particulares. El progreso mds destacado en esta direccidn se debié a
Burkholder y Gundy en su articulo [6]. Las notas ya clasicas de Garsia [20] recogen
mucho de este material. No obstante, nuestro enfoque es algo distinto.
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Teorema 1.13 Consideremos los operadores
Tof = &Gmdf con sup Y |&ml* S 1.
k=1 AR —

Entonces, se tiene la siguiente desigualdad para martingalas acotadas en L;(£)
= 3
(> musr)
m=1

Demostracion. Tenemos que demostrar que

e (X 1s2)" = 2} £ 171
m=1

A>0

Sl
1,00

Es evidente que podemos asumir que 7}, f = 0 para m > M siempre que la constante
final no dependa de M. Fijado A > 0, aplicamos entonces la descomposicién de Gundy
f=a+ [+ asociada a A\ y rompemos en 3 trozos

M 1 M 1
(B a) ) = (S5 mer) > )
m=1 m=1
M 1
+ W{(Z |Tmﬂ|2>2 > )\/3}
m=1
M 1
M{ ( > ITm7!2> "> A/3}
m=1
Para estimar A, aplicamos la desigualdad de Chebyshev en L,(€2)
g M
=3 mZﬂ/Q]Tma]Qdu
9 M oo _ o 9 00 )
= 1Y Gl [ daondn =3 Y (3 einl?) sl 5 Ll
k=1 m=1

de donde se deduce que A < || f||1 debido a la primera estimacién de la descomposicidn
de Gundy. Para estimar el término B utilizamos ahora la desigualdad de Chebyshev en
L1(€2) y obtenemos

3 [ (i 1,07 du=3 X > [i@mzkm]dﬁjm)éd

J,k=1 m=1

/ (Z |d ;] |dﬁk> i 1B

= A+B+C

+

< 23 )

B

IN

IN

swp | Z EimEim

1<] k<oo _
m=
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puesto que | 3, €l < (X 1€ml?) (2, 16ml?)} S 1. De aqui deducimos que
B < || f]]1 debido a la segunda estimacién de la descomposicién de Gundy. Por dltimo
estimamos el término C

M

¢ = (T[S et ann)’ > 33)

J,k=1 m=1

< /\u{ sup ’Zgjmgkmf i|d7k|>)\/3} < AM{Z|d%y>o}

1<jk<oo | I

<

Como {>_, |dvk| > 0} = {supy, |dvix| > 0}, obtenemos de la tercera estimacién de la
descomposicién de Gundy que C < || f||1. Esto completa la demostracién para m < M.
Como la constante obtenida no depende de M, hemos terminado. [ |

Lema 1.14 Si (d;);>1 es la base natural de (5 y

QO Z¢]®6 ¢j ]>17

entonces se tiene la siguiente desigualdad de normas BMO

oo 1 1
12) 2 < Eﬂ( d 2)5
[(Z168) o = 520 Z;H%M
donde dipy se calcula tomando dipy, =3 ;- d(¢j)x ® 05 = (d(¢))k)j>1-

Demostracién. Como [¢|le, = (3272, |<;5j|2)%, tenemos

Mi?@@é

Por otro lado, dadas f,&, : 2 — C con &, una funcién ¥, _;-medible

= sup
BMO n>1

1
2\ 2
Ea([llelle, = Enallille)])

En<\f—En_1(f)!2>§ )
‘f gn ) n(|En—1(f_§n)|2) jo
(||E (1 = &) +IEa (i~ &P)L)7 < 2]E(F &2

<

IN
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usando Lema 1.1 d). Tomando f = ||¢|l2 ¥ & = ||En_1(®)||2, deducimos

H(gwf

<

BMO

En<\||90|!£2 - ||En—1(90)”42‘2>é -
e, (e~ Erl@2)° (Zd@k )

pero tenemos E, (|| Zan d‘PkHé) = Zj,kzn E,.(dg;, dor) = En(Zan ||d90k||§2) L

Teorema 1.15 Consideramos

< = 2sup

oo n>1

Y
o0

Tof = &Gmdf con sup Y |&ml> S 1.
k=1 k21 01

Entonces, si1 < p < oo, se tienen las siguientes desigualdades

(S ) 510 5 (S )], <00

Si ademds " |&xm|* ~ 1 uniformemente en k, entonces tenemos la equivalencia

(i 1,1’

£l ~e,

Demostracion. De acuerdo con el Lema 1.14
00 1 1
|(3 ) En( Y lael) || =
m=1 k>n

con ¢ = (T}, f)m>1. Es decir, tenemos dyy, = (€gmdfy)m>1, de donde deducimos

(3 )’
k>n

Como || f|lemo < 2 f]|co, hemos terminado. Para la estimacién superior L,,, notamos
primero que el caso p = 2 es trivial (ejercicio), de manera que para 1 < p < 2 podemos
interpolar con el Teorema 1.13 y para 2 < p < oo podemos interpolar con la estimacién
BMO. Para la primera, utilizamos Marcinkiewicz con el operador

BMO 7 >

su mlf<S1T = (%) < su
k>11>ZI£kI (*) < sup

= || fllemo-

A:fEL Q) =Y Touf @6 € Ly(Q o)

m=1
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sustituyendo L, (€2; ¢2) por Ly ~(2; ¢2) en el extremo inferior. Esto es sencillo y muy
similar al argumento utilizado en la demostracién del Teorema 1.8. Concretamente,
se usa el Teorema ‘general’ de Marcinkiewicz [15, Capitulo 2] con valores en /5. La
segunda interpolacién require una ‘desigualdad de los buenos lambdas’ y es mas com-
pleja. Como no queremos profundizar mas en este tema, lo dejamos como (parte de)
un trabajo para final de curso. No obstante, el lector descontento, puede acudir a la
Observacién 1.16 mas abajo y sustituir asi dicha interpolacién por otra mucho mas
sencilla, entre p = 2j y p = 2(j + 1). Esto completa el argumento para

| (; !TmfP)éHp A

Si ademds asumimos que Y [Egm|* = % ~ 1, tenemos

Iy = sw S [ g, du
g ||g||p/<1,; Q
R —Z / Eomnfi By dp
lglly <1 6= Y

= sup Z/ fkmdfk> (Z gkmdgk) dp

lgll,r <1
gkm
< | Tmfm( s |32 (30 o) @,
Z o 1, Z Z e
El supremo de la derecha esta controlado por c,. Esto completa la prueba. |

Las desigualdades obtenidas en el Teorema 1.15 son bastante generales, de manera
que es importante mencionar algunos casos particulares destacados. Mencionaremos
de momento los mas elementales, algunas desigualdades mds elaboradas apareceran
mds adelante en estas notas. Por ejemplo, desigualdades L, para funciones cuadrado
de medias ergddicas, véase el Capitulo 3.

a) Si tomamos &, = 0 para m > 1y & = \g, entonces

(Z 1.7)" = )Zxkdfk]

es una transformada de martingalas. De acuerdo con los Teoremas 1.13 y
1.15 sabemos que esta clase de operadores satisfacen estimaciones L1 — L ,
estimaciones fuertes en L, para 1 < p < ooy también L., — BMO siempre que

sup | Ax| < 0.
k>1
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b)

Por otro lado, si ademds tenemos |\x| ~ 1 uniformemente en k, el Teorema
1.15 nos asegura que tenemos equivalencia de normas para 1 < p < oco. Esto es
particularmente importante cuando A\, = €, = %1, pues entonces obtenemos la
condicién UMD (unconditional for martingale differences). Esta condicién es
crucial para desarrollar la teoria de martingalas e integrales singulares vectoriales

y se escribe
szfk ‘ngdfk
k=1 k=1

Si tomamos &, = O, €Ntonces

(o mar) = (i)’ = s
m=1 k=1

es la funcién cuadrado de martingalas. Puesto que en este caso tenemos
> [&km|* = 1 para todo k, el Teorema 1.15 nos proporciona (ademds de las
estimaciones Ly — Lj o Y Loo — BMO) las siguientes equivalencias conocidas
como desigualdades de Burkholder-Gundy

(S,
k=1

Ncp
p p

1Fllp ~e,

Si consideramos en particular la martingala

fn= Z AK€k
k=1

donde los \;'s son escalares y las €;'s son copias independientes de una Bernoulli
equidistribuida en £1 (como se explicé en la Seccién 1.2), entonces obtenemos
las desigualdades de Khintchine como consecuencia de las desigualdades de
Burkholder-Gundy

(/01 gAk&c(S)

Notese que el mismo argumento vale para €;'s v.a.i. de media 0 y unimodulares.

pd3>; ~ep <i \/\kP)é-

k=1

Observacién 1.16 La desigualdad

S
p

I(S st
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para p arbitrariamente grande junto con la desigualdad de tipo débil del Teorema 1.13
es todo lo que se necesita para producir las equivalencias del Teorema 1.15. A partir de
ahi basta con argumentos de interpolacién y dualidad. Es interesante notar que dicha
desigualdad se sigue de las desigualdades de Khintchine y Burkholder-Gundy cuando
p € 2N es un entero par. Usando Khintchine, tenemos

[(Simr®)’ [ = [ () an
1 iem(s)Tmf‘pdsdu
m=1

_ /Ol/ﬂjkf:(igm(s)gkm)dfk(pduds.
=

A (s)

Ahora bien, Burkholder-Gundy nos da

/;/Ji(i%(@ém)dfk‘f’dudsw/ol/g(il)\k@)deg)SdudS:(*)’
=t gzt k=1

Ak (s)

y puesto que p = 25 es par

(x) = Z /HW ]Ms)(/gf[l\dfkfdu).

k1,k2,...,kj=1

Las desigualdades de Holder y Khintchine nos proporcionan

J 0o
/Hm (5)P s<H ([ wras) ~ TS lenl?) <1
r=1 m=1

Por otro lado, esto unido a Burkholder-Gundy de nuevo hace

CEEDS / Hldfk -/ (ildfkﬁ)gdwnfnz-

k1,k2,....kj=

Observacion 1.17 Es habitual en la literatura definir

£l —H( |dfk)

= [IS(Hlp-
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La completacién del espacio de martingalas finitas en L,(2) respecto de la norma
dada, se denomina espacio de Hardy de martingalas. Nétese que las desigualdades
de Burkholder-Gundy nos aseguran que L,(€2) >~ H,(€2) para 1 < p < oco. Por otro
lado, las desigualdades maximales de Doob nos aseguran que

1Nz ~ep 1l ~e 1 Nlzp@), 1< p < o0

Mas adelante, Davis [8] demostré que también se tiene

[ f I+ ~ 11,0

para p = 1. De hecho, bajo una condicién adicional de regularidad, esta equivalencia
sigue siendo cierta para 0 < p < 1. Las desigualdad de Davis nos permite redefinir
los espacios de Hardy reemplazando la funcién cuadrado por la funcién maximal con
norma equivalente. La versidon para martingalas del teorema de dualidad de Fefferman
[17] es que el dual de H;(2) es BMO(2), véase la demostracién en [20)].

1.6 Ejercicios

1. Las diferencias de martingala en L4 (§2) son ortogonales 2 a 2.

. Construir una martingala en L,(§)) no acotada de la forma f,, = Y ,_, Aidgs.
. Si f, =En(f) con f € L1(Q2), entonces (f,)n>1 es uniformemente integrable.
. Construir una martingala acotada en L1(€)) pero no uniformemente integrable.

. Demostrar que || ||smo es una norma.

S G A WD

. Martingalas 2-indexadas:

a) Diferencias de martingala

df = (df,)sen <5 df, € S,y E(df,) = 0'si min(y,7') # .

Demostrar que se tiene la relacion
df k) = Jiik) = Fi—1) = JGk—1) + fi—16-1)-
b) Caracterizar la acotacién en L,(Q2) de dichas martingalas para 1 < p < co.

7. Demostrar las desigualdades maximales de Doob para martingalas inversas en Z,_.
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8. Dada una particion arbitraria

N={]J Q.

m>1

demostrar que se satisface una desigualdad de Burkholder-Gundy ‘desordenada’

(S| > af)

m=1 keQ,,

£l ~e,

p

Si los €2,,,’s son intervalos, dar un argumento que utilice sélo Burkholder-Gundy.

Trabajos propuestos para final de curso:

A) Interpolacién L,-BMO y desigualdades de John-Nirenberg.
B) Transformadas de martingalas vectoriales y espacios UMD.

C) Funcién cuadrado condicional y desigualdades de Rosenthal.
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Teoria de Calderon-Zygmund

En este capitulo damos una breve introduccién a la teoria de Calderén-Zygmund que
nos permitira obtener desigualdades L,, para integrales singulares. Nuestra presentacién
no pretende ser exhaustiva. El objetivo es mds bien reconocer al final del mismo las
analogias con las desigualdades L, obtenidas para martingalas.

2.1 El maximal de Hardy-Littlewood

Dado k € Z, existe una tnica particién de R en cubos de lado 27* con aristas
paralelas a los ejes y con vértices en el reticulo (27¥7Z)™. Llamaremos a dicha particién
la generacion k-ésima y escribiremos Qy para referirnos a ella. Dado j € Z", un
elemento genérico de Q, estd dado por

trii—1 g

=1

Llamaremos cubos diadicos a los cubos de Q = UkeZ Q. Se tiene que:
e Todo cubo de Q, contiene 2" cubos de Q..
e Dado k£ € Z, todo = € R™ estd contenido en un tnico cubo de Q.
e Si ky > ks, todo cubo de Q, estd contenido en un Unico cubo de Qy,.
e Dados dos cubos diddicos, o son disjuntos o uno esta contenido en el otro.

Dada f : R™ — C localmente integrable, su maximal de Hardy-Littlewood es
1
Mi@) = sup | [ rw) o]
zeqee Q] Jo

Este operador satisface nuevamente una desigualdad de tipo débil (1,1) asi como
desigualdades L, para 1 < p < oo. De hecho, veremos que se trata de un caso
particular de la funcién maximal de Doob.

27
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Teorema 2.1 La funcién maximal diddica satisface:

a) Sip =1, tenemos la desigualdad débil

sup A [{Mf > A} < |If]]s-
A>0

b) Cuando 1 < p < oo, tenemos la desigualdad fuerte

p
[MFlly < e llfllp con ey~ =

En particular, obtenemos una forma diddica del teorema de diferenciacion de Lebesgue.
Mds concretamente, dado x € R"™ consideramos la familia Qy(x) de cubos diddicos
tales que v € Q(x) € Qy. Entonces, dado1 < p < oo y f € L,(R")

1

|Qk( ) Jow f(y)dyﬂf(x) cuando k — oo.

Demostracion. Dado k € 7Z, sea X, la o-dlgebra generada por los cubos diddicos de
generacion k. Entonces es claro que ¥ C Y1, de modo que tenemos una filtracién
creciente de o-subalgebras. Dejamos como ejercicio comprobar que dicha filtracién
satisface la condicién de densidad impuesta en el Capitulo 1. Es decir, en la topologia
débil-x. Si escribimos fo = |Q‘ fQ ) dy, se tiene la siguiente expresién para las
esperanzas condicionadas

fr=E(f) = ) foxe

Qe

Entonces, podemos escribir el maximal diddico como

Mf(z) = sup ’|Q|/f dy’ sup dy‘ SUP’fk( )|

2€QeQ keZ ’ 1Qr(2)| J o ()

Es decir, M f no es otra cosa que el maximal de Doob f* asociado a la filtracién
diddica. Por consiguiente, las desigualdades maximales se siguen del Teorema 1.8 y el
resultado de convergencia en casi todo punto del Corolario 1.9. |

Observaciéon 2.2 Es un buen ejercicio asegurarse de que el argumento dado en la
prueba es riguroso. Por ejemplo, nétese que nuestras demostraciones del Teorema 1.8
y del Corolario 1.9 son para martingalas estdndar, mientras que la martingala que nos
aparece aqui es bilateral. Demuéstrese que esto no supone un problema.
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Observacion 2.3 Dado un cubo diddico (), sabemos que existe un tinico cubo diddico
de lado doble que lo contiene. Llamaremos a dicho cubo el padre diadico de Q y lo
denotaremos por (). Con esta terminologia, las diferencias de martingala respecto de
la filtracion diddica toman la forma

dfy, = Z (fo — f@) XQ

Qe

Observacion 2.4 Existen otros maximales de Hardy-Littlewood que aparecen en la
literatura. Ademas del maximal diddico, el maximal centrado es el mas relevante y
se define como

sup y)| dy

r>0 |B ’
donde B,.(z) denota la bola centrada en « de radlo 7. Dicho operador también satisface
las desigualdades maximales del Teorema 2.1, que en este caso dan lugar al teorema de
diferenciacion de Lebesgue en su forma habitual. Nosotros no necesitaremos trabajar
con el maximal centrado en lo que sigue.

2.2 Descomposicion de Calderén-Zygmund

Dada una funcién integrable y no negativa f : R® — R, , damos en esta seccidn
una descomposicién de f = g, + b, para cada A > 0 que jugard un papel similar al de
la descomposicién de Gundy en el Capitulo 1. Efectivamente, dado A > 0 consideramos
el conjunto de nivel

QA:{xER"\Mf(x)>)\}.

El importante convencerse (ejercicio) de que podemos considerar la particién de €2, en
cubos diadicos maximales En otras palabras, existe una particién de €2, en cubos
diddicos () que satisfacen |Q| fQ Ydy > A > |R‘ fR y)dy para cualquier otro
R € O que contenga a Q).

La descomposicion de Calderén-Zygmund consiste en romper f = g\ + by en
dos trozos. Muy vagamente, se puede decir que el primero mejora a f en el sentido de
que g € Ly N Lo C L, para todo 1 < p < oo, mientras que el segundo es una suma
de funciones de media nula, algo muy conveniente a nuestros propdsitos. Si tenemos
Q) = Uj Q; en diddicos maximales, la descomposicién es la siguiente:

ga(z) = xrma, (@ +Z Xq, (x f(y) dy,

1

’le Qj
1

:Zj@(x)(ﬂx a1 ), fd >,'

a; (m)
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Lema 2.5 Se tiene que:

o llgall < Ilflle ¥ llgalle <27

o [ a@dr=0y 5, lol <20

Demostraciéon. Comenzamos por g, puesto que

[ (o [, swan)az= [ sy

es claro que ||ga]l1 < || f|l1. Para estimar la norma oo, si z € R™ \ 2,

() = flz) < Mf(z) <A ae =z

Por otro lado, si x € ; C €2, la maximalidad de la particién nos da

1
‘Qj‘ Q; f( )

Por consiguiente, tenemos

1

ga(z) = m o

2TL
dy < — dy < 2™ \.
fly)dy < |Qj’/@jf(y) y <

Esto completa nuestras afirmaciones acerca de g,. Pasemos a by, el hecho de que cada
atomo q; tiene media 0 se justifica como al comienzo de esta prueba. Para la segunda
afirmacion

<, [ (5@ + g [ swa)ar<e [ j@ar<os. w

Observacion 2.6 En particular ||g,|/, < (2")\)1“Hf||1 y por tanto [|gr[|3 < 27| f1]:.

2.3 Integrales singulares, nucleos de Calderén-Zygmund

Sea H un espacio de Hilbert y denotemos por A = {(z,z) |z € R"} a la diagonal
de R" x R™. Dada una funcién k : R x R"\ A — H, diremos que se trata de un
nicleo estandar si se satisfacen las siguientes propiedades de tamafo y suavidad:
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e Siz,y € R", tenemos

1
k@l = =y
e Existe 0 < v <1 tal que
_ Y
) =Kl § G s el > 2l -],
_ Y
ke = K@Dl P s el 2l -

Nos referiremos a dicho v como el parametro Lipschitz de suavidad. Un operador
T originalmente definido sobre la clase de Schwartz Sg» —véase la definicién por ejemplo
en [15]- se llama operador de Calder6n-Zygmund con valores en H si

o T': Ly(R") — Lyo(R";’H) esta acotado.

e Existe un niicleo estandar k : R” x R" \ A — H tal que
Tf(e) = [ k) f0)dy

para toda f € Ly(R™) con soporte compacto y todo x ¢ supp f.

Cerramos esta seccidn con los ejemplos candnicos en el caso escalar H = C:

a) La transformada de Hilbert es el ejemplo por excelencia de operador de Cal-
derén-Zygmund, pues guarda una intima conexién con el problema clasico de
la convergencia de series de Fourier y sirvié como prototipo para desarrollar la
teoria. Sea W) la distribucién (ejercicio) en S dada por

_ 1y @) o L[ o)
<Wo,¢>—7rlli%/€g|x§ . d$+7r/|m|>1 , da.

La transformada de Hilbert de f € Sg se define como
H () = (Wi * f)(x) = lim Hf (x)
donde H.f denota la transformada de Hilbert truncada a altura ¢

o= [ Tl [
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Noétese que la integral fR @dy no converge absolutamente pero se define
como limite de integrales absolutamente convergentes. Dichos limites se [laman
integrales de valor principal y eso nos permite introducir la siguiente terminologia

l v.p. M d

™ RT—Y

Hf(x) =
Podemos calcular Wg como sigue

Wod) = Wod) = 21im [ 3%

T e—0 1=

= —hm / / _27”””5d
7T e—0 s<\£|<1 ¢ f
= —h’m/qb(x) / e~ 2mizg g] dx
Te=0JR e<fgl< 3

—i d
= ll—{r(l) s o(x) [?Z /€<£|<1 sin(2mrz€) f] dx.

dg
5

Utilizando que

sin s sin s
sup ds| < oo 'y ds =,
0<a<f<oo | Ja<|s|<g S R S

se deduce (ejercicio) que

(Toud) = [ ofa)(~isgn(a)) dz = Wo(e) = ~isgn(©)
R
El teorema de inversién para la transformada de Fourier nos da

Hf(z) = (Hf)"(x) = (Wof )" (z) = HJ(€) = —isgn(€) f(£).

En particular, de acuerdo con el teorema de Plancherel se deduce inmediatamente
que la transformada de Hilbert se extiende a una isometria en Ly(R). Es ahora
sencillo comprobar (ejercicio) que la transformada de Hilbert es un operador de
Calderén-Zygmund. La extensidn natural de la transformada de Hilbert a varias
dimensiones son las transformadas de Riesz

ij(x)—cnv.p/ i B (y)dy para j=1,2,...,n
R

|z =y

La constante ¢, = F("T“)W_nTH estd elegida de modo que se tenga
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b)

La primera generalizacién de las transformadas de Hilbert y de Riesz, algo menos
ambiciosa que la definicién dada de operador de Calderén-Zygmund, consistid en
considerar valores principales de integrales de convolucién

Tf(z) = vp. / k(z — y)f(y) dy = lim k(e — ) () dy,

n e70J Ja—y|>e

donde k es una distribuciéon temperada en R™ que coincide con una funcién
localmente integrable en R™ \ {0}. Ndtese que si f tiene soporte compacto
entonces obtenemos facilmente

1fa) = [ He—y)fidy pars ¢ supp .

Por tanto, T sera de Calderén-Zygmund si el ndcleo de convolucién k —visto
como funcién localmente integrable— es un nicleo estandar y T estd acotado
en Ly(R™). Por otro lado, para la condicién de acotacién, podemos utilizar el
teorema de Plancherel y observar que

—~ -~

Tf(€) = k() (€).

De este modo, obtenemos la equivalencia
T : Ly(R") — Lo(R") acotado <k € Loo(R™).
Nétese que sélo hemos justificado una implicacién, pruébese la otral

Nuestra discusion en el apartado anterior nos puede conducir a pensar que todo
operador de Calderén-Zygmund escalar (i.e. tomando H = C para el espacio de
Hilbert) es de la forma

Tf(z) = vp. / k(e 9)(y) dy = 1im k(o) f () dy,

n 70 Jja—y|>e

para cierto nicleo estandar k, lo que no es cierto. De la hipdtesis para el tamaino
del nicleo |k(z,y)| < 1/|x — y|™, se deduce que las correspondientes integrales
truncadas

i@ = [ ks

tienen sentido para funciones f de la clase de Schwartz. No obstante, el limite
de T.f puede no existir o puede ser distinto de T'f. De hecho, se tiene que si
dos operadores 17 y T de Calderén-Zygmund tienen asociado el mismo ntcleo
entonces se diferencian en un operador de multiplicacién puntual. Esto lo dejamos
como ejercicio al final del capitulo.
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2.4 Desigualdades L, para operadores de Calderén-Zygmund

En esta seccién obtenemos resultados andlogos a los Teoremas 1.13 y 1.15 para
operadores de Calderén-Zygmund. Necesitaremos la siguiente terminologia. El tamano
de un cubo @ en R™ se define como la longitud ¢(()) de su lado. Dado 0 > 1, el

padre J-concéntrico de () es el (nico cubo () concéntrico con el cubo () con
0(0Q) = 64(Q). Comenzamos por la desigualdad de tipo débil (1,1).

Teorema 2.7 Sea
1f(a) = [ Ko.)fw)dy para ¢ supp

un operador de Calderon-Zygmund con valores en 'H para cierto espacio de Hilbert H y
cierto niicleo estandar k : R" x R"\ A — 'H. Entonces, dada una funcion f € L,(R")
se tiene que

sup A |({w € " [T/ (@)l > A}| £ I

Demostracion. Fijado A > 0, escribimos como antes 2, = {Mf > A} para denotar
al conjunto de nivel A de la funcién maximal de Hardy-Littlewood M f. Si consideramos
la particién €2 = Uj Q; en cubos didadicos maximales, definimos

J

como la unién de los respectivos padres 2-concéntricos. Asumiremos por sencillez que
H es separable, de manera que podemos fijar una base ortonormal numerable (;;)m>1
de H. Sikp,(x,y) = (um, k(x,y)), denotaremos por T,,,f al operador asociado al niicleo
k.. Es sencillo comprobar (ejercicio) que dicho operador es de Calderén-Zygmund con
constantes uniformemente controladas en m > 1. Entonces tenemos que acotar la

cantidad .
A=alzer | (S |masf) > 2}
m=1
con constantes independientes de A > (. La desigualdad quasi-triangular proporciona
A< ){(Z \Tmﬂ?)éxw\@ - )\H + [ = Ay + Ay
m=1

La estimacién de A, es inmediata pues

A, < )\Zj 12Q;] = 2" S (I,
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debido a la desigualdad maximal de Hardy-Littlewood. Para acotar A; utilizaremos
la descomposicion de Calderén-Zygmund de f = g, + by a altura A. De ese modo
obtenemos la estimacién

= A2 = A2
Al S A ‘{ Z ’ng)\|2XRn\§)‘ > ?} + A ‘{ Z |Tmb)\|2XRn\§)\ > ?} = A9+Ab.
m=1 m=1

La desigualdad de Chebychev nos proporciona

2 — 2 1 .
Ay < 5 mzzj/R (Togr(@)]" dz = STl gy < 5 l9alls < 271511

donde hemos utilizado la acotacién de T : Ly(R") — Lo(R";H) que se asume en
la definicion de operador de Calderén-Zygmund y las estimaciones obtenidas para la
parte buena de la descomposicién de Calderén-Zygmund. Para estimar el término A,
lo escribimos como

A = A H(i |TmbA}2an\@A>; > %}

y utilizamos nuevamente la desigualdad de Chebychev

A, < V2 Oo/km,b %) d
b < s <m§:| ) (z,9) ba(y) y\) T

1
< Joa( d2)2d — B,
N;/RR\QQJ Z\/ w2, y)ba(y) dy|” )" da b

m=1
donde la dltima desigualdad es consecuencia de que by, esta soportada en 2, = Uj Q;.
Por otro lado, si escribimos c; para referirnos al centro del cubo (); y puesto que

fQj ba(y) dy = fQ fQ dy = 0, deducimos que
1
By, = / / km(z,c;)) b (y)dy2 *drx
b Zj:R”\wj mzl‘ D)) )

Aplicando la desigualdad integral de Minkowski y la suavidad del nicleo

o< X[ (S ) bl )y
= S [ (L Mk =kl iz) iy
; [/Rn\mj %dﬂ [ o 102 (y)] dy}
> [ iy < 2151 .

A

N
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Recordamos la notacidn
! / (y) dy
9Q=7~1 9 .
“7 Rl Jg

Teorema 2.8 Sea
1f(a) = [ Ko.)fw)dy para ¢ supp

un operador de Calderon-Zygmund con valores en 'H para cierto espacio de Hilbert H y
cierto niicleo estandar k : R" x R"\ A — ‘H. Entonces, dada f € L..(R"™), obtenemos
la siguiente desigualdad L., — BMO

1 2
o (g7 | 1) = Tl ) < 11

Q@ cubo

Dado 1 < p < o0, se deduce por interpolacion que

1

( / |7t @) dz)” < e 111

Si T es una isometria Lo(R") — Ly(R™; H), obtenemos ||Tf||L,®rw) ~ec, || f]p-

Demostracién. Para estimar una norma BMO, es habitual reemplazar los promedios
fo por ciertos vectores ay € H mads convenientes para nuestros propdsitos. Esto es
posible gracias a la siguiente desigualdad

sup <|7;|/QH9($)_9QHjidx>é <2 sup inf (ﬁ/QHg(x)—aQHidxy.

Q@ cubo Q cubo @Q €H

La demostracion es muy sencilla puesto que

(@%/QHQ(%)_QQHidxf < <ﬁ/¢2”g(w)_0@“idm>;+H04Q—gQ||H

y el segundo término de la derecha se puede estimar por Jensen

loa = sl = g7 | 962) o], < (i [ llot - ollfar)

Combinando estas desigualdades, tomando infimos en g y luego supremos en ()
obtenemos finalmente la desigualdad buscada. Por otro lado, como ya hicimos en la
prueba del Teorema 2.7, fijada una base ortonormal (u,)m,>1 de H, definimos los
ntcleos escalares

km(z,y) = (tm, k(z,y))
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y los operadores de Calderén-Zygmund T,,f asociados a dichos nucleos. Esto nos
permite definir los a adecuados en términos de sus coeficientes ag,, = (Um, ag)
respecto de la base dada. Tomamos asi

ag = mi AQuntin = mfj [ | (L e s d)

Hasta ahora, hemos demostrado que tenemos

sup (ﬁ/ HTf(a:)—TfQHi{dyc)é

Q@ cubo
1
TF( 2 d )2
QSEEO ‘Q’/H f(z aQ“H €

1
_ — T f ) — m2d>2.
;|@|/Q’ f@) = agm|" dv

Por tanto, debemos estimar las diferencias 7,,f(x) — ag.m para z € Q)

Tmf(l’) —aQm = fXQQ

! |Q|//Rn\2Q m(,y) = km(2,9)) f(y) dy dz
= Apif(2) + Apaf ().

Para A1 f =) Anif ® Uy, tenemos

1 2 3 1 9 i
(g1 L Ims@lia)’ = (i [ I170a) @)
L | Fxzoll
r 2 n; ’S T AT SJ 00
g el S =5 S I

Para Aof = Anaf ® uy,, tenemos
1 3
(g1 L I @l ae)” < sup[nosl,

B ilelg Hﬁ/ /"\QQ (k(w,y) — k(2 9)) f(y) ddeHH

(] 3| [, ) k)i a] )

z,2€Q

NI

IN
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Por tanto, con la ayuda de la desigualdad integral de Minkowski, deducimos

(161 [ Wmesl o)’

> 1
< (2, y) — (2, d 2\ 2 N
= $?36%<;[AH\QQ’ (2.) = k()| dw]*) " 111
< [ e b g) — (s 2 %d N
- f,lt%-/m\w<;| (0:9) = k(=) ") "y 151
< s | / [k(e,9) = (e, 9) e dy) 1171
QT,ZEQ- Rn\QQ
- “Qy
= o /Mm o W] 1 S 01

Combinando las estimaciones hasta ahora, obtenemos inmediatamente la desigualdad
Lo — BMO anunciada. Para probar la estimacién L, por arriba, procedemos por
interpolacién. Efectivamente, el Teorema 2.7 junto con la desigualdad L., — BMO
probada, nos aseguran que

T: feLiR") — Y Tuf @ty € LR H),

m=1

T:f€Lo(®) — Y Tuf®u, € BMOR"H),

m=1

son operadores acotados. Por otro lado, la acotacidn de T': Ly(R™) — Lo(R"™;'H) se
tiene por hipdtesis ya que asumimos que T es de Calderén-Zygmund. Por tanto, la
acotacién L, para 1 < p < 2 se sigue del teorema de interpolacién de Marcinkiewicz
mientras que para 2 < p < oo se obtiene del método de interpolaciéon compleja, que
nos asegura que [BMO, L]s/, = L,. El lector interesado puede acudir al Capitulo 6 de
[15]. Para concluir, nos queda ver la equivalencia de normas || f||, ~c, |7 f|lL,®"»)
bajo la condicién adicional de que 7" es una isometria en L. No obstante, esto se sigue
por un argumento de dualidad. Efectivamente, la identidad de polarizacién nos da

1, = s (T1,Tg) ST, ey |

lgll,,r <1

Observacién 2.9 Cabe destacar la indudable analogia entre las desigualdades L, de
martingalas de los Teoremas 1.13/1.15 y las desigualdades L, para operadores de
Calderén-Zygmund en los Teoremas 2.7/2.8. Asi, la acotacién T' : Ly — Lo(H) se
corresponde con la condicién sup, > |&m|? S 1, los operadores T, asociados a
km = (um, k(z,y)) se corresponden con T, f = >, Eemdf, etc... Este fendmeno se
repetird en el Capitulo 3, cuando estudiemos los semigrupos de difusidn.
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2.5 Ejemplos propios de la teoria clasica

En esta seccidn analizaremos algunas de las desigualdades cldsicas de la teoria de
Calderén-Zygmund que se siguen de los Teoremas 2.7 y 2.8. Mas alld de una mera
enumeracién de desigualdades, nuestro objetivo sera relacionarlas en la medida de lo
posible con las desigualdades L,, de martingalas probadas en el Capitulo 1.

a) Operadores de Calderén-Zygmund escalares. Si H = C, los operadores
de Calderén-Zygmund son moralmente el contrapunto de las transformadas de
martingalas. Comenzamos justificando este punto de vista mostrando que toda
transformada de martingalas en R™ respecto de la filtracion diddica es casi de
Calderon-Zygmund

Tf(x) = > Mdfil(x)

kEZ
= D MY (fo— fa)xel(@)
keZ Qe

S DD ITCIC XUy 1)y,

" kez QEeQy |Q’

J/

kz.y)

incluso si z € suppf. El nicleo k(z,y) es ‘casi’ estandar. Es un ejercicio muy
interesante analizar el porqué de esta afirmacién. Otra forma de evidenciar las
similitudes entre operadores de Calderén-Zygmund escalares y transformadas de
martingalas es considerar multiplicadores de Fourier en T. Asi es, ya hemos
destacado la importancia de los valores principales de integrales de convolucién
como prototipos de operadores de Calderén-Zygmund. Dichos operadores son de
la forma T'f = k * f para cierta distribucién temperada k que coincide con una
funcién localmente integrable en R™\ {0}. También se llaman multiplicadores de
Fourier puesto que al otro lado de la transformada de Fourier la convolucién se
transforma en un producto puntual. En el caso del toro T obtenemos una versién
discretizada de la misma idea. Efectivamente, en este caso los multiplicadores de
Fourier son de la forma

17(0) = S M F0)e?™ = [ bw =)0y con Flm) = .

T
ne”L

Las similitudes son ahora evidentes. Una transformada de martingalas reemplaza

la descomposicién ortogonal f — (f(n)e?™™) del sistema trigonométrico por la

descomposicién en diferencia de martingalas f +— (df,,). Nétese que la condicién

necesaria y suficiente de acotacién L, es sup,, |\,| < 0o en ambos casos.
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b) Integrales de Poisson. Sea

?:{(x,t)|$€R”yt>O}.

Si pensamos en R" como la frontera de R podemos plantear el correspondiente
problema de Dirichlet. Es decir, dada una funcién f : R® — C se trata de
encontrar una funcién arménica u(x,t) en R cuyos valores frontera en R"
coinciden con f(x). En otras palabras, se tiene

U = 0%
:w‘i‘ @:0 y u(z,0) = f(z)
k=1 'k

Au
donde la funcién u(-,0) se interpreta como cierto limite de las funciones u(-, t)
cuando ¢ — 0%, La solucién a dicho problema es explicita cuando f € Ly(R") y
viene dada por la férmula

ula,t) = | f(&e e g,

R"

Efectivamente, la integrabilidad L, de funida al rapido decaimiento de e~27¢lt

para t > 0 hacen que podamos calcular Au derivando bajo el signo integral y
entonces usamos que e 2™#8 27t o5 armdnica para cada & € R”. Por otro
lado, se tiene que u(-,t) — f en Ly(IR™) debido al teorema de Plancherel. Dicha
solucién del problema se puede escribir utilizando el nicleo de Poisson

ki(x) = / e~ 2l e=2mi@Y) gy para t > 0.
Entonces es claro que

u(e.t) = Pf(@) = [ e~ 9) ) dy = o x fla).
En lo que sigue nos referiremos a P;f para t > 0 como las integrales de Poisson
de f. Por otro lado, es inmediato comprobar que k;, 1+, = ki, * k;, utilizando la
transformada de Fourier. Por consiguiente deducimos que

Pt1+t2f(37) = P, o P, f(x),

lo que quiere decir que la familia (P;);>o forma un semigrupo uniparamétrico
de operadores. De hecho, se trata del ejemplo candnico de una estructura sobre
la que desarrollaremos la teoria en el Capitulo 3. Una de las ideas principales
es que muchos semigrupos como este se pueden interpretar convenientemente
como martingalas inversas en tiempo continuo. Aunque aqui no daremos mds
detalles, nétese que se tiene P;f — f cuando ¢ — 0" en la norma L.
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c)

d)

Se puede consultar en casi cualquier texto de andlisis armdnico que

t
n+1

(> + %)=

1 n+1
donde cn:F<n+ )71'_%.

2

ki(x) = cp

La funcién g de Littlewood-Paley. Sean

s = ([ O o 'tar),

st = ([T Ivnsela)’,

donde |Vh(z)|* = >, 105, h[*(2). La funcién g de Littlewood-Paley es

Sf(z) = ([Slﬂz(m) + [ng]Q(:c)>§.
Supongamos que existen operadores A; : Ly(R"™) — Lyo(R™;H,;) tales que:

o [[Sifllp = 1A fll L, @nimy)-
o S;: Ly(R") — Ly(R™;'H;) son isometrias.

e S; son operadores de Calderén-Zygmund con valores en H;.

La segunda propiedad es cierta, véase el Ejercicio 8 de este capitulo. La tercera
no, pero podemos escribir S; como limite de operadores de Calderén-Zygmund
con valores en H;, véase [67] paginas 83-85. En tal caso el Teorema 2.8 nos
asegura que existe una constante ¢, ~ p?/(p—1) tal que se tienen las siguientes
equivalencias

1Fllp ~ey (IS Fllp-

Notese que esta equivalencia de normas representa el anadlogo en este contexto de
las desigualdades de Burkholder-Gundy para la funcién cuadrado de martingalas
Sf introducida en el Capitulo 1. Esto es especialmente claro en el caso de la
funcién cuadrado S; f. Efectivamente, si aceptamos que P, f se puede interpretar
como una martingala inversa en tiempo continuo, las diferencias estardn dadas
por las derivadas de dicha funcién respecto de t > 0. Como veremos en el
Capitulo 3, la medida du(t) = tdt es la correcta en el caso continuo.

Descomposicion diadica de Littlewood-Paley. Hasta ahora hemos dado con
contrapuntos de las desigualdades L,, para transformadas de martingalas y de las
desigualdades de Burkholder-Gundy. Ambas desigualdades son casos particulares
del Teorema 1.15. Es por tanto interesante preguntarse por una desigualdad L,
para operadores de Calderén-Zygmund que se relacione con el Teorema 1.15 en
su forma mds general. Consideramos los multiplicadores de Fourier

~

M (€) = xa, (©)F(©) con Ay ={eeR| 2 < g <241},



42 Teorfa de Littlewood-Paley

Una aplicacién inmediata del Teorema 2.8 es la desigualdad

(2:|Mkf|2)é )

keZ

£l ~e,

La demostracién consiste en aproximar los multiplicadores xa, por funciones
suaves U (£) = 1o(27%¢). En tal caso, los operadores resultantes resultan ser
de Calderén-Zygmund y el Teorema 2.8 hace el resto. Mas concretamente, si
M, denota el correspondiente multiplicador de Fourier suavizado, obtenemos la
desigualdad deseada facilmente a partir de

| (> s '2)5“,3 <ol £y
kEZ

Para mas detalles véase el Capitulo 8 de [15]. Ya sabemos que los operadores
de Calderén-Zygmund M, representan transformadas de martingalas. Asi, la
desigualdad probada representa a una funcién cuadrado de transformadas de
martingalas, el prototipo de operador considerado en el Teorema 1.15. Nétese no
obstante que esto es sélo un ejemplo. Efectivamente, a diferencia de lo que ocurre
en el Teorema 1.15, las desigualdades consideradas en los apartados anteriores
no se siguen en absoluto de aqui como casos particulares.

Observacion 2.10 Las técnicas desarrolladas aqui se utilizan entre otras cosas para
dar condiciones suficientes de acotacién L,, de multiplicadores de Fourier. Ejemplo de
ello son los teoremas del multiplicador de Hormander y Marcinkiewicz. El lector
puede acudir por ejemplo al Capitulo 8 de [15] para mas informacién.

Hasta ahora hemos visto que existe cierta relacién entre las construcciones con
martingalas y con operadores de Calderén-Zygmund. En el préximo capitulo veremos
cémo construcciones tales como la funcién maximal o la funcién cuadrado también
encuentran un marco en el contexto de los semigrupos de operadores y satisfacen
desigualdades L, similares.

2.6 Ejercicios

1. SiT es un OCZ de convolucién con niicleo k, entonces ke Lo (R™).
2. Dar un ejemplo de operador asociado a un niicleo estandar y no acotado en Ls(R).

3. Sean T} y Ty dos operadores de Calderén-Zygmund asociados al mismo niicleo.
Entonces se diferencian en un multiplicador puntual f — ~f para cierta v € L (R").
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. Probar la desigualdad de Cotlar y la acotacion del maximal T en dimension n.
. Escribir la descomposicion de Calderén-Zygmund como diferencias de martingala.

. Escribir la descomposicion de Gundy para la filtracion diddica en R™ y compararlas.

~N o g b

. Analizar si se dan las propiedades de niicleo estandar para

k(xz,y) = Z)\k Z XQ(x)<XQ<y) — Xé(y)) con sup || < 0.

keZ Qe ‘Q’ ‘Q| keZ

8. La funcién g de Littlewood-Paley.

a) Demostrar que si f € Lo(R™), entonces

© aapif(x) = /n —27T|§|f(f)e—%lf\te—zmx,g) de,

Ik
@)
Rn

S| o= [ srlepIfe pe e ag
ot ~ Jgn '
b) Sea Hy = Ly(R,,tdt) y Ay : Ly(R™) — Lo(R™;H;) con

A f(z,t) = 2% (x) = 28—]? x f(z).

Utilizar @) para ver que A, es una isometria y deducir || f||2 = 2|51 f]|2.

c) Los mismos argumentos sirven para Sy. Identificar Hy y Ao en este caso.

Trabajos propuestos para final de curso:

A) Quasi-ortogonalidad y el teorema T'b.
B) La desigualdad maximal de Fefferman-Stein.

C) Integrales singulares con medidas no doblantes.
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Semigrupos simétricos de difusion

La potencia de funciones maximales y funciones cuadrado en andlisis armdnico se
ha justificado ampliamente hasta ahora, tanto para martingalas como en anélisis de
Fourier euclideo. Nos centramos ahora en extender dichos resultados a los semigrupos
de operadores, que ya han aparecido indirectamente en estas notas. El libro de Stein
[66] es una referencia excelente.

3.1 Semigrupos de operadores

Dado (2, %, 1) un espacio de medida o-finito, sea (7});>¢ una familia de operadores
que llevan funciones Y-medibles en funciones >-medibles. Diremos que dicha familia
es un semigrupo simétrico de difusion si se satisfacen las condiciones habituales de
semigrupo de operadores

® TO = ’Ld,
L4 ﬂ1+t2 - El o Egy
o fely(Y)=T,f € La(Q)y yr%th = f en norma Lo,
y las siguientes propiedades adicionales:
1. Contractividad: ||T; f|[, < |/ f[|, para 1 < p < occ.
2. Simetria: (T,f, g>L2(Q) = (/, Ttg>L2(Q) para f,g € Lo(Q).
3. Positividad: 7} f > 0 para toda funcién >-medible f: Q — R,.
4. Conservacion: T;(1g) = 1q, donde 1q denota la funcién constante 1 en €.

La definicién que hemos considerado implica en particular que el semigrupo (73):>0 €s
un semigrupo C; contractivo en L({2). Es decir, se dan las siguientes propiedades

45
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® Tg :Zd,

E1+t2 - E1 o 7—;521
ITifll2 < (112,

e Tt f es continua en t respecto de la métrica Ly para toda f € Ly(€2).

Efectivamente, tenemos

|Tesef = T, = | T(TS = A, < 1T = fll, = 0

y de forma similar usamos T, .f — T;f = T,_.(f — T.f). Los semigrupos Cy estdn
muy estudiados en la literatura, véase por ejemplo [21, 44]. Para tales semigrupos se
puede definir el generador infinitesimal del semigrupo por la relacién
Lf-f _d
Af =lim — = —T, en sentido Ls.
f (50 n dt tf|t:0 2
Esta nocidén se apoya en una observacién elemental. A saber, la ley de semigrupo
Tiy11, = Ty, o Ty, nos dice que el semigrupo transforma (como funcién de ¢t > 0)
sumas en productos. En el contexto de las funciones estariamos hablando de funciones
exponenciales, en el contexto de los operadores se tiene formalmente la identidad
T; = exp(tA). Para justificar esta afirmacién, observamos (ejercicio) que u(t) = T} f
resuelve formalmente el problema de valores iniciales
du(t
WO _ autt) . w0 =1
dt
Esto nos indica que la relacién T; = exp(tA) es al menos razonable. No obstante, el
generador infinitesimal presenta dos problemas que impiden llegar a esa conclusién de
forma automatica. En primer lugar, A es un operador lineal cuyo dominio es
T f —
dom(A) = {f € Ly(Q) | %lm#

0

c LQ(Q)}.

Si dicho dominio no es denso en L,(f2), la identidad 73 = exp(tA) no es demasiado
atil! En segundo lugar, el operador A es en general no acotado, por lo que la definicién
habitual exp(tA) = >, ., " A" /n! no es una buena manera de definir exp(tA). Estas
cuestiones son clasicas y su solucién se puede encontrar en cualquier texto sobre el
tema. Nosotros nos limitamos a enunciar los resultados que dan respuestas a nuestras
preguntas. Demostraciones detalladas aparecen en [21].

Proposicion 3.1 Si A € B(Ly(f2)), entonces

T = {Tt = exp(tA) = i A

n=0

|t>0}

n!
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es un semigrupo Cy con generador infinitesimal A y tal que ||T; — id||(r,) — 0
cuando t — 0. Reciprocamente, si T = (1};):>0 es un semigrupo C que satisface
| 7% — id||B(Lo()) — O cuando t — 0T, entonces el generador infinitesimal A es un
operador acotado en Ly({2) y se tiene que T; = exp(tA) = > - t"A"/nl.

Este resultado caracteriza los semigrupos con generador infinitesimal acotado bajo
la condicién ||T; —id||5(L,(2)) — 0. No obstante, dicha condicién es demasiado exigente
y por ello los semigrupos interesantes tendran casi siempre un generador no acotado
en L(2). En ese caso, podemos decir los siguiente.

Proposicion 3.2 Si T = (1) es un semigrupo Cy contractivo y A es su generador
infinitesimal, entonces A es un operador cerrado y densamente definido en Ly(€2). Es
decir, el dominio de A es denso en L4 (S2). Esto se aplica en particular a todo semigrupo
simétrico de difusion.

Observacion 3.3 Este resultado se sigue de una caracterizacién de los generadores
de semigrupos Cy contractivos conocida como el Teorema de Hille-Yosida, véase [21]
para mas informacion. Puesto que A no es acotado en general, la definicién que se
utiliza de exp(tA) para obtener T, = exp(tA) en la demostracién del Teorema de
Hille-Yosida es por aproximacién de operadores acotados A = limy A,

Un operador lineal A : H — H en un espacio de Hilbert H se llama positivo si
(Au,u)y > 0 para todo u € H. Nétese que esto no guarda relacién con la nocién
de positividad utilizada en la definicién de semigrupo de difusién! Cuando H es finito
dimensional, podemos escribir A como una matriz respecto de una base ortonormal de
‘H dada. Todo operador positivo diagonaliza con autovalores positivos y asi podemos
escribir A = UDU™ para cierta matriz unitaria U de cambio de base y cierta matriz
diagonal D. Eso nos permite definir la raiz cuadrada Az = UD2U*, que sigue siendo
un operador positivo. El lector deberia poder justificar todas estas afirmaciones. La
operacion de tomar raices cuadradas es igualmente factible cuando ‘H es de dimensidn
infinita, como ya sabrd el lector familiarizado con la teoria espectral. Un exposicién
excelente se puede encontrar en el texto de Folland [19].

Nétese que si A es el generador infinitesimal de un semigrupo simétrico de difusion
(T%)¢>0, entonces —A es siempre un operador positivo en Ly(€2). Efectivamente, por
simetria y contractividad tenemos

1
ALy = i (L D) ey = o))
1
= LD%Z<<Tt/2f7Tt/2f>L2(Q)_<fvf>L2(Q)> < 0
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El hecho de que —A sea un operador positivo en un espacio de Hilbert, nos permite
considerar su raiz cuadrada v/—A y construir el semigrupo subordinado de (7}):>
formalmente definido como

P, = exp(—tv/—A).

De hecho, utilizando la férmula de subordinacion

1 /OO e 2
-8 _ —B%/4u g
e’ = e u,
VT lo Vu
podemos escribir P, f como sigue

1 e
Pf=— — T du.
tf \/EA \/a t/4uf Uu

El semigrupo subordinado (P;);>o es un semigrupo simétrico de difusién, lo dejamos
como ejercicio al final del capitulo. Ademas, se tiene que la funcién u(t) = P, f resuelve
formalmente el problema de valores iniciales

d*u(t)

72 + Au(t) =0 , u(0)=f.

Analizamos ahora los ejemplos mas notables de semigrupos simétricos de difusion.

a) El semigrupo del calor en R" se define como

1
(4rt)z

Tf(x) = | e ) dy =« g (o).

Para ver que se trata de un semigrupo simétrico de difusiéon tomamos

pla) = FRIUmE y aue) = (/i)

Puesto que ¢ es integrable con integral 1y k(x) = ¢ 4(z), se tiene que el
ntcleo del calor k; es una aproximacién de la identidad. De ahi se deduce que
la extensién T, = id tiene sentido y que T;f — f cuando ¢ — 0% en norma
Lo. Las propiedades de contractividad, simetria, positividad y conservacién son
elementales y las dejamos como ejercicio. Nos queda por tanto ver que se cumple
la ley de semigrupo. Para ello utilizamos que ¥ (x) = e~ "= es invariante por la
transformada de Fourier, de donde

~

Ri(€) = e IR o T () = R (©)R () F(6)
= Tt1+t2f(x) = kh * th * f(l’) = El o thf(x)

Para obtener el generador infinitesimal del semigrupo del calor, necesitamos el
limite de (7;f — f)/t cuando t — 0 en sentido L,. Utilizamos la transformada de
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b)

Fourier y el teorema de inversién para obtener que dicho limite es exactamente
la transformada de Fourier inversa del limite

-~ -~

g IO TO _ g (B0 7

t—0 t t—0
) e—47r2t\§|2 — 1\ ~ oy
= lim (————) (&) = —ax*l¢]* Fl©).
5}7 ~

Utilizando que (&) = 2mi&, f(§) para f suave, obtenemos en seguida que

I

—4m?|e]? F(€) = AF(€),

de manera que el generador infinitesimal del semigrupo del calor resulta ser el
Laplaciano. Nétese que , como era de esperar, obtenemos un operador no acotado
y densamente definido en Ly(R™). Ademads, ahora esta claro por qué se le llama
el semigrupo del calor, pues u(t) = T;f resuelve formalmente la ecuacién que
rige la difusidén del calor con condiciones iniciales dadas por f

ou
E—Au . u(0) = f.

Para otras formas no euclideas del semigrupo del calor, véase [66].
El semigrupo de Poisson en R" se define como

t
P = [ W) dy = o 1),

donde ¢, = F(”TH)W_TLTH. Como ya explicamos en el Capitulo 2, el nicleo de
Poisson k; es la transformada de Fourier de la funcién exp(—27| - |t). De hecho
al ser una funcién simétrica respecto del origen, coincide con la transformada del
nucleo k;. Argumentando como para el semigrupo del calor se puede comprobar
directamente que se trata de un semigrupo simétrico de difusién. De hecho, el
semigrupo de Poisson es exactamente el subordinado del semigrupo del calor y
deducimos por tanto que el generador infinitesimal del semigrupo de Poisson es
v/—A. Nétese que —A es un operador positivo como predice la teorfa, algo que
se puede comprobar integrando por partes. Ademas, siguiendo de nuevo la teoria
general, sabemos que u(t) = P, f resuelve formalmente el problema de Dirichlet
como ya observamos en el Capitulo 2

0%u N " 0% B
ot? or:
=1

0 , wu(0)=f.
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Por otro lado, en dimensién 1 el generador del semigrupo del calor es A = d?/dz?
de donde se podria pensar que su raiz cuadrada es d/dx. Esto nos llevaria a que

d
V—A=1i—,
dx

pero dicha afirmacién es falsa. Efectivamente, aunque es cierto que

2
(i) ° (i) = =35

dx dx dz?
el operador id/dx no es positivo y nosotros buscamos la dnica raiz positiva del
operador positivo —d?/dz?. La comparacién con la aritmética de los niimeros
complejos es evidente. Otra forma quizds mas ilustrativa de verlo es la siguiente.
Al otro lado de la transformada de Fourier, el operador —dQ/da:2 se convierte en
el multiplicador R R

(&) = 4m?IE £(€)-
Por consiguiente, su raiz cuadrada positiva a este lado de la transformada de
Fourier (utilicese el teorema de Plancherel) es el operador f(&) — 2m|€| f(§)
mientras que d/dx se asocia al multiplicador 27i{, de donde id/dx es al otro
lado de la transformada de Fourier

J(€) = —2€ f(©).
El lector interesado puede acudir a [21, 66] para mas informacién.

c) Mas ejemplos se pueden encontrar en el Capitulo 11l del texto de Stein [66)].

3.2 Analiticidad del semigrupo

Antes de introducir funciones maximales y cuadrado, necesitamos relacionar los
semigrupos simétricos de difusién con ciertas martingalas asociadas. Puesto que las
martingalas apareceran en tiempo discreto y el semigrupo se define sobre un parametro
continuo, tendremos que discretizar nuestros semigrupos. Ello precisa un resultado de
continuidad que se deduce de la analiticidad del semigrupo. Aunque se tiene analiticidad
en L,(€2), sélo probaremos analiticidad en L(£2) que es mucho mas sencilla y lo
combinaremos con la densidad de L(€2) N L,(€2) en L,(2). Dado un abierto I' C C,
una funcién ¢ : I' — Ly(Q) se dice analitica si para toda g € Ly(f2) se tiene que la
funcién z € I' — [, gp(2) dpu € C es analitica en T.

Teorema 3.4 Dada f € L(X2), la funcion
teRy = Tif € Ly(Q)

tiene una continuacion analitica t 4 it — Ty, sobre el sector |arg(t + iT)| < w/2.
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Demostracion. Si 2 es un espacio de medida atémico finito, se tiene que Ly(€2) es
finito-dimensional, digamos dim L,(£2) = n. En tal caso, T} se puede escribir como
una matriz n X n respecto de la base candnica de ¢5(n). Sea fi, fo,..., fn una base
ortonormal del ¢3(n) formada por autofunciones de 77. Si T1f; = \;f;, entonces
obtenemos por simetria

N o= N5 = (Tt fi) = (Tyafy, Toefs) >0

para j = 1,2,...,n. Sea e; la proyeccién ortogonal sobre el subespacio unidimensional
generado por f;. Puesto que las autofunciones son ortogonales 2 a 2, esto nos permite
escribir Ty f = 3, Aje;(f). Utilizando la ley de semigrupo es sencillo ver (ejercicio)
que

Lf =Y Nes(f)

para todo t € Q. Por aproximacién, lo mismo ocurre para todo ¢ > 0. En el caso
general para (€2, X, 1) cualquier espacio de medida o-finito se obtiene una expresién
similar para T;f. Efectivamente, el teorema espectral nos asegura que todo operador
auto-adjunto A : H — H en un espacio de Hilbert se puede escribir como

Au = / Adey(u)
R
donde de, es la diferencial de una medida que toma valores en proyecciones ortogonales
de 'H. El soporte de de) es el espectro del operador. En otras palabras, los autovalores A
de A dan lugar a proyecciones e, no nulas. Utilizando nuevamente la ley de semigrupo y
la simetria, sabemos que todos los autovalores de 77 estan en R, . Por otro lado, puesto
que T es contractivo, no existen autovalores mayores que 1. Eso nos asegura que la

medida espectral asociada a 77 estd soportada en [0, 1] y por consiguiente podemos
escribir T1 f y T, f como sigue

Tlf:/o Nex(f) y th:/o M dex(f).

La extensidn analitica esta finalmente dada por

1 .
o(2) = Tof = Tyinf = /O X dex (),

Dada g € Ly(2), se comprueba que

/Q gio(z) dp = / X (der(f).g) = / X ()

es una funcién analitica en el sector |arg(z)| < /2. Esto completa la prueba. |
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Corolario 3.5 Sea 1 < p < 0o y f € Ly(2) N L,(2). Entonces, para cada t > 0
podemos redefinir Ty f en un conjunto de medida 0 de manera que para w € {2 se tiene
que T, f(w) es una funcion analitica en la variable t > 0.

Demostracién. El Teorema 3.4 nos asegura que t — T;f se extiende a una funcién
analitica en I' = {Re(z) > 0}. Es un resultado clasico de anilisis funcional que la
definicién dada de funcién analitica ¢ : I' — Ls(2) es equivalente a que para todo
20 € B.(29) C T' podamos escribir ¢ como una serie de potencias

o(z) = Y anlz — z0)"

para z € B.(29) con ay € Ly(Q) tales que >, [Jax/la7" < oo para 0 < r < &. Por
consiguiente, dado typ € R, y 0 < & < ty/2, sabemos que T} se puede escribir como
la serie de potencias

Tf =) an(t —to)*
k=0

cuando g — 2e < t < tg+ 2 y tal que Y, ||ax|l2e" < oo. Cada ay es una clase de
equivalencia de funciones salvo conjuntos de medida 0. Escogemos un representante
que también denotaremos por ay. Para t) — ¢ < t < tg + ¢ podemos modificar T} f
en un conjunto de medida 0 de manera que se tenga T;f(w) = Y pe ax(w)(t — to)"
para todo w € . Esto tiene sentido porque sabemos que >, |ax(w)|e” < oo a.e.
w € €). Para concluir basta con recubrir R, con una familia numerable de entornos

(to — €, to + ). El resto es muy sencillo y dejamos los detalles al lector. ]

3.3 El teorema de Rota

Nuestro objetivo a continuacidn es relacionar a los semigrupos simétricos de difusién
con una martingala asociada. Puesto que hemos estudiado Unicamente martingalas en
tiempo discreto y los semigrupos dependen de un parametro continuo, lo que haremos
de momento es discretizar nuestros semigrupos. Asi, estudiaremos potencias enteras
de un operador () en L,(2) que satisface:

o

N, < [ fllp para 1 < p < o0

. <Qfa g>L2(Q) = <f7 Qg>L2(Q) para fag € LQ(Q)

3. Qf > 0 para toda funcién X-medible f: Q2 — R,.
4

N

. Q(1g) = 1g, donde 1 denota la funcidn constante 1 en Q.
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La relacién que buscamos la proporciona el Teorema de Rota, cuyo enunciado es
el siguiente.

Teorema 3.6 Dado un tal () : L,(2) — L, (), existe un espacio de medida (KAZ, 5, i)

equipado con una o-subdlgebra ¥, y con una filtracion decreciente <§n>n20: tales que
se dan las siguientes propiedades:

a) Existe un isomorfismo isométrico j : L,(Q2,X) — Lp(ﬁ7 ¥o) paral < p < 0.
b) Consideramos las esperanzas condicionadas
£ Ly(Q,5) = Ly(Q,50) y En:Ly(Q,5) = L(Q,5,).
Seam=j"0&: L,(Q %) — L,(Q,X). Entonces, dada f € L,({2)
Q*'f =moE,0j(f).

La idea de la construcién de (Q,i,ﬁ) estd basada en la teoria de procesos de
Markov y es la siguiente. Imaginemos una particula en wy € €2 en tiempo 0 que salta
en tiempo 1 a otro punto w; de acuerdo a cierta distribucién para w;. Una vez en
wy, la particula olvida haber estado en wy y salta en tiempo 2 a wy de acuerdo a una
distrubucién de probabilidad para wy que depende de wq, pero no de wy. El proceso
sigue y en tiempo n + 1 salta de w, a w,y; habiendo olvidado dénde estuvo en
los tiempos 0,1,...,n — 1. Nosotros haremos eso permitiendo que la ley que rige el
movimento de la particula esté determinado por el operador Q).

Demostracion. Puesto que un punto W € Q) deberfa describir el movimiento de
la particula, es razonable pensar que dicho elemento esté dado por las posiciones
(wo, w1, wy, . ..). Eso nos fuerza a tomar 2 = QF, mientras que X serd la o-3lgebra
generada por todos los conjuntos de la forma

S=Agx A X+ XAy X O XxQAx QX ---

donde cada A; denota un conjunto ¥-medible de (2. Estos conjuntos se llaman por
razones obvias conjuntos cilindricos. Nos queda definir la medida i y es aqui donde
toma partido el operador (). Dado S como arriba, consideramos la funcién caracteristica
X4y Y tomamos Q(x ., ). Entonces multiplicamos por x4, _, y aplicamos @) de nuevo
para obtener Q(xa,_,®Q(xay)). Continuando este proceso, damos con la funcién

X4, Q@ (xay - Q( - (Xay_, - Qxay)) )

Notese que no hacemos actuar () sobre dicha funcién. En términos del movimiento de
la particula, esto es natural porque se trata de la posicidn inicial y () rige el movimiento
de la particula. Definimos entonces

A(S) = / Yo =@t - Q0 (ans - Qxan)) - ) dp



54 Teorfa de Littlewood-Paley

Lo primero es comprobar que 1z estd bien definida sobre conjuntos cilindricos. Nétese
que (Ag X -+ X AN) X QX -y (Agx -+ X Ay X Q) X Q x - - representan al mismo
conjunto cilindrico pero su medida es aparentemente distinta. Aqui es fundamental
que Q(lg) = 1g! Por otro lado, i es claramente no negativa puesto que () envia
funciones no negativas en si mismas. Veamos ahora como extender la definicién de
[t a uniones finitas de conjuntos cilindricos. Comenzamos observando que dados dos
conjuntos cilindricos S7 y S, se tiene que S7 N Sy es cilindrico. Por tanto podemos
definir

(51U S2) = 1i(S1) + [(S2) — H(S1 N Sa).

La positividad de () nos asegura que /i es no negativa y aditiva (por definicién) sobre
uniones de dos conjuntos cilindricos. Aplicando el principio de induccién, si sabemos
que i satisface las condiciones de medida sobre uniones de n conjuntos cilindricos
definimos

n+1

ﬁ(jL:JlSj)=ﬁ(jL:JlSj)+ﬁ (L;smsnﬂ)

La no negatividad se sigue por hipdtesis de induccién, mientras que la aditividad es
clara. Iterando este argumento, deducimos que Ji es (finitamente) aditiva sobre uniones
e intersecciones finitas de conjuntos cilindricos. Se puede demostrar que /i se extiende
a una medida numerablemente aditiva en X. La demostracion es bastante técnica y la
vamos a omitir. El lector interesado puede acudir a [13].

Probabilisticamente, la definicién de i se corresponde con la interpretacién en
términos del movimiento de una particula, donde la posicién incial obedece a la ley
p(wy € A) = pu(A), mientras que una particula en la posicién w,, salta a la posicién
wy,+1 de acuerdo con la ley

ﬁ(wvb+1 € A) = Q(XA)(wn)'

Esto nos indica que debemos tomar

Yo = {onQxQx--- ‘AOEZ},

in = {QxQén-xQxS‘Sei}.

n

En otras palabras, X se corresponde con la posicion inicial y in con el movimiento de
la particula desde el instante n. Es claro que (¥,,),>0 forma una filtracién decreciente
y por tanto nos resta probar las propiedades a) y b). La propiedad a) es evidente, basta
considerar el isomorfismo

J@) = flwo) y jH9)(w) = g(w,w,...).



Semigrupos simétricos de difusién 55

Dejamos como ejercicio comprobar que j : L,(§2,3, u) — Lp(ﬁ, Y0, /1) define un
isomorfismo isométrico para 1 < p < oo. La demostracién de la propiedad b) es mas
compleja y se basa en las siguientes afirmaciones:

bl) Sea g € Lp(ﬁ), entonces

g(W) = g(wp,wy, . ..) depende sélo de w, = & (g)(W) = Q™ o j *g(wp).

b2) Sea g € Lp(ﬁ), entonces

g(W) = g(wp,wy, . ..) depende sélo de wy = E,(¢9)(W) = Q" o j 'g(w,).

La propiedad b) se deduce facilmente a partir de bl) y b2). Dada f € L,(£2), sabemos
que la funcién j(f)(w) sélo depende de wy, de donde obtenemos por la propiedad b2)
que

E.oj(f)(@) =Q"f(w,) = j ' oE,0i(f)=Q"f.
Por otro lado, puesto que E,, o j(f)(w) sélo depende de w,, bl) nos proporciona
£ 0 Epoj(f)(W) = Q" oj ™! 0By o j(f)(wo) = Q%" f(wy) = j o Q™ f(w),
de donde se deduce moE, 0 j(f) = Q*"f como queriamos. Probamos ahora b1) y b2).

Demostracion de bl). Queremos ver que
E(g) =joQ o5 g

Puesto que j o Q" o j7(g) es ¥y-medible, basta comprobar que
@ di@ = [ o e (@) dn@
S s

paracada S = AxQxQx... € Xy. Si g esuna funcién caracteristica g(0) = xpg(wy,),
el término de la izquierda es (A X Q x -+ X Q2 x B x Q x ---), donde el conjunto
B estd situado en la posicién n-ésima. La definicién de [ sobre conjuntos cilindricos
nos proporciona

ﬁ(AxQx---xQxBxQxQ---):/Q"XBd;L.
A

Es claro que el término de la derecha también se puede escribir asi. Por otro lado,
puesto que tanto el término de la derecha como el de la izquierda son lineales en g y
se portan bien tomando limites, se deduce la afirmacién.
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Demostracién de b2). Del mismo modo que en el argumento anterior, es claro que
la funcién h(w) = Q™ o 77 'g(w,) es ¥,-medible porque no depende de las variables
wq, W1, - . ., Wy_1. Por consiguiente, basta con demostrar que

/S 9(@) dAG) = / Q" 0 j ' g(w,) dA(®)

para g(w) = xp(wp) y todo conjunto cilindrico de la forma

S=0xQAx - xXAXA, X Apypg X - X Ay X Q@ x -+

n

El término de la izquierda se puede escribir como

/B Q" (xa - Qs - Q) d.
Por otro lado, el término de la derecha es
/QQn (Qn(XB)XA" . Q(XAn+1 . Q( . ))) d/’L

Finalmente, ambos términos coinciden por simetria (Qf, g) 1, = (f, Q9) L., que
no ha sido utilizada hasta ahora. Efectivamente, Q(1q) = 1o = [, Qhdu = [, hdp.
Si aplicamos esto n veces en el término de la derecha, obtenemos

/Q Q" (Q"(x8)xa, - Qxas - Q) dpt = /Q Q" (xs)hdu = /B Q" (k) dy

para h = xa, - Q(xa,., - @(---)), lo que nos proporciona el término de la izquierda. Il

3.4 El maximal ergoédico

Sea (T})¢>0 un semigrupo simétrico de difusién. Dado un € > 0 pequefio, estd claro
que el operador T, satisface las hipétesis del Teorema de Rota para (). Es mas, si
tomamos () = T, la ley de semigrupo nos asegura que Q™ = T,,.. De modo que las
discretizaciones asociadas a una malla de longitud constante ¢ de semigrupos simétricos
de difusién proporcionan familias (Q™),>o de potencias enteras de operadores bajo las
hipdtesis del Teorema de Rota. Por consiguiente, dicho resultado nos muestra cdmo
relacionar a un semigrupo simétrico de difusiéon con una martingala asociada.

El Teorema de Rota nos permite asi trabajar con funciones maximales y funciones
cuadrado asociadas a dichos semigrupos de operadores. Comenzamos definiendo la
correspondiente funcién maximal. Dado un semigrupo simétrico de difusién (73);>0, la
funcién maximal ergddica asociada se define como

My f(w) = sup T2f(w)].
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Teorema 3.7 La funcion maximal ergddica satisface
Mz flly < e llfllp para 1 <p<oc,

donde ¢, ~ p/p—1 cuandop ~ 1 op ~ oo. En particular, obtenemos el correspondiente
resultado de convergencia puntual. Mds concretamente, dado1 < p < ooy f € L,()

T,f(x) &% f(x) cuando t— OF.

Demostracion. La acotacién de la maximal es trivial en L. (2). Fijamos un entero
k > 1y definimos el operador Q = T,-x. Como ya hemos apuntado, es claro que )
satisface las cuatro condiciones impuestas por el Teorema de Rota. En particular, dada
f > 0en L,(2) deducimos que

HsupQanHp — supmok, Oj(f)‘
n>0 n>0
= |5~ (ig%SOE o j(f ) = il;}gé’o(Ean(f)) )

IN

<

&((sup Enoj(f))

n>0

sup E,0,i(F)|| < o [liA,
p n>0 P
donde la dltima desigualdad es consecuencia de la desigualdad maximal de Doob, que
sabemos que es cierta para martingalas inversas/filtraciones decrecientes. Puesto que

17 lp = [[f1lp, hemos demostrado || sup,,»o Tany2x fllp < ¢ [ fllp con ¢, ~ p/p—1
para todo 1 < p < co. Si f no es positiva, descomponemos en partes positivas y

1 ig}g |T2n/2kf\”p < ¢ || fllp-

La acotacién del maximal ergddico impone tomar limites en k. Para ello recordamos
que dada f € Ly(2) N L,(S2), podemos redefinir las T} f's en un conjunto de medida
0 de manera que para todo w € 2, T,f(w) es una funcién continua en t € R,
véase el Corolario 3.5. De ese modo podemos escoger representantes de las clases de
equivalencia T, f € L,(€) tales que

sup [Ty f(w)| = Hm sup [Ty, jor f(w)] = lim g (w).
t>0 k—oo >0 k—o00
Puesto que las ¢, 's forman una sucesién creciente de funciones positivas

IMrfl, = [|suplTef1], = Jim [ sup Tow o flll, < cpll 1

por el teorema de la convergencia monétona. Como Lo (£2) N L, (€2) es denso en L,(£2)
esto concluye la demostracién de la desigualdad maximal. Nos queda probar el resultado
de convergencia en casi todo punto cuando t — 0". El argumento de continuidad
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utilizado antes asegura que dado € > 0 se tiene T;,.f — T.f en casi todo punto
cuando t — 0. Nuestro objetivo es probar que T;f — f a.e. Comenzamos en Ly((2)
donde sabemos que T, f — f cuando ¢ — 0 en norma L,. Por tanto, dada f € Ly(2)

u{hmsup|f—th\ > A}
t—0t

= p{timsup |f - Tf + T(f = Tf) = Tl = Tof)| > A}

t—0t

IN

u{lf ~T.f| > A/2} + u{ sup I T.(f = T.f)| > A/2}
<2(1—|—02)
)

Por consiguiente, la medida de dicho conjunto es 0 y deducimos

2
||f_Te||2) ——0 cuando £ —0".

IN

u{lfﬂigp\f—ﬂf\ > 0} < Zn{liﬂggp\f—ﬂﬂ > 1/k‘} = 0.

Cuando f € L,(2) con 1 < p # 2 < oo, aproximamos la funcién f por funciones
ge € L,(Q) N Ly(§2) de manera que se tenga ||f — g:||, < €. En tal caso, el mismo
argumento que antes funciona, pues tenemos

u{lfmsup\f—ﬂfy >/\}
t—0T

= u{h’msup|f—gg+95—Ttgs_Tt(f_gs)‘ >A}

< u{}f—ga\ > A/2} +u{ sup | T3(f — ge)| > A/2}

2(1
(% If - g€]|p>p — 0 cuando ¢ — 0", n

IN

Observacion 3.8 En la definicion de semigrupo simétrico de difusién hemos impuesto
la condicién ||T;f — f||2 — 0 cuando t — 0T. No obstante, dicha propiedad se extiende
a L,(f2) para 1 < p < oo. Efectivamente, puesto que sabemos que 7;f — f en casi
todo punto para f € L,(€2), es suficiente con demostrar que

lim | 7, — fll, = [l T, f — £
lo que se sigue de la desigualdad maximal y el teorema de la convergencia dominada.

El Teorema 3.7 responde a una amplia clase de desigualdades maximales en teoria
ergddica. Uno de los resultados clasicos mas conocidos es el teorema ergddico maximal
de Dunford-Schwartz [14].
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3.5 Desigualdad de Littlewood-Paley-Stein

Cerramos este capitulo con el andlisis de la funcién cuadrado para un semigrupo
simétrico de difusién (7});>o. De acuerdo con el Corolario 3.5, dada f € Lo(€2)NL,(12)
sabemos que podemos modificar T;f en un conjunto de medida 0 de manera que
Tif(w) es diferenciable en ¢ > 0 para todo w € ). Eso nos permite definir la funcién
cuadrado de Littlewood-Paley-Stein como sigue

> 10 2 \2
Sf@)_([:tkﬁﬂﬂwwdg.
Nuestro objetivo fundamental es demostrar que

ISFllp < e[l flp

para f € L,(Q2) con 1 < p < oo. Nétese no obstante que de momento sélo hemos
definido S f para funciones de Ly(2) N L,(€2). Para extender dicha definicién a L, ()
basta observar que si probamos la citada desigualdad en Lo(£2) N L,(€2) existird una
nica extensiéon razonable por densidad. Efectivamente, la desigualdad dada se puede
reescribir en términos de la acotacion del siguiente operador lineal

0
A:feLy(Q)— Af € Ly(Q La(Ry, tdt)) con Af(w,t)= ath(w).
Por tanto, si probamos que A es un operador acotado en Lo(€2) N L,(2) existira una
tnica extension lineal de A a todo L,(2) y dada f € L,(€2) definimos la funcién
cuadrado como sigue

Sf@g::(Athxﬂw¢ﬂ2ﬁ>?

En realidad, la funcién T} f (w) es también diferenciable para toda f € L,(€2), lo que se
sigue nuevamente de la analiticidad del semigrupo en L,(€2). Esta forma alternativa de
proceder es sélo consecuencia de que no demostramos en su momento la analiticidad
de (1;):>0 en L,(2) para p # 2. Antes de probar la desigualdad buscada, necesitaremos
una desigualdad L,, para la funcién cuadrado asociada a las medias ergédicas de una
martingala (f,,)n>0. Dada f € L,(Q)y f, = E,.(f), dichas medias o, y sus diferencias
Ym €stan dadas por

m

O_mf:;ka y ’mezo_mf_o—mflf'

m+1k:0
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Lema 3.9 Dado1 <p< ooy f € L,()

[ bt )| e Wl con = /0 1)

m=1

Demostraciéon. Tenemos (ejercicio) que

k=1
con gy = 5k<mf(m+1 En particular, podemos calcular

o0

Z [ml* = Z 1) ~ 1 uniformemente en £.
m

m=k

De modo que aplicando el Teorema 1.15 deducimos las desigualdades deseadas. W

Observaciéon 3.10 Si reemplazamos en el Lema 3.9 las diferencias ~,,f de medias
ergddicas por diferencias de martingala corrientes df,,, entonces la correspondiente
desigualdad es claramente falsa. Efectivamente, si tomamos p = 2 necesitariamos ver
que

H( mldf )’ Hf(Zmlldfmll ) < (S dl)’ = 15

m=1

lo que es obviamente falso. Instamos al lector a construir un contraejemplo.

El Lema 3.9 es también vélido para martingalas inversas y convencerse de ello es un
buen ejercicio. De hecho, esto es esencial porque en el siguiente resultado necesitamos
aplicarlo para martingalas inversas. Sea () un operador bajo las hipétesis del Teorema
de Rota. Definimos entonces las correspondientes medias ergddicas y diferencias como

o =

mHZQ”“f Y A = 0nf =0 f

Lema 3.11 Dadol <p<ooy f € L,(Q)

im’%,nfﬁé <elfll, con ¢, ~p*/(p—1).
p

m=1
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Demostracién. De acuerdo con el Teorema de Rota, sabemos que Q% f = 1oE,05(f)
para cierta filtracién decreciente (3,,),>0 en cierto espacio de medida (€2, ¥, iz). Por
tanto podemos escribir

U;nf:ﬂ'oamoj(f) y V;zf:ﬂ'of)/moj(]ﬁ

donde las medias o, y sus diferencias 7, se han tomado respecto de la filtracién
decreciente proporcionada por el Teorema de Rota. Asi podemos escribir el término de
la izquierda como

I(55 )],

| > v s e
m=1

Lp(2;¢2)

Lp(Q§52)

= r @) (3 vt & o)

Puesto que m = j ! o & es la composicién de una isometria con una esperanza
condicionada en L,, se deduce que 7 : L,(€2,X) — L,(£2,X) es contractivo. Por
consiguiente, su extension hilbertiana m ® idy, también lo es y deducimos que

(S mbisr)

donde la equivalencia se sigue del Lema 3.9. Esto concluye la demostracién. |

< (G e 150 = 51

Pasamos ahora a demostrar la versiéon de la desigualdad probada en el Lema 3.11 en
el contexto de los semigrupos simétricos de difusién. Para ello necesitamos introducir
de nuevo las correspondientes medias ergddicas

1 t
M,f = —/ T.f ds.
t 0

Teorema 3.12 Dado 1 <p < ooy f € L,()
|l )

Demostraciéon. Podemos reemplazar la integral en R, por una integral en [, A] para
0 < < A < oo siempre que las constantes no dependan de §, A. En el intervalo [0, A]
sabemos que el integrando es suficientemente suave, de modo que podemos reemplazar
las integrales por sumas de Riemann y las derivadas por cocientes incrementales. Estos
cambios producen errores que tienden a 0 cuando afinamos la malla, dejamos los
detalles al lector. Escribiendo esta discretizacién, deducimos el resultado a partir del
Lema 3.11 con () = T, para € > 0 tan pequeno como queramos. [ |

» <6 Hf”p con ¢ Np2/<p —1).
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Observacion 3.13 Ademas de la estimacién para la funcién cuadrado del Teorema
3.12, las medias ergddicas M; f también satisfacen una desigualdad maximal. En efecto
tomando M, f = sup,. | M f| se tiene obviamente que M, f(w) < My f(w) para
todo w € (), de manera que la acotacién del maximal ergédico nos proporciona

M fllp < e[ £l

Nos queda finalmente demostrar la acotacién en L,(§2) de la funcién cuadrado de
Littlewood-Paley-Stein. No obstante, a la luz de la Observacién 3.10, las técnicas para
martingalas sélo son capaces de producir la desigualdad dada en el Teorema 3.12, en
donde reemplazamos el semigrupo 7T} f por sus medias ergddicas M, f. Puesto que la
demostracién involucra técnicas de integrales fraccionarias que no hemos manejado a
lo largo del curso, nos conformaremos con una idea vaga de la demostracién. Todos
los detalles se pueden encontrar en el Capitulo IV del texto [66]. La idea consiste
en definir una familia anatitica de operadores Z, que actian sobre funciones de una
variable ¢ > 0. Comenzamos definiendo

t akz
() = [ S6)ds y Tt = 5z f)

para k € N. Por otro lado, el célculo formal

L1 = [ t [ [ s dsas, = = | (b — 5" f(s)ds

nos lleva a la siguiente definicién razonable para la integral fraccionaria Z,,

1 t
Lf0) = o [ (6= 9 ) ds.
I'(a) Jo
Esta claro que dicha integral converge absolutamente para f suave cuando Re(a) > 0,
pero no tiene porqué estar definida cuando Re(a) < 0. Esto tiene sentido puesto que,
motivados por el teorema fundamental del célculo, hemos impuesto que Z_; f(t) sea
la k-ésima derivada. El siguiente resultado, que no demostraremos, es clave en lo que
sigue.

Lema 3.14 Dada f € Li(R,) infinitamente diferenciable, la funcion o — I, f que
estd originalmente definida sobre la region Re(a) > 0, tiene una extension analitica a
todo el plano complejo. Ademds se tiene que

Toypf =Zodpf y Lof =1f.
Demostracion. Véase la Seccién 3 del Capitulo 11l de [66]. |

Pasamos a la acotacién L, de la funcién cuadrado de Littlewood-Paley-Stein.
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Teorema 3.15 Dado 1 <p < ooy f € Ly(Q)

ISfllp < e 1 f1lp-

Idea de la demostracion. El método consiste en utilizar que la desigualdad es sencilla
para p = 2 e interpolar con el Teorema 3.12 para 1 < p # 2 < oo reescribiendo dicho
resultado en términos de integrales fraccionarias. Para ello introducimos las integrales
fraccionarias modificadas

t—Oé

AT f(t) = T'(a)

/ (= 8 Tfds = T, Re(a) > 0,
0

De acuerdo con el Lema 3.14, los operadores A, se pueden extender analiticamente a
todo el plano complejo v € C. Podemos escribir entonces el Teorema 3.12 como sigue

| e[ggarmsf ey’

El primer paso consiste en probar la desigualdad que corresponde a sustitur A; por A,
para Re(a) > 1. Para ello utilizaremos que Z, = Z,_1Z; de manera que se tiene la
identidad formal

< Hf”p

Ao =170 1 (tAy) = L (L (tA1)) = t Lo (t5 A1) + T Za(Ay).
Por consiguiente obtenemos

0
—A, = —at™ T (¢
ot ° (

0

0 0
—A1> —at™ " T (— o

0
— N+t (¢ o o

ot

Entonces no es complicado demostrar que

I el aeraf )],

para 1 < p < ooy Re(a) > 1. Ahora observamos que la desigualdad que pretendemos
probar es precisamente la que acabamos de enunciar con @ = 0 pues en tal caso se
tiene que AgT f(t) = T, f. La idea final consiste en comprobar que la desigualdad es
cierta en todo el plano complejo cuando p = 2 e interpolar adecuadamente con las
desigualdades que conocemos en L,(£2), esto requiere utilizar la interpolacién de Stein
para familias analiticas de operadores y no daremos mas detalles. [ |

A+ T, ().

< cppllfllp

Si observamos los resultados obtenidos para funciones cuadrado en el contexto
de las martingalas o los operadores de Calderén-Zygmund, es natural conjeturar que
deberia existir una desigualdad reciproca a la dada en el Teorema 3.15. Este es el
contenido del siguiente resultado.
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Corolario 3.16 Sea 1 < p < oo y Il : L,(Q) — L,(Q) la proyeccion sobre el
subespacio de funciones f de L,(2) tales que T;f = f para todo t > 0. Entonces, se
tiene que

11 < e (IS A1l + 1TL1]).

Demostracion. De acuerdo con la expresion T; = exp(tA), el subespacio de funciones
invariantes por la accién del semigrupo (7}):>o es precisamente el niicleo del generador
infinitesimal A. Comenzamos demostrando la desigualdad anunciada en Lo(£2). Sea
(¢ )k>1 una base ortonormal de L,(€2), que asumimos separable por sencillez, formada
por autofunciones del generador infinitesimal A. Como —A es positivo, sabemos que
los autovalores correspondientes (\g)x>1 satisfacen A\, < 0. Dada f € Ly(€2), esto nos
asegura que

nf =3 | Fdu) v~ ;et*kﬁp(m .

de donde obtenemos

—th— > ke £y (k)

ke A #£0
Esto proporciona la identidad

Isitg = [ o [ ]

= ([T a)iRwe = § X 1RmP

k,\p#£0 k,\p£0

dp dt

Asi concluimos con la isometria

1F115 = 4IS FIIZ + [[TLF]3.
La identidad de polarizaciéon nos permite reescribir esto como
[ tadn=1 [ SySgau+ [ nffiga
Q Q Q
para f,g € Ly(€2). Dado ahora 1 <p < oo, f € Ly(2) N L,(Q) y
A={ge L@nLy@|L+L=1ygly <1},

el Teorema 3.15 nos proporciona la desigualdad

Il = sup / 17 dn

geN JQ

< 4sup/8f8_gd,u + sup/HfH_gdu
Q geA JQ

geA

< (et supmigly) (IS5, + 071, )
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Por tanto, puesto que Ly(€2) N L,(2) es denso en L,(£2), es suficiente con ver que
I, < ¢l fllp para todo 1 < p < co. Para ello observamos que lim; .o T3 f = ILf
en Lo(£2). Efectivamente, es sencillo comprobarlo expandiendo f respecto de (vx)x>1
y escribiendo 7} f como antes. En particular, existe una subsucesién T3, f que tiende a
I1f en casi todo punto y asi

[ILf| = ‘ lim Ttkf‘ < sup [Ty f| = Mrf.
k—oo t>0
Por tanto, la desigualdad maximal nos proporciona |[ILf||, < Mz f|l, < ¢, || fll,. W

Observaciéon 3.17 En contraste con los resultados para martingalas y operadores de
Calderén-Zygmund de los capitulos anteriores, nuestras estimaciones para las funciones
maximal y cuadrado sobre semigrupos simétricos de difusion no incluyen desigualdades
de tipo débil (1,1) o L..-BMO. Efectivamente, como se deduce del Teorema de Rota
nuestras desigualdades esencialmente provienen de andlogos para martingalas unidas a
la contractividad de la esperanza condicionada en L,(€2). Dicha contractividad falla en
L1 () (justifiquese con un ejemplo) y este método deja de funcionar. No obstante
existen casos donde las estimaciones débiles siguen siendo ciertas. Por ejemplo, hemos
visto en el Capitulo 2 que la funcién cuadrado de Littlewood-Paley-Stein asociada al
semigrupo de Poisson

Sf(w) = (/Ooot‘%af(w)fdtf

se puede interpretar como un operador de Calderén-Zygmund con valores en un espacio
de Hilbert, o mejor dicho como un limite de los mismos. En tales cases, los métodos
del Capitulo 2 afinan las técnicas para martingalas y podemos obtener nuevamente
desigualdades de tipo débil.

3.6 Ejercicios

1. Dado A : Ly(2) — Lo(S2) un operador lineal en un espacio de Hilbert, podemos
consider las dos posibles nociones de positividad introducidas en este capitulo. A saber

e Af >0 cuando f > 0,

o [ Affdu>0 paratoda f € Ly(2).
Dar dos contrajemplos para probar que ninguna condicion implica la otra.
2. Utilizar la férmula de subordinacion

e~/ gy,

5 1 /OO e
e’ = —— —
vrJo Vu
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para demostar que el semigrupo subordinado (P,):>o es simétrico de difusion.

3. Obtener la expresion del nicleo de Poisson en dimension 1. Es decir, probar que

- 1t
/6—27r|§t6—27rw§ d£ ——
R

T2 42

4. Utilizando que

t
Cn/ —Wdt - 1,
re (2|2 +12) 2

demostrar directamente que el semigrupo de Poisson es simétrico de difusion.

5. Dadas

m

1

Omf = m—_HkZ:(]fk Y Ymf =0omf —0mf,

demostrar que se tiene

= k
\/E'me = kz:; m df.

Trabajos propuestos para final de curso:

A) Calculo holomorfo.
B) Espacios BMO asociados a semigrupos.

C) Transformadas de Riesz para el operador de Laplace-Beltrami.
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Dado un espacio de medida (£2,%, 1) y una funcién Y-medible y esencialmente
acotada f : 2 — C, podemos representar dicha funcién como un operador acotado
en Ly(€2) determinado por Ay : g — fg. El proceso de sustituir funciones medibles
por operadores lineales, conocido como cuantizacidn, ha tenido un gran impacto en
las matemadticas del siglo XX desde los origenes de la mecdnica cudntica. Puesto que
la composicion de operadores es una operacién no conmutativa, este proceso ha dado
lugar a formas no conmutativas de diversas ramas de las matematicas. Asi, la teoria de
caracteres de grupos ha dado lugar a la teoria de representaciones; las C*-algebras y las
algebras de von Neumann generalizan a las funciones continuas/medibles y dan lugar
a una teoria no conmutativa de medida e integracidn; la geometria no conmutativa
de Connes generaliza a este contexto la geometria diferencial; la probabilidad cudntica
hace lo propio con la probabilidad clasica o los espacios de operadores nacen como una
cuantizacién de la teoria de espacios de Banach.

Histéricamente, el analisis armdnico no conmutativo se ha reducido al analisis de la
transformada de Fourier/representaciones unitarias sobre grupos topoldgicos no abe-
lianos. No obstante, esta teoria se ha desarrollado espectacularmente en los dltimos
anos y aborda hoy dia problemas mucho mds generales. Dicho desarrollo se basa en
las importantes conexiones entre analisis arménico, probabilidad y espacios de Banach
establecidas en los afios 70 y 80. Las desigualdades de Burkholder-Gundy, el teorema
de dualidad de Fefferman, la teoria de tipo y cotipo de Maurey-Pisier, los resultados de
Rosenthal... ilustran dicha interaccién. Gran parte de este material ha sido generalizado
al contexto no conmutativo y da forma a una nueva interpretacién del analisis arménico
no conmutativo. Potentes herramientas tales como funciones maximales y cuadrado,
sumas de v.a. independientes, espacios de tipo Hardy y BMO... se han desarrollado
recientemente en el contexto no conmutativo. Esto ha permitido construir una teoria
no conmutativa de desigualdades L, de martingalas, teoremas ergédicos maximales
sobre algebras de von Neumann e incluso el germen de una teoria no conmutativa de
Calderén-Zygmund. Este significativo desarrollo, basado en la cuantizacién de analisis
armoénico, probabilidad y geometria de espacios de Banach, ha sido posible gracias a la
aparicién y rapido desarrollo de nuevas y profundas teorias como la probabilidad libre
o los espacios de operadores.

67
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Mi intencién es proporcionar al lector una primera aproximacion al analisis arménico
no conmutativo, entendido desde este punto de vista mas ambicioso. Comenzaremos
introduciendo las algebras de von Neumann y los espacios L, no conmutativos, que
son el lenguaje habitual de la teoria. Mds adelante, esbozaremos linicamente la teoria
de martingalas no conmutativas sin demostraciones. Al final del capitulo, daremos
algunas referencias sobre otras conexiones con espacios de operadores, semigrupos
sobre espacios L,'s no conmutativos, probabilidad libre o la recién nacida teoria no
conmutativa de Calderén-Zygmund.

4.1 Algebras de von Neumann

Comenzamos con una breve exposicién de las nociones esenciales en la teoria de
algebras de von Neumann. Una exposicion mas detallada se puede encontrar en los
textos [39, 70]. Un algebra de Banach A es un espacio de Banach dotado de una
multiplicacién respecto de la cual [|z122| < [|z1]/[|lz2|| para todo z1,22 € A. Una
involucién * : A — A en un algebra de Banach A es un anti-automorfismo de orden
2. En otras palabras, se tiene que

*k

(1 +2)* = 2t + 235, (\)* =¥, (zi20)" = 232}, 2™ =

Una C*-algebra A es un algebra de Banach con unidad 1 y equipada con una involucién
* : A — A que satisface ||z*z|| = ||x||* para todo x € A. El ejemplo canénico es el
espacio B(H) de operadores lineales y acotados en un espacio de Hilbert H donde la
norma de u € B(H) es la habitual como operador acotado, la mutiplicacién esta dada
por la composicién de operadores, la unidad es el operador identidad y la involucién
consiste en tomar adjuntos x — x* donde

(" (&), &)1 = (&1, 2(&))n

De hecho, todas las C*-algebras provienen de esta construccion.

Teorema de Gelfand-Naimark-Segal. Dada una C*-dlgebra A, existe un espacio de
Hilbert H y un embedding isométrico j : A — B(H) que respeta las operaciones de
x-dlgebra:

o j(1) = idy,

o j(z1z9) = j(1) 0 j(72).

Asi, toda C*-dlgebra es una C*-subalgebra de B('H) para cierto Hilbert H.
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Es conveniente senalar que esta inclusidn no es (nica, de hecho es altamente no
candnica. Dado €2 un espacio topoldgico compacto y Hausdorff, el espacio C(2) de
las funciones continuas f : 2 — C forma una C*-algebra conmutativa con la sumay
producto puntuales y la involucién dada por la conjugacién f — f. De hecho, todas
las C*-dlgebras conmutativas son de la forma C(f2) para cierto espacio compacto y
Hausdorff €2. De este modo, la teoria de C*-algebras constituye una generalizacidn
no conmutativa de los espacios de tipo C(£2). Cuando (2 viene ademds equipado con
una o-algebra ¥ y una medida j, podemos ilustrar Gelfand-Naimark-Segal escogiendo
H = Ly(€2), puesto que en ese caso f € C({2) se identifica isométricamente con el
multiplicador Ay : g — fg en Ly(2).

A partir de aqui, la extensiéon no conmutativa de la teoria de la medida aparece
de manera natural. Efectivamente, observemos que existe una relacién biunivoca entre
conjuntos medibles de (€2, %, 1) y funciones caracteristicas de L..(£2). Seguidamente
notamos que toda funcidn caracteristica x4 puede aproximarse por funciones continuas
en la topologia débil de operadores. Dicho de otro modo, se tiene que

/ g(w)h(w) dp(w) = lim [ fr(w)g(w)h(w) dpu(w)
A =0 Jo

para cierta sucesion fi, fo,... en C(2) y cualesquiera g, h € Lo(2). En otras palabras,
el espacio L., (€2) caracteriza al espacio de medida (€2, %, ;1) y resulta ser el cierre
de C(2) en la topologia débil de operadores. En vista de las observaciones anteriores
concluimos que la estructura no conmutativa que generaliza a los espacios de medida
es el ‘cierre débil de las C*-dlgebras’. No obstante, esa es la definicién de algebra de
von Neumann. Asi, la teoria de dlgebras de von Neumann resulta ser el instrumento
adecuado para cuantizar la teoria de la medida. De hecho, al igual que ocurre para
C*-algebras, toda dlgebra de von Neumann conmutativa tiene la forma L., (2) para
cierto espacio de medida (2, %, p).

Para profundizar mas en la nocién de algebra de von Neumann necesitamos algunas
nociones bdsicas de algebra de operadores. Para mayor sencillez, nuestros espacios de
Hilbert H serdn siempre separables. Un operador x € B(H) se llama positivo si
(x(£),£) > 0 para todo & € H. Es facil ver que todo operador positivo diagonaliza con
autovalores positivos, lo que permite definir su raiz cuadrada positiva y/z. De aqui se
deduce que x es positivo si y sélo si lo podemos escribir en la forma x = z*z para
cierto z € B(H). El médulo de = € B(H) se define como |z| = v/z*z. Aunque
también podriamos haber definido el médulo de = como /zz*, que es |2*| en nuestra
terminologia, nétese que no coinciden puesto que xx* # x*x en general. Para distinguir
|z| de |z*| se utilizan en ocasiones las expresiones mddulo por la izquierda y por la
derecha respectivamente. Una isometria parcial en 5(H) es un operador v : H — H
que satisface ||u(€)||% = ||€]l3 para todo £ € HEker(u) = ker(u)*. Al igual que todo
A € C se escribe como el producto de su mdédulo por su argumento, la descompaosicion
polar a continuacién nos permite hacer lo mismo con operadores de B(H).
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Lema 4.1 Siz € B(H), existe una isometria parcial u tal que:

e ker (u) = ker (z),
e img(u) = img(x).

Siz = am conm >0y« isometria parcial con ker(a) = ker(m), 7 = |z| y o = w.

Demostracion. Utilizaremos (ejercicio) que toda isometria parcial u € B(H) satisface
que u*u es la proyeccién ortogonal sobre ker(u)t y que uu* es la proyeccién ortogonal
sobre img(u). Reciprocamente, si u*u o uu* es una proyeccién ortogonal, entonces u
es una isometria parcial. Si & € H tenemos que

()l = (z"2(&), &) = (|21(£). 121(€)) = lzI(E)I7-

Esto permite definir v : img(|z|) — img(z) como u(|z|(§)) = x(&). Notese que la
identidad implica que u estd bien definido y es isométrico en img(|z|). En particular
se puede considerar un operador u : H — img(z) extendiéndolo por continuidad en
img(|z|) y definiéndolo como 0 en el complemento ortogonal. Eso convierte a u en
una isometria parcial que satisface z = u|x| e img(u) = img(x). Nos queda ver que
ker(u) = ker(z), pero como ker(u)t = img(|z|) = ker(|x|)* la afirmacién se deduce
facilmente. Para la unicidad observamos que z*x = ma*ar. Como a*« es la proyeccion
sobre ker(a)t = ker(m)*, se tiene que z*z = 72, de donde 7 = |x| por la unicidad
de la raiz cuadrada positiva. Ademds, como «a(|x|(§)) = z(§) = u(]z|(£)) se tiene que
« = u sobre img(|z|) que es denso en ker(u)' = ker(a)*, de donde o = w. |

En particular, dada la descomposicién polar x = wu|z| sabemos que u*u es la
proyeccién sobre ker(x)® y uu* la proyeccién sobre img(z). Otra forma de referirnos a
estas proyecciones serd como u*u = r(x) el soporte por la derecha de x y uu* = {(z)
el soporte por la izquierda de z. Nétese que /(x) es la proyeccidn ortogonal ¢ mas
pequefia (i.e. sobre el subespacio mas pequefio de H) que satisface gz = x. De forma
similar, 7(x) es la proyeccién mas pequefia ¢ con xq = x. Cuando z es autoadjunto,
se tiene claramente que r(x) = ¢(z). A esta proyeccién comiin se le llama soporte de
x y se escribe supp(z).

Nuestro siguiente objetivo es construir el predual de B(H). Asumiremos por sencillez
que H es separable. Dada una base ortonormal (&,,),,>1 de H y un operador = € B(H)
positivo, definimos su traza candnica como

=Y (@(m), &m)-
m=1
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Nétese que dicha suma puede ser infinita. La clase de traza S;(H) se define como el
espacio de los operadores x € B(H) tales que Tr(|z|) < oco. Las siguientes propiedades
son bien conocidas [9]:

e La definicién de Tr no depende de la b.o.n. escogida,

Cuando dim’H = n, Tr es la traza habitual sobre matrices n x n,

Si z € S§i1(H) no es positivo, Tr(z) = > (x(&n), Em) converge absolutamente,

La expresién ||z||; = Tr(|z|) define una norma en S;(H) y |Tr(x)| < Tr(|z|),

Se tiene ||z} = [lz" ||y, Tr(z125) = Tr(zow1) y [Tr(z122)] < 21|22 c0,

S1(H)* =B(H) y Si(H) es el tnico predual de B(H).

Estamos ahora en condiciones de profundizar algo mas en las algebras de von
Neumann. Observamos en primer lugar que, como el producto de dos funciones de
Ly(€2) vive en L1(2), la convergencia f,, — xa en la topologia débil de operadores
coincide en este caso con la convergencia en la topologia débil-x. Esto, unido al Teorema
de Gelfand-Naimark-Segal, nos permite redefinir un algebra de von Neumann como
una C*-subdlgebra débil-* cerrada M de B(H). Por consiguiente, toda algebra de von
Neumann es un espacio dual. Efectivamente, si

Mt = {x € Si(H)| Tr(zm) = 0 para todo m € M},
entonces queremos demostrar que
M =M = {m € BH) | Te(zm) = 0 para todo = € M*} = (81(H)/M*)"

Esta claro que M C M*+. Por otro lado, M+ serd el cierre de M en la topologia
mds pobre de B(H) donde todos los elementos de S;(H) son funcionales continuos
en B(H). Esa es precisamente la topologia débil-+ y nuestra afirmacién se deduce de
que M es cerrada en dicha topologia. Repasamos ahora algunos resultados centrales
sobre dlgebras de von Neumann.

Teorema de Sakai. E/ predual de un algebra de von Neumann es tnico.

Denotamos por M, al predual de M. Un funcional ¢ : M — C lineal y acotado
se llama normal si es continuo en la topologia débil-+ de M. Asi, ¢ : M — C
pertenecerd a M., siy sdlo si ¢ es normal. Dado un subconjunto Z de B(H), definimos
el conmutador de Z como el conjunto Z’ de operadores de B(H) que conmutan con
todo Z. En otras palabras, definimos Z’, Z”... como sigue

zZ = {x € B(H) | #z = 2z para todo z € Z},

zZ' = {:c € B(H) | #z = 2z para todo z € Z’}.
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Teorema del doble conmutador. Se tiene que:
° Z/// — Z/
e Z' es siempre un dlgebra cerrada débil-«x que contiene a 1.

o El cierre débil-« de toda C*-subadlgebra A de B(H) es M = A".

En particular, el Teorema del doble conmutador proporciona una caracterizacion
algebraica de la nocién (analitica) de algebra de von Neumann. Asi, podemos afirmar
que un algebra de von Neumann es una C*-subdlgebra de B(H) que coindice con
su doble conmutador. Por otro lado, dada un algebra de von Neumann M, definimos
su cono positivo como

My = {m € M | existe z € B(H) con z = z*z}

Dado z € M con descomposicién polar z = u|z|, es también una consecuencia del
Teorema del doble conmutador que u y |x| son elementos de M, la demostracién de
puede encontrar por ejemplo en [9, Teorema 14.5]. Asi, las proyecciones soporte de x
por la derecha y por la izquierda también estan en M.

No damos de momento ejemplos concretos de algebras de von Neumann, pues
estos aparecerdn en la préxima seccién con los espacios L, no conmutativos. Cerramos
esta seccién revisando brevemente la descomposicion espectral de elementos del cono
positivo de M. Una exposién detallada se da en el Capitulo 1 de [19]. Todo z € M
admite una unica descomposicion espectral

= /OOO)\deA(:c).

La medida espectral (ex(x))cr, estd soportada en el espectro o(x). Nétese que un
operador z € B(H) conmuta con x si y sélo si z conmuta con todas las proyecciones
espectrales e, (x). Dada una funcién boreliana y acotada f en o(z), el célculo funcional
de Borel define un operador acotado f(x) por medio de la férmula integral

f(z) = / W)

Nuevamente, si x € M, se tendrd que sus proyecciones espectrales e, (x) asi como
f(x) pertenecen a M. En particular, dado 0 < p < oo podemos definir 2P como
elemento del cono positivo de M para todo x € M. . Esto serd obviamente necesario
en la préxima seccién. Aunque no tenemos tiempo de profundizar mas en todas estas
nociones, el lector interesado en la teoria no conmutativa que no esté familiarizado con
las mismas deberia consultar algunas de las referencias proporcionadas a lo largo de
esta seccidn.
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4.2 Espacios L, no conmutativos

El estudio de espacios L, sobre dlgebras de von Neumann generales o espacios L,
no conmutativos fue iniciado en los afios 50 por Schatten, Segal, Dixmier y Kunze entre
otros. Hoy en dia constituyen una herramienta fundamental en muchas ramas de las
matemdticas. Una de nuestras referencias fundamentales serd la excelente exposicion
de Pisier y Xu en [61]. Una traza en M es un funcional lineal 7: M — C

e Tracial. 7(ab) = 7(ba) para a,b € M.
e Positivo. 7: M, — [0,00], i.e. T(x*x) > 0 para x € M.
Decimos que la traza es

e Fiel. Siz € M, y 7(x) =0 entonces z = 0.
e Normal. sup, 7(z,) = 7(sup, ) para (z,) C M, creciente y acotada.
e Semifinita. Para todo a € M no nulo, existe 0 < b < a tal que 7(b) < 0.

La traza es el sustituto natural de la integral e instamos al lector a que piense en
las propiedades adicionales que hemos pedido a la traza. Todas ellas son extensiones
naturales de propiedades razonables de la integral. El proceso de cuantizacién se basa
en el modelo conmutativo, donde f € L (€2) para a ser un multiplicador en Ly(2)
dado por

Af g€ Ly(Q)— fge Ly().

Cuando €2 es completamente atémico y L,(£2) = {,, la traza candnica es la integral
natural. Efectivamente, tomemos la base candnica (e)r>1 de 5. Entonces tenemos

que

(o9} oo

Tr(Ap) =) (Aperer) = > fr= / fdp

n=1 n=1 Q
donde 1 es la medida de contar en €2 = N. Cuando 2 es cualquier otro espacio de
medida, 7(Ay) = [, f dp determina una traza normal, semifinita y fiel. Hemos visto
cémo las funciones medibles pasan a ser operadores en este caso. Nétese tamién que
los conjuntos medibles A de €2 se interpretan como funciones caracteristicas y 4 de
Lo (€2), que se convierten en multiplicadores A, ,. Un momento de reflexién nos lleva
a ver que A, , es una proyeccién ortogonal en Ly (£2)

AL, =My AiA:AXA.

Asi, las proyecciones ortogonales representan conjuntos medibles en el contexto no
conmutativo. Esto ademas aporta algo de luz a nuestra definicién de proyeccién soporte.
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En lo que sigue escribiremos que 7 es una traza n.s.f. para denotar que satisface
dichas propiedades. Un algebra de von Neumann M se llama semifinita cuando admite
una traza n.s.f. En el caso general siempre podemos considerar funcionales positivos
no traciales. Esto complica bastante las cosas pues implica a la Teoria Modular de
Tomita-Takesaki [39, 68]. Nosotros asumiremos que todas nuestras &lgebras de von
Neumann son semifinitas. Un espacio de medida no conmutativo es un par (M, 1)
formado por un algebra de von Neumann semifinita equipada con una traza n.s.f. Un
tal espacio se llama finito cuando 7(1) < oo y en este caso se suele normalizar la
traza por la condicién 7(1) = 1. Las trazas normalizadas se llaman estados y todo
par (M, ¢) formado por un algebra de von Neumann y un estado n.f. es un espacio
de probabilidad cuantico.

Construimos ahora los espacios L, no conmutativos. Sea M un &lgebra de von
Neumann semifinita, equipada con una traza n.s.f. 7 e isométricamente incluida en
B(H). Dado x € M., recordamos que la proyeccién soporte de x es la proyeccién
ortogonal ¢ : H — "H con rango mas pequefio que satisface qx = x = xq. Definimos
entonces

S, = {:)3 e M, ‘T(suppa:) < oo} y S=spanS,.

Utilizando la medida espectral de |x| podemos definir
|z|P = / N dey(|z]) para 0<p < oc.
Ry

Resulta entonces que
reS=z|f €St = 71(z]") < 0.

Definimos a continuacidn )
2|, = 7([=|")>.

Se puede demostrar que || ||, es una norma en S si 1 < p < oo y una p-norma si
0 < p < 1. Utilizando que S es una x-subdlgebra densa débil-x en M, definimos
el espacio L, no conmutativo asociado a (M, 1) y escribimos L,(M,7) como la
completacién de (S, || ||,). Por otro lado, debido a nuestra discusién inicial es natural
definir Lo.(M, ) = M equipado con la norma de operadores.

Dado un espacio de medida (€2,%, ) y un exponente finito 0 < p < oo, es
bien conocido que L,(£2) se define como el espacio de funciones ji-medibles (modulo
conjuntos de p-medida 0) que son p-integrables respecto de u. En el contexto no
conmutativo es importante saber como generalizar la nocidén de p-medibilidad. Si ‘H
es el espacio de Hilbert donde M actta, un operador = cerrado y densamente definido
en H se dice que estd afiliado con M si xu = ux para todo operador unitario u en el
conmutador

M = {y € B(H) ‘:Ey = yx para todo x € M}
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Por consiguiente, todo x € M estd afiliado con M pero el reciproco no es cierto
pues no exigimos que los operadores afiliados sean acotados. Sea Affr el espacio de
operadores afiliados con M. Dado = € Affr, consideramos la medida espectral de |z|
y decimos que x es T-medible cuando existe s > 0 tal que

T(/SOO dek(m)) < 0.

Si Lo(M, T) es el espacio de operadores T-medibles,
LM, 7) = {x € Lo(M,7) | 7(|z]) < oo}.

Observacion 4.2 La relacién de equivalencia ‘modulo conjuntos de medida cero’ no
es aqui necesaria puesto que la identificacion de Q con L. (€2, 1) ya ha establecido la
equivalencia con anterioridad. En los espacios L, (M, 7) con p finito pueden aparecer
operadores no acotados densamente definidos, del mismo modo que en L,(£2) existen
funciones no acotadas.

Muchas propiedades fundamentales de los espacios L, cldsicos o conmutativos se
extienden de forma natural a este contexto. Las propiedades mas relevantes que se
conservan son las siguientes:

= La traza 7 se extiende a un funcional continuo en Ly (M, 7) : |7(x)| < ||z].

= Desigualdad de Holder. Dados tres exponentes 0 < p,q,r < oo tales que
1/r =1/p+1/qy dados dos operadores z € L,(M,T) ey € L,(M,T) se tiene
la desigualdad de Holder ||zy||,. < [|z||,|y]l4-

= Dualidad. Cuando r = 1, se tiene que 1/p + 1/¢ = 1 y la desigualdad de
Holder proporciona un producto de dualidad (x,y) = 7(zy) entre L,(M,7T) y
L,M,T). Asi, L,(M,7)* = L,(M,T) isométricamente para 1 < p < oo.

= Interpolacién compleja. L,(M, 7) es isométricamente isomorfo al espacio de
interpolacién [Lp, (M, 7), Ly, (M, 7)], para 1/p = (1 —6)/po + 0/p1. También
existen resultados naturales para el método real de interpolacién, véase [61].

Damos ahora algunos ejemplos basicos de espacios L,(M, 7):

a) Espacios L, conmutativos. Sea M un dlgebra de von Neumann semifinita y
abeliana. Entonces existe un espacio de medida semifinito (€2, X, i) para el que se
tiene M = Loo(Q, 1) y L,(M,7) = L,(€, i) con la traza n.s.f. 7 determinada
por la relacién

ﬂﬁzﬁﬂmmw»
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b)

d)

Espacios L, semi-conmutativos. Sea (€2, %, ;1) un espacio de medida y sea
N1 = Loo(Q, 1) el dlgebra de von Neumann equipada con la traza n.s.f. dada
por v| = fQ -du. Sea (N3, o) otro espacio de medida no conmutativo. Entonces
consideramos el par

(M,7) = (MBN2, 11 @ 1p) = (LOO<Q,,U;N2>,/

Q

210) du).

Esto da lugar a
Ly(M,7) = Ly (9, 55 Ly(No, ) ).

La dltima expresién utiliza la construccion de espacios L, vectoriales debida a
Bochner. En particular, aunque M es claramente no conmutativa, en este caso
L,(M,T) se puede interpretar como un espacio L, conmutativo con valores
vectoriales.

Clases de Schatten. Sea M = B(H) y 7 = Tr la traza candnica en B(H), que
es n.s.f. Entonces, el espacio L,(M,7) asociado es la p-clase de Schatten que
se escribe S,(H). Cuando H es un espacio separable e infinito-dimensional la
clase de Schatten se escribe S, mientras que S,(n) denota la clase de Schatten
asociada al espacio de Hilbert ¢5(n). S, y S,(n) proporcionan generalizaciones
no conmutativas de ¢, y £,(n). Ademas ¢, se identifica isométricamente con la
diagonal principal de S,. Nétese que en nuestra notacién S..(H) no es el ideal
de los operadores compactos en H, sino B(H) propiamente.

Productos tensoriales. Dados dos espacios de Hilbert H; y Hs definimos el
producto Hilbertiano H; ®2 Hy como el producto tensorial algebraico H; ® Hs
equipado con el producto interior

< Zj U1j & Ugj, Zk U1k ® U2k> = ijk@tlj, Uik) (Uaj, Vak)-

Dadas &lgebras de von Neumann A y A5 actuando sobre H; y Hs, su producto
tensorial algebraico N} ® N, es la subdlgebra de B(H; ®, Hs) generada por
los tensores simples x; ® 5. El cierre débil de A} ® N5 es un &lgebra de von
Neumann y se denota por N;®N5. De forma similar, si vy y 15 son trazas n.s.f.
en N7 y Ny, determinamos la traza 7 sobre M = N;®N5 por su accién sobre
los tensores simples 11 ® w9

7'([E1 ® ZL‘Q) = I/l(fﬁl)l/g(l‘g).
Esto da lugar a los espacios

LP(M,T) = LP(N1®N2, 121 X VQ).
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Andlogamente se construyen los productos tensoriales infinitos

(M, 7) = R (M, 7).

n>1

e) Factor hiperfinito Il,. Sea M, el dlgebra de matrices n X n equipada con
la traza normalizada o, = %Tr. De este modo y como hemos senalado antes
(M, 0,,) se puede considerar como un espacio de probabilidad cuantizado o no
conmutativo. Definimos entones el factor hiperfinito Il; como

(R,7) = ®(Mn,7'n) con (M, 7,) = (Ms,09) paratodon > 1.

n>1

R es de nuevo un espacio de probabilidad no conmutativo. Ademas, cualquier
par de elementos de L, (R, T) (variables aleatorias no conmutativas) soportados
en dos factores distintos del producto tensorial se llaman independientes. Esto
generaliza una propiedad bien conocida de la probabilidad clasica. De hecho, R
es el anadlogo no conmutativo del espacio de probabilidad

Q={-1,+1}"

equipado con la medida de probabilidad usual %(5_1 + %51. Asi, una manera de
interpretar el factor hiperfinito Il; es como el espacio muestral de /lanzar infinitas
veces una moneda cuantica! La siguiente construccién también conduce al factor
hiperfinito Il;. Sean (¢,,),>1 operadores unitarios y autoadjuntos en cierto Hilbert
‘H, que satisfacen las relaciones candnicas de anticonmutacion

5i5j + 5]'5@’ = 25ZJ1

Definimos Ry como la C*-dlgebra generada por los ¢,,'s. Entonces Ry admite
una Unica traza normalizada 7 que se define como sigue. Para todo conjunto
finito J = {jl,jg, e ,jn} de N con j; < --- < j, escribimos wy = €j, -+ - €},
y wg = 1. La traza 7 estd completamente determinada por su accién en los
w7's, que a su vez estd dada por

rwg)={ 5 5Tt

0 en otro caso.

Ry es una C*-dlgebra actuando sobre Ly(Ro,7) y R resulta isomorfo al cierre
débil-+ de Ry en B(Ly(Ro,7)). La familia de los w;'s es densa débil-x en R y
densa en norma en L,(R,7) para 0 < p < co. Ademds es una base ortonormal
de Ly(R,T) = La(Ro, 7). Por tltimo, cabe mencionar que la subélgebra de von
Neumann generada por €1, ¢9,...,€, es isomorfa a M. equipada con la traza
normalizada ogn.
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f)

g)

h)

Algebras de von Neumann de grupos discretos. Dado G un grupo discreto,
escribimos A : G — B({2(G)) para referirnos a la representacion regular a la
izquierda, determinada por la accién A(g)(ds) = d4, donde (0,),ec denota la
base candnica de /5(G). La C*-algebra generada en B(/2(G)) por A(G) se llama
la C*-algebra reducida de G y se denota por C}(G). Su cierre débil \(G)”
es un dlgebra de von Neumann que se llama el algebra de von Neumann del
grupo G y habitualmente se denota por vN(G). La traza 75 : VN(G) — C se
define como sigue

mo(z) = (20 6oy

donde e denota el elemento neutro de G. Esto proporciona una traza n.s.f. (de
hecho finita con masa total 1) en vN(G). Un caso particularmente interesante
y con muchas aplicaciones en analisis arménico se da con G = F,,, el grupo
libre con n generadores. El lector puede acudir a [18] para mds informacién en
Analisis Armdnico sobre grupos libres.

Productos libres. Una generalizacién natural del dlgebra de von Neumann del
grupo libre ), es el producto libre de dlgebras de von Neumann. Aunque no
vamos a explicar aqui la construccién del producto libre de algebras de von
Neumann [72], podemos al menos discutir algunos aspectos. Consideramos una
familia (A, ¢n)n>1 de espacios de probabilidad no conmutativos. Entonces el
producto libre

(A, ¢) = *nZl(Anv ©n)

admite una descripcién similar a la de los grupos libres en términos de palabras
y letras. Es decir, A estd generada por 1y todas las palabras xj,z, - - -z, con
m > 1, j1 # jo # -+ # jm y donde las letras z;, € A, y tienen media 0

i (x]k) =0.
Es mds, cuando (A, ¢,) = (WN(G,),7g,) se tiene que

(A, ¢) = %n>1(WN(G,), 7¢,) = (WN(G),7¢) (1)
donde G es el producto libre de grupos
G = %,>1G,,.

El lector puede acudir a [72] para mds detalles.

Algebras de von Neumann ¢-deformadas. Véase [4, 49, 73].

Concluimos este apartado mencionando ciertas patologias que poseen los espacios
L,(M,T) y que no aparecen entre los espacios clasicos de funciones. Esta situacién
fuerza en muchas ocasiones a desarrollar nuevas técnicas para extender resultados
clasicos al contexto no conmutativo:
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a)

b)

d)

En primer lugar, la desigualdad triangular usual para el médulo de funciones
deja de tener validez para el médulo de operadores. Es decir, en general no se
tiene |z +y| < |z|+ |y| para z,y € B(H). No obstante, existe un substituto [1]
que asegura que para todo z,y € B(H) existen isometrias u y v en B(H) tales
que

|z + y| < ulz|u* + vly|v*.

La segunda patologia tiene que ver con la monotonia de funciones. Dado «
un nimero real positivo y dados x,y € B(H) tales que x < y, en general no se
tiene que ¢ < y®. En el caso no conmutativo esta implicacién sélo se cumple
para exponentes 0 < o < 1! Véase [61] para més detalles.

Otra diferencia fundamental con los espacios clasicos reside en la existencia o
no de bases incondicionales. En 1970 Kwapien y Pelczynski probaron que la
clase de Schatten S; no puede ser isomorfa a ningtin subespacio de un espacio de
Banach con una base incondicional, no asi /;. Pero el resultado mas impactante se
debe a Gordon y Lewis [22], que probaron que S, no tiene una base incondicional
para p # 2, en total contraste con lo que ocurre para ¢, o L,(€2). Una de las
consecuencias que nos llaman la atencién de la no incondicionalidad de S, es la
dificultad ahadida que hay de los multiplicadores de Fourier en L,,(£2)/conjuntos
A(p) [3] a los multiplicadores de Schur/conjuntos o(p) [25].

Por dltimo, una lacra de L,(M, 7) con gran impacto en andlisis arménico es la
imposibilidad de construir operadores maximales ad hoc. Esto se debe a que
la cuantizacidn nos hace perder las nociones de funcion o punto y trabajamos
sélo con operadores. En particular, esto imposibilita definir funciones maximales
como se hace en el contexto cldsico, cuya definicién tiene una naturaleza puntual.
Este problema se resuelve gracias a una ingeniosa construccién de Junge [26]
utilizando técnicas de la teoria vectorial de Pisier [57] y que explicaremos mds
adelante al tratar el maximal de Doob no conmutativo.

4.3

Martingalas no conmutativas

Estudiamos ahora las desigualdades recientes de martingalas no conmutativas. Una
referencias (til la exposicién de Xu [73] que incluye casi todos los resultados obtenidos
hasta la fecha. Aqui recogemos también resultados nuevos desde su publicacién. En lo
que sigue trabajamos sobre espacios de probabilidad cudnticos (M, 7) formados por
un dlgebra de von Neumann finita M equipada con una traza n.f. normalizada 7. La
mayor parte de los resultados son ciertos también sobre estados no traciales o incluso
sobre dlgebras de von Neumann no finitas. No obstante eludiremos tales generalidades
para mayor claridad.
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Consideramos ahora una subdlgebra de von Neumann A del dlgebra M. Es decir
una *-subalgebra con la identidad 1 de M que es cerrada en la topologia débil de
operadores. Entonces la restriccién 7),, de 7 a A es una traza normalizada n.f. que
también denotaremos por 7. Por otro lado, es claro que

L,(N,7) — L,(M,1)

de forma isométrica. Entonces, dada la inclusién natural j : Li(N,7) — Li(M, ),
podemos considerar el operador adjunto E : M — A/. Se puede probar que el operador
E satisface las siguientes propiedades [69]

1. E es proyeccion contractiva.

2. E preserva la traza. ToE = 7.

3. E es positiva. z € M = E(z) > 0.

4. E es bimodular. E(axb) = aE(z)b para a,b € N'y x € M.

Instamos al lector a que compare estas propiedades con las del Capitulo 1. Un tal
operador E es (inico y se llama esperanza condicionada de M sobre V. La esperanza
condicionada se puede extender por densidad a un operador E : L,(M,7) — L,(N, )
para 1 < p < 0o. En este contexto mas general E conserva las propiedades anteriores
donde la bimodularidad toma la forma siguiente. Si a € L,(N,7), b € L,(N,7)y
x € L,(M,T)con1l/u+1/p+1/v=1/q <1, entonces se tiene

E(axb) = aE(z)b € L,(N, 7).

Por otro lado, al igual que en el caso conmutativo, la esperanza condicionada debe
suponer una generalizacidn del concepto esperanza o estado. Asi aparecen las nociones
de normalidad y fidelidad de una esperanza condicionada, que son importantes en
ciertos contextos. Un estudio mas detallado de la esperanza condicionada incluyendo
el caso no tracial, se puede encontrar en [36] donde también se estudia dicho operador
sobre L,(M,7) con 0 < p < 1.

Una filtracién de M es una sucesién creciente (M,,),>1 de subalgebras de von
Neumann de M, tales que su unién es densa débil-x en M. Si denotamos por E,, a la
esperanza condicionada de M en M,,, observamos que

En o En—i—l y En+1 o En

son también esperanzas condicionadas de M en M,,. De modo que por unicidad se
obtienen las identidades E,, o E,,.1 = E,, = E,,;1 o E,,. Definimos una martingala no
conmutativa respecto de la filtracién (M,,),,>1 como una sucesiéon & = (z,,),>1 €n
Li(M,T) que satisface

E.(zpy1) =2, paratodo n>1.
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Silos x,,'s estdn en L,(M, 7), decimos que x es una L,-martingala y afiadimos que z
estd acotada en L, (M, 7) cuando ||z||, = sup,, ||z.||, es finito. Ademas, observando
que E,, es un operador contractivo, deducimos que la sucesién ||z,||, es no decreciente
por lo que

lall, = tim (|2,

Dado 1 < p < oo y dado un elemento z,, € L,(M,7), la sucesién (z,),>1
definida por z,, = E, (2 ) es una martingala acotada en L,(M, 7) y que converge a
ZToo €n norma si 1 < p < ooy en la tipologia débil-x cuando p = oco. La afirmacién es
trivial si

Too € U L,(M,,T)
n>1
puesto que en ese caso la sucesidon (z,),>1 es constante a partir de un momento
dado. El caso general se sigue por densidad. Reciprocamente, dado 1 < p < ooy una
martingala (z,,),>1 acotada en L,(M, 7), existe cierto z, € L,(M,T) de manera que
Tp, = Ep(To0) — Zoo en L,(M,7) (1 < p < 00) 0 en la topologia débil-x (p = c0)
cuando n — oo. Efectivamente, puesto que L,(M,7) es un espacio dual y la bola
unidad es compacta débil-x por el teorema de Banach-Alaoglu, existe una subsucesién
de (x,,),>1 que converge a cierto z, € L,(M, 7) en dicha topologia. Como

T(r,2) = kh'm T(En (2, )2) = ka T(Tm,2) = T(Too2)
para todo z € L,(M,, T), esto nos lleva a que z,, = E,,(z) y a la igualdad
1 oy = 2l

De aqui se deduce facilmente la afirmacién. De acuerdo con la teoria clasica, también
esperamos que L;(M,T) se identifique con martingalas uniformemente integrables
como se demostré en [60] con la siguiente nocién de integrabilidad uniforme. Un
subconjunto K de L; (M, 7) es uniformemente integrable si es acotado y para toda
sucesién decreciente de proyecciones py, pa, ... convergente a 0 en L;(M, T), se tiene
que

lim sup Hpnacpn”1 =0.
k—oo 4cK

En definitiva, siguiendo la terminologia del Capitulo 1 y en virtud de la discusidn
anterior, dado 1 < p < oo podemos identificar el espacio de martingalas acotadas*
en L,(M,T) con L,(M,T) propiamente dicho. Dada una martingala no conmutativa
= (Zy)n>1, la sucesion dz = (dzy)r>1 de diferencias de martingala se define por
dxy = xp — 1 para todo k& > 1 y con la convencién de que o = 0. Como es
bien sabido, esto da lugar a otra forma de caracterizar las martingalas. Una sucesién
(n)n>1 €s una martingala respecto de la filtracién (M,,),>1 cuando su sucesién de
diferencias (dxy)k>1 estd adaptada a la filtracién y satisface

Er_1(dxy) =0 paratodo k> 2.
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Consideramos finalmente algunos ejemplos de martingalas no conmutativas que se
corresponden con los ejemplos sobre espacios L, no conmutativos que se consideran
en la seccién anterior:

a)

b)

d)

Martingalas clasicas. Dada un algebra de von Neumann M finita y abeliana
equipada con una traza normalizada 7 y una filtracién (M,,),>1 de M, existe
un espacio de probabilidad (£2, %, ) asi como una sucesién creciente (3,,),>1
de o-subdlgebras de X tales que

Lp(Mv T) = Lp<Qa 2, ,u) y Lp(Mm T) = Lp(Qv 2, H’)
para todo n > 1. Asi, las martingalas clasicas aparecen como caso particular.

Martingalas semi-conmutativas. Sea (2,3, ;) un espacio de probabilidad y
tomemos N7 = L. (2) equipada con la traza 1y = [, -du. Sea (N3, 13) otro
espacio de probabilidad no conmutativo. Dada (3,,),>1 una filtracién creciente
de o-subdlgebras de X, consideramos la filtracion

(Mo ) = (Lon( B i N2, |

Q

va(-) dn).

de

(M.7) = (N8N, 9 93) = (L. Z2pi A, [ () s

Q
En este caso, las esperanzas condicionadas estdn dadas por E, = E,, ® idy;,
donde E,, denota la esperanza en () condicionada a la o-subdlgebra >,,. Una
vez mds, en esta situacion se transforman las martingalas no conmutativas en
martingalas conmutativas con valores vectoriales.

Martingalas finitas. En el caso de las clases de Schatten no existe una traza
finita natural a menos que tratemos con clases finito-dimensionales S,(n), donde
podemos considerar la traza o, = %Tr. Puesto que trabajamos sobre un espacio
de dimensién finita, las filtraciones y por ende las martingalas resultantes seran
finitas. Una filtracién natural se obtiene tomando (My,0,) la subdlgebra de
matrices n X n con entradas nulas en las n — k dltimas filas y columnas (i.e.
el soporte es la esquina k x k superior izquierda). Esta eleccién es muy (til a
la hora de obtener contraejemplos. Efectivamente, si queremos ver que alguna
propiedad no se cumple para martingalas no conmutativas, este es el primer caso
que uno tiene que comprobar, véase [37].

Martingalas diadicas. Dadas €1, ¢5,... v.a. de Bernoulli independientes con
funcién de masa equidistribuida en +1 (e.g. las funciones de Rademacher), las
martingalas diddicas se construyen sobre la filtracién dada por

Y,=o0(e1,60,...,n).
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f)

Puesto que se trata de uno de los ejemplos mas relevantes de martingalas, es
interesante saber como construir martingalas diddicas no conmutativas. En este
caso tomamos el factor hiperfinito 11, definido mas arriba y equipado con la
filtracién

(RmT) = ® (Mmﬂ'm)

m<n

con (M, 7)) = (M, 09) para todo m,n > 1. Aqui R,, se incluye en el factor
hiperfinito R identificando a1 ®- - -®a,, con a; ®- - -@a, @1y, @13y, - - -. Ademas
la esperanza condicionada E,, : R — R,, estd completamente determinada por

En(a1®"'®ar®1M2®1M2"') =< H Uz(ak)>a1®'~-®an®11v12®1M2"'
k=n+1

para 1 < n < r. Esta construccién se generaliza de manera natural cuando
consideramos productos tensoriales arbitrarios de espacios de probabilidad no
conmutativos (N, v,), véase e.g. [T3].

Martingalas sobre grupos discretos. Dado G un grupo discreto y (G;,),>1
una familia creciente de subgrupos de G tales que |J, G, = G, definimos el
espacio de probabilidad no conmutativo (M, 7) = (VN(G), 7¢) equipado con la
filtracién (M,,, 7) = (WN(G,,), 7¢). La esperanza condicionada E, : M — M,,
sobre combinaciones lineales finitas de generadores estd dada por

En( D anM9) = 3 anA(9)

geG g€Gy

Martingalas libres. Tomamos
(M7T) = *nZl(Nnayn) Yy (MnaT) = *mgn(-/\/’myym)'

Es decir, en este caso procedemos de forma similar al caso de las martingalas
diddicas, pero sustituyendo productos tensoriales por productos libres. Por otro
lado, la esperanza condicionada E,, : M — M, estd determinada como sigue.
Sea xj,xj, - x;, una palabra reducida (i.e. j; # -+ # jm y z;, € N, con
media 0), entonces

En<xj1$j2 e .wjm) =0

a menos que max(Ji, J2, - - -, jm) < n, en cuyo caso E, deja invariante la palabra
xjxj, - T;,.. Puesto que el producto libre M esta generado por la identidad
1 (que queda fijada por E, para todo n > 1) y las palabras reducidas, esta
definiciéon determina E,, por completo.

g) Martingalas ¢-deformadas. Véase [73].
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4.4 El maximal de Doob

El primer resultado sobre martingalas no conmutativas se remonta a 1971 con el
trabajo de Cuculescu [10], quién obtuvo una extensién al contexto no conmutativo de
la desigualdad maximal de Doob de tipo débil (1, 1). Después del trabajo de Cuculescu
las desigualdades de martingalas no conmutativas entraron en un periodo de relativa
calma hasta el trabajo de Pisier y Xu [60] en 1997, a partir del cual han alcanzado
un espectacular desarrollo. Este largo paréntesis se explica fundamentalmente por el
hecho de que las técnicas clasicas como las funciones maximales, los tiempos de parada,
etc... ya no tienen cabida en el contexto no conmutativo. De este modo, transferir los
resultados clasicos al contexto no conmutativo es por lo general altamente no trivial
y require técnicas adicionales del andlisis funcional y la combinatoria. No obstante, la
teoria ha alcanzado hoy por hoy un punto satisfactorio de madurez y muchas de las
desigualdades clasicas han sido transferidas con éxito al contexto no conmutativo.

Para extender la desigualdad maximal de Doob al contexto no conmutativo, la
primera dificultad que uno encuentra es cémo formular un andlogo no conmutativo de
la funcién maximal. Efectivamente, dados dos operadores positivos a y b en un espacio
de Hilbert H, la expresiéon méx(a, b) no tienen ningtin sentido. No obstante, en lugar de
considerar la cota superior minima podemos buscar una cota superior que desempene
la misma funcién. Comenzamos con la desigualdad débil de Cuculescu [10].

Teorema 4.3 Dado un espacio de probabilidad no conmutativo (M, T) y dada una
martingala x = (x,),>1 acotada en L,(M,T), existe para todo A\ > 0 una proyeccion
q(A\) € M que satisface

Afllly

Hq()\)ajnq()\)Hoo <X paratodon>1y 7(1-q()) < N

Es muy sencillo justificar por qué el resultado de Cuculescu es una generalizacién
no conmutativa de la desigualdad maximal de Doob de tipo débil (1,1). Basta con
recordar que las proyecciones ortogonales se corresponden en el caso clasico con las
funciones caracteristicas. De manera que la proyeccién ¢(\) se corresponde con la
funcién caracteristica del conjunto

{sup|fu(w)] < A}
n>1
Asi, una nueva lectura del Teorema 4.3 conduce en este caso a la desigualdad de tipo
débil (1,1). Puesto que la prueba de este resultado es muy sencilla y muestra algunas
técnicas habituales en la teoria, la incluimos aqui. En primer lugar, todo operador x se
escribe como

T = (x+x*)+221(x—x*)

1

N =
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Las partes real e imaginaria son ahora operadores autoadjuntos vy, utilizando teoria
espectral, podemos escribirlos como la diferencia entre dos operadores positivos. En
definitiva, todo operador z se escribe como una combinacién lineal (a — b) +i(c — d)
de operadores positivos. Esto nos permite desarrollar una forma no conmutativa de
la descomposicién de Krickeberg, demostrada en [10]. De este modo, basta probar el
Teorema 4.3 para martingalas positivas y con constante 1 en lugar de 4. Definimos
ahora inductivamente una sucesién q(\)o, ¢(A)1,¢(A)2, . . . de proyecciones ortogonales
tomando ¢(A)g = 1y las resoluciones espectrales

Q(/\)n - Q(/\)n—IX[O,)\] (Q<)‘)n—1an(/\)n—1) = X[o,\] (Q()‘)n—lan<)\)n—1)Q()\>n—1'

Entonces tomamos

n>1

la proyeccidn cuyo rango es el resultado de intersecar los rangos de g(\),, para n > 1.
Nétese que g(A), € M, y que la sucesién (q(N),)n>1 es decreciente. Veamos que
q(A) es la proyeccién deseada. Por un lado tenemos

q(N)nTnq(N)n = Q(/\)n<Q(/\)n—1$nQ()‘)n—1)Q()‘)n < A¢(A)n-

Por consiguiente, obtenemos

a(N)zng(N) = () ((N)azng(N)a)a(N) < Ag(X) < AL

De aqui se sigue la primera parte del Teorema 4.3. Para la segunda observamos que
AT(L=q(N)n) = A7 (g(Nier — a(Wk) = A>T (p(\i).
k=1 k=1

donde p(A\)r = q(N)gr_1 — q(\) es una proyeccién dado que la sucesién de ¢'s es
decreciente. Por otro lado, segin la definicidén de ¢(\)x, sabemos que el espectro del
operador p(A\)gq(AN)g—12kq(X)k—1p(N\)x estd contenido en (A, 00). Esto nos lleva a la
desigualdad

PO (a2 (N 1)k = 3PNV

> =

p(A)k = p(N); <

De aqui se deduce que

n

AM(1=q(N),) < ZT<Ek (p()\)kxnp<)‘)k)>

k=1

I
NE

7 (P(N)rznp(Ni)

o

3l

[y

IN

T (p(/\)k:xnp(A)k) + T(Q()‘>naan<)‘)n) = 7(Tn).

1

b
Il
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La prueba se concluye haciendo n — oo. Observamos aqui que en [54] se da una
construccién similar (g(A),)n>0 partiendo de una martingala (z,),>1 autoadjunta no
necesariamente positiva. Esto completa el estudio de la desigualdad débil.

Nos centramos ahora en la forma no conmutativa de la desigualdad maximal de
Doob fuerte. Con la desigualdad de tipo débil (1,1) hemos sorteado la imposibilidad
de construir una funcién maximal con la ingeniosa construccién de Cuculescu. Pero
la desigualdad débil sélo exige conocer dénde la funcién maximal se comporta mal y
estimar la medida de dicho conjunto. En la desigualdad fuerte necesitamos ser algo
mas agudos. Puesto que no podemos construir la funcién maximal, observamos que
podemos escribir

(/Qf*(w)Pdu(w)); = [ (fis fos oo ) | ey

Es decir, utilizando el espacio con valores vectoriales L, (£2; {,) evitamos hacer uso
de la funcién maximal. Inspirado por la teoria de espacios L,(M, 7;X) desarrollada
por Pisier [57], Junge explotd esta idea para obtener la desigualdad no conmutativa
de Doob. Como hemos indicado antes, es dificil dar expresiones explicitas de la norma
en L,(M,7;X). No obstante, en el caso en el que X = /, Junge [26] obtuvo la
siguiente caracterizacién

Ly(M, T3 log) = Lop(M, 7)loo (Loo(M, 7)) Lop(M, 7).

En otras palabras, dado = = (x1, 29, ...) € L,(M, 7; () se tiene que
el rtritey = 0F {alzp (5D 1 o) Bl | 20 = a3},

donde el infimo recorre todas las factorizaciones de x en la forma (x,) = a(y,)b con
a,b € Lyp(M,T) e (yn) € loo(Los(M, 7)). Un andlisis mucho més general de este tipo
de expresiones explicitas para normas L,, vectoriales se puede encontrar en la primera
mitad de [32]. Presentamos ahora el resultado de Junge [26)].

Teorema 4.4 Dado 1 < p < oo, un espacio de probabilidad no conmutativo (M, 1)
y dada una martingala x = (x,,),>1 acotada en L,(M,T), existen a,b € Ly,(M,T) e
(Yn)n>1 C M tales que

T = aynb,  lallzpllbllap < |2llp;  [ynllo <1 para todon > 1.

En otras palabras, se tiene que

H (xlu T2,T3,... ) HLIJ(M77—§£OO) S Yp Hpr
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Para (M, 7) un espacio de probabilidad conmutativo, recuperamos la desigualdad
de Doob clasica. Cuando x es una martingala positiva se pueden tomar a,b e y,
positivos. Es mds, se puede escoger una factorizacion con a = b. De este modo se
deduce del resultado de Junge que z,, estd uniformemente acotado por a® € L,(M,7)
y que a? satisface la desigualdad

la*ll, < Iz,

Es decir, en el caso de martingalas positivas es mas transparente la relacién entre
los mundos conmutativo y no conmutativo. La demostracién original de Junge [26]
se apoya en la teoria de mddulos de Hilbert [41] y resulta bastante compleja. Una
demostracién casi automatica se obtiene utilizando un resultado muy profundo [38]
sobre interpolacién real de espacios L, (M, 7). Esto permite obtener el Teorema 4.4
a partir del resultado de Cuculescu y el caso trivial para p = co. Ademas, esta nueva
demostracién permite obtener el orden de crecimiento éptimo de la constant 7,

Yy~ (p—1)"? cuando p— 1.

Es decir, 7, se comporta como (5]2, donde d,, es la constante en la desigualdad de Doob
clasica, véase [37, 73] para una exposicién mas detallada. Por dltimo concluimos
observando que las técnicas de Cuculescu y Junge en sus respectivos trabajos nos
conducen a un conocimiento mucho mds depurado de la nocién de operador maximal
no conmutativo. Esto se ha explotado recientemente en [38] para obtener versiones no
conmutativas de teoremas ergddicos maximales.

4.5 Desomposicion de Gundy

La forma no conmutativa de la descomposicién de Gundy [54] para martingalas
encuentra esencialmente dos dificultades. Siguiendo la terminologia del Capitulo 1
para la descomposicién clasica de Gundy, la primera es emular el conjunto donde
supy, |dvk| > 0, que estad definido en términos de una funcién maximal. Aqui la idea
consiste en identificar dicho conjunto como una unién de soportes

{Sup|d7k| > 0} - {|d7k| > 0} = J supp|dl.
k>1

k>1 k>1

Es decir, la estimacién de v es equivalente a

(U supp ldil) S 11 £k

k>1

La formulaciéon no conmutativa utiliza la nocién de proyeccién soporte de un operador
T-medible, introducida antes. Por otro lado, la segunda dificultad que aparece es que
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las demostraciones cldsicas de la descomposicién de Gundy y sus variantes necesitan
en todos los casos hacer uso de al menos un tiempo de parada. Nuevamente la nocién
de tiempo de parada es puntual y por tanto carece de sentido en el contexto no
conmutativo. Esta dificultad se solventa en [54] utilizando una construccién de tipo
Cuculescu para martingalas autoadjuntas no positivas, como la descrita en la prueba
del Teorema 4.3. Efectivamente, un momento de reflexion lleva a observar que dicha
construccion es lo mds parecido a un tiempo de parada.

Teorema 4.5 Sea (M, 1) un espacio de probabilidad no conmutativo y (M,,),>1 una
filtracion de M. Si x = (x,,),>1 es una martingala respecto de (M,,),>1 acotada en
Li(M,7) y A > 0, existe una descomposicion de x: como suma x = a+ 3 +~" + ~°
de martingalas adaptadas a (M,,),>1 y tales que

mix {33, S el Ar(\/ supp (1) Ar(\ supplingl) § <l
k=1

E>1 k>1

donde p V q denota la proyeccion con rg(p V q) = rg(p) + rg(q).

La diferencia esencial entre la descomposicién original de Gundy [23] y su versién
no conmutativa [54] reside en que la primera utiliza tres martingalas mientras que
la segunda necesita cuatro. Efectivamente, sin mucho rigor se puede decir que este
fenémeno se debe a la naturaleza fila/columna de los espacios de Hardy H,(M, 7) de
martingalas no conmutativas, que analizaremos después. Mds concretamente, 7" y ¢
son las partes fila y columna de su contrapunto conmutativo . En [54] se da un sencillo
argumento que justifica que no existe una posible descomposicién en tres martingalas
con estas propiedades, porque ello conduciria a la negacién de las desigualdades de
Burkholder-Gundy no conmutativas [60]. Por dltimo, la descomposicién en [54] no es
sélo un resultado de existencia sino una descomposicién explicita donde, como hemos
sefialado antes, se utiliza la construccién de Cuculescu [10] como pieza clave. No
damos aqui la descomposicién explicita de z, véase [54] para los detalles y para otras
descomposiciones relacionadas.

Al igual que en el contexto clasico, la descomposiciéon de Gundy es un arma poderosa
para obtener desigualdades de tipo débil. En [54] se obtienen dos aplicaciones en esta
linea. Concretamente, la acotacién débil (1,1) de las transformadas de martingalas
no conmutativas asi como el andlogo no conmutativo de la desigualdad débil para la
funcién cuadrado, debida a Burkholder. En otras palabras, la acotacién débil (1,1) de
la desigualdad de Burkholder-Gundy que no fue estudiada en [60]. Estos dos resultados
habian sido probados con anterioridad por Randrianantoanina utilizando argumentos
mucho menos directos [63, 64]. La principal contribucién de las demostraciones dadas
en [54] reside en su simplicidad, que se deriva del uso de la descomposicién de Gundy
para martingalas no conmutativas.
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4.6 Desigualdades L, de martingalas no conmutativas

Desde la publicacién por Pisier y Xu de [60] en 1997, las desigualdades L, de
martingalas no conmutativas han experimentado un desarrollo exponencial. Revisamos
aqui los resultados mas importantes no considerados hasta ahora. A saber, la acotacién
L, de las transformadas de martingalas no conmutativas [63], las desigualdades no
conmutativas de Burkholder-Gundy [60]. También comentaremos una generalizacidn
muy reciente [47] que incluye ambos resultados como caso particular.

A. Transformadas de martingalas. Dado un espacio de probabilidad cuantico (M, 7)
sea (M,,),>1 una filtracién de subdlgebras de von Neumann de M. Consideramos una
sucesién £ = (&,)n>0 en M adaptada a (M,,),>1 que satisfacen las siguientes propie-
dades:

e =1,
® SUPp>g [€nllm, <1,

e {1 €M, 1N M) paran > 1,

donde M/, denota el conmutador de M,,. Dado 1 < p < oo, sea = (x,,),>1 una
martingala adaptada a la filtracién (M,,),>1 y acotada en L,(M, 7). Entonces, el
operador transformada de martingalas A; se define como

Ag ( Z dﬂﬂk) = Z Sp—1dxy = Z dxp&r—1.
k=1 k=1 k=1

Puesto que es evidente que A¢ estd acotado en Ly(M, 7), combinando el método de
interpolacién real con un argumento de dualidad basta con probar la estimacién débil
(1,1) para obtener el resto. Para ello es necesario utilizar el espacio L; ..(M, T) que
estd determinado por la seminorma
2/l atr) = D AT (X000 (1))
A>0

donde x(x0)(|7]) es la proyeccién espectral de |z| asociada al intervalo (A, 00).

Teorema 4.6 Se tiene que

H z”: fk—ldﬂfk‘
k=1

para todo n > 1 y cierta constante absoluta independiente de & = (&,,)n>0.

S| 2w
LisoM,7) ™ ; b Li(M,7)
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La demostracién original de [63] es bastante técnica. No obstante, haciendo uso
del Teorema 4.5, el argumento es tan sumamente sencillo que merece la pena incluirlo
en estas notas. Tenemos que probar la siguiente desigualdad con constantes que no
dependen de A > 0

el | S 5 [ 3
k=1 k=1

Aplicando el Teorema 4.5 para ), se tiene

‘ Z fkquk’ < 4’ Z fkqdoék’ + 4‘ Z Er—1d s,
=1 =1 k=1

2 n
+4| > gy
k=1

L1(M,T)
’2

2

Y

+ 4‘ Z Er—1dvp
k=1

donde hemos utilizado la desigualdad
la + b]? < 2]al® + 2]b|?

para operadores. Tomando trazas y usando la desigualdad quasi-triangular

AT <X(>\,oo) (‘ z”: Ek—ldIkD)
k=1

< AT (X(,\z/4,oo) (4) igk—ldakr)) + AT (X(/\2/4700) (4‘ i&c—ldﬁ’“r))
k=1 k=1

))

n 2 n

+ AT <X(/\2/4,oo) <4) kafld’ﬁ;‘ )) + AT(X(A2/4,OO) (4‘ Zékqdvﬁ
1 =1

= A+B+C+D.

Para el primer término utilizamos la desigualdad de Chebychev

n

1w 2 1 s 1 )
ASH| ;sk_ldak\t = 3 2 ecadonll; < 53 ol 5 | > dm

k=1 k=1

El segundo término se estima de forma similar

B — AT(Xo/z,oo)(Q‘ifkldﬁkD)
k=1
S |Seman] < Slaml, s | San
k=1 k=1 k=1
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Para el término D, notamos que | >}, &—1d75|? estd soportado por la proyeccién

\/ supp|dy].

1<k<n

Con esta observacion, se sigue que

D < AT( \/ supp|d’yg\) S H dek
k=1

1<k<n

1

Para el dltimo término utilizamos que la seminorma en L; (M, 7) es invariante al
tomar adjuntos y que &,_; conmuta con dxj. De este modo, estimamos C del mismo
modo que D. Esto concluye la prueba. El Teorema 4.6 tiene profundas implicaciones
tanto en teoria de martingalas no conmutativas como a la hora de estimar constantes
UMD de ciertos espacios de funciones no conmutativos, véase [63] o la exposicién de
Xu en [73].

B. Desigualdades de Burkholder-Gundy. Dados 1 <p < ooy x = (21,%2,...,%y)
una martingala finita en L,(M, 7), las funciones cuadrado fila y columna asociadas
a z se definen como

S, (z) = (Z dxkdx,t)é y S.(z) = (Z dedxk> %.

k>1 k>1

Noétese que la no conmutatividad hace que ambas funciones cuadrado sean distintas en
general, pero igualmente legitimas! La dificultad radica en dar una norma que conceda
la misma importancia a ambas expresiones y nos permita obtener una generalizacién
de las desigualdades de Burkholder-Gundy en este contexto. Nétese también que si e;;
es la matriz con todas sus entradas 0 excepto en la entrada (4, j) donde vale 1, se tiene
(ejercicio) que

S,«(J,’) ~ S¢($)®611 = ‘Zdl’k@elk

SC(I) ~ SC(I) ®e = ’ Zdl‘k X €kl

k>1

Y

Entonces definimos

1

= H dekz ® e

Lp(M&B(l2),r&Tr)

k>1 P k>1
1
2
[l = H(Zdwidzk) - HZdIk@ekl Lp(M&B(£2) r®Tr)
k>1 b k>1 P 2 TE
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Esto proporciona dos normas en el espacio de las martingalas finitas. Los espacios
de Hardy fila y columna se definen como las correspondientes completaciones y los
denotaremos por H; (M, 7) y H5(M, ) respectivamente. El espacio de Hardy de
martingalas no conmutativas 7,(M, 7) se define entonces como sigue

_ HyM,T) +H (M, T), sil<p<2
Hp(M,T)—{HE(M’T)QH&M’T), si2 <p<oo.

Las normas que asi se obtienen son

e Sil<p<2
Ieliratn = E {Ilbgonn + I2ligonn -

e Si2<p<

lolheain = mix {lelbgin > 1ol |-

Esto sigue una analogia completa con la desigualdad de Khintchine no conmutativa
[42, 43]. La versién no conmutativa de la desigualdad de Burkholder-Gundy es el
resultado principal del trabajo de Pisier y Xu [60)].

Teorema 4.7 Dado 1 < p < oo, el espacio de Hardy H,(M,T) es isomorfo a
L,(M, ). Concretamente, existen constantes positivas «, y (3, que dependen sélo
de p y tal que cualquier martingala x acotada en L, (M, T) satisface

o Mzl < N2l < Bollzllrg (-

Observacion 4.8 Sean fi, fo,... € L,(2) y €1,¢€9, ... las funciones de Rademacher
de manera que f; ® € son diferencias de martingalas respecto de la filtracién diddica
en [0, 1] tensorizada con ¥, la o-algebra original en €. Entonces, las desigualdades de
Burkholder-Gundy nos ofrecen esta forma fuerte de la desigualdad de Khintchine

() 1 awe (S iar)’

Del mismo modo, la desigualdad de Burkholder-Gundy no conmutativa nos lleva a la
desigualdad de Khintchine no conmutativa [42, 43]. Es un problema abierto extender
la desigualdad de Khintchine no conmutativa a valores 0 < p < 1.

1
Cdsdu(w))” ~,

Ly(Q)

Observacion 4.9 En [60] también se da una versién no conmutativa del espacio BMO
de martingalas y se demuestra la versién del teorema de dualidad de Fefferman [17]

para martingalas no conmutativas, que asegura que el dual de H; (M, 7) es el espacio
BMO(M, 1), acudir a [60] para més detalles.
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Observacion 4.10 En el Capitulo 1 se mostré que la descomposicién de Gundy unida
a ciertas estimaciones BMO sencillas, nos proporcionaban desigualdades débiles de tipo
débil (1,1) y Loo—BMO, desde las que podiamos interpolar para deducir desigualdades
en toda la escala L,. Este enfoque se ha revelado el mds sencillo para probar esta clase
de desigualdades y no siempre coincide con el que encontramos en la literatura. De
hecho, en el Capitulo 1 demostramos los Teoremas 1.13 y 1.15 que proporcionaban
desigualdades alin mas generales que implican las desigualdades cldsicas. Un enfoque
paralelo, que también vale para integrales singulares semiconmutativas, se desarrolla
en [47]. Consideramos que el argumento utilizado alli es el mas directo en el contexto

no conmutativo.

4.7 Material de lectura

Algebras de von Neumann. [39, 70]
Espacios L, no conmutativos. [57, 61, 71]
Espacios de operadores. [16, 57, 58|
Probabilidad cudntica y probabilidad libre. [48, 72]

Teorema de Grothendieck para espacios de operadores.

Geometria de los espacios L, y espacios de operadores.

[24, 27, 59, 74]
31, 32, 33, 34]

Maximal de Doob no conmutativo. [10, 26, 38|
Transformadas de martingalas no conmutativas. [47, 54, 63]
Desigualdad de Burkholder-Gundy no conmutativa. (47, 54, 60, 64]
Descomposiciones de Gundy y de Davis no conmutativas. [54, 56]
Desigualdad de Burkholder y funcién cuadrado condicional. [36, 51, 65]
Desigualdades de tipo Khintchine y Rosenthal para v.a. libres. [11, 35, 53]
Maximal ergédico no conmutativo. [38]
Teoria de Littlewood-Paley-Stein no conmutativa. [28]
Espacios BMO no conmutativos y semigrupos de difusion. [46]
Descomposicién de CZ y OCZ's semiconmutativos. [52]
Funciones cuadrado de Calderén-Zygmund semiconmutativas. [45, 47]
Teoria de Calderén-Zygmund puramente no conmutativa. [29, 30]

Teoria de informacién cuantica y analisis no conmutativo.

[55]
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