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1
Desigualdades de martingalas

Revisaremos las desigualdades Lp de martingalas más relevantes. En contraste con
el enfoque clásico, obtendremos dichas desigualdades a partir de estimaciones de tipo
débil (1, 1) y L∞-BMO para una función cuadrado generalizada. También evitaremos
los tiempos de parada en la medida de lo posible. Tanto los resultados como la manera
de obtenerlos nos serán útiles en los caṕıtulos sucesivos.

1.1 Esperanza condicionada

Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de probabilidad y f ∈ L1(Ω). Dada Γ una σ-subálgebra
de Σ, definimos la esperanza condicionada EΓ(f) de f respecto de Γ como la única
función Γ-medible que satisface∫

A

fdµ =

∫
A

EΓ(f)dµ para todo A ∈ Γ.

Es sencillo demostrar que la esperanza condicionada existe y es única. Efectivamente, la
expresión ν(A) =

∫
A
fdµ define una medida absolutamente continua en Γ respecto de

µ. El teorema de Radon-Nikodym nos asegura entonces que debe existir una densidad
EΓ(f) ∈ L1(Ω,Γ, µ) tal que ν(A) =

∫
A

EΓ(f)dµ para todo A ∈ Γ. Además, es claro
que dicha función es única si imponemos que sea Γ-medible.

La esperanza condicionada es en general una función dif́ıcil de calcular de forma
expĺıcita. No obstante, cuando Γ es una partición numerable de Ω = ∪k≥1Ak, se
obtiene fácilmente que

EΓ(f)(x) =
∞∑
k=1

( 1

µ(Ak)

∫
Ak

fdµ
)
χAk(x).

Aśı deducimos que para Γ = {∅,Ω} la σ-álgebra trivial, se tiene que EΓ es la esperanza
estocástica. Por otro lado, cuando Γ es la σ-álgebra generada por una variable aleatoria
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γ : Ω → R tomando valores en un conjunto numerable (λk)k≥1, entonces se hacen
evidentes las conexiones con otras nociones clásicas de la probabilidad. Efectivamente,
si Ak denota el conjunto {γ = λk}, la esperanza condicionada EAk(f) de f respecto
del suceso Ak se obtiene como sigue

EAk(f) =
1

µ(Ak)

∫
Ak

fdµ =
1

µ(Ak)

∫
Ak

EΓ(f)dµ = EΓ(f)|Ak .

Si f =
∑
αj χSj también toma valores en un conjunto numerable de puntos, entonces

aparecen las probabilidades condicionadas µ(Sj|Ak) de los Sj’s respecto de los Ak’s.
Efectivamente, tenemos que

∞∑
j=1

αjµ(Sj|Ak) = EAk(f) = EΓ(f)|Ak =
∞∑
j=1

αjEΓ(χSj)|Ak .

Aunque la motivación es probabiĺıstica, la noción de esperanza condicionada es muy
utilizada en análisis y trasciende a la probabilidad. Nótese de hecho que la imposición
de que µ sea una medida finita no es esencial en la definición y nos bastará casi
siempre con trabajar en espacios de medida semifinitos. La siguiente lista de propiedades
algebraicas/anaĺıticas prácticamente caracterizan (salvo una condición adicional de
continuidad) la esperanza condicionada.

1. EΓ es lineal.

2. EΓ es positiva: f ≥ 0⇒ EΓ(f) ≥ 0.

3. EΓ preserva la integral:
∫

Ω
fdµ =

∫
Ω

EΓ(f)dµ.

4. EΓ es modular: g Γ-medible ⇒ EΓ(fg) = EΓ(f)g.

5. EΓ es una proyección

EΓ ◦ EΓ(f) = EΓ(f) y

∫
Ω

EΓ(f)gdµ =

∫
Ω

fEΓ(g)dµ.

La única propiedad no evidente a primera vista es la modularidad. A saber, las
demás son triviales salvo la segunda propiedad de proyección, que se sigue (ejercicio)
de la modularidad. Para probar que EΓ(fg) = EΓ(f)g asumimos que f es positiva (sino
rompemos f en sus partes positivas y utilizamos linealidad) y consideramos entonces
las medidas positivas

νΣ(A) =

∫
A

fdµ,

νΓ(B) =

∫
B

EΓ(f)dµ,
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para A ∈ Σ y B ∈ Γ. La propiedad de esperanza condicionada nos asegura que νΣ y
νΓ coinciden en la σ-álgebra Γ. Dado B ∈ Γ y puesto que g es Γ-medible, tenemos
entonces que ∫

B

fgdµ =

∫
B

gdνΣ =

∫
B

gdνΓ =

∫
B

EΓ(f)gdµ.

El siguiente resultado completa nuestra lista de propiedades.

Lema 1.1 EΓ satisface:

a) EΓ es fiel: f ≥ 0, EΓ(f) = 0 ⇒ f = 0.

b) EΓ es monótona: Γ1 ⊂ Γ2 ⊂ Σ⇒ EΓ1 ◦ EΓ2 = EΓ2 ◦ EΓ1 = EΓ1 .

c) Si f es independiente de Γ, i.e.

µ
(
A ∩

{
f ∈ E

})
= µ(A)µ

(
{f ∈ E}

)
para todo A ∈ Γ y todo boreliano E, entonces se tiene que

EΓ(f) =

∫
Ω

fdµ.

d) Se tiene que
∣∣EΓ(f)

∣∣ ≤ ‖f‖∞ a.e− µ y si 1 ≤ p <∞∥∥EΓ(f)
∥∥
p
≤ ‖f‖p y

∣∣EΓ(f)
∣∣ ≤ EΓ

(
|f |2
) 1

2 .

Demostración. a) es trivial. Dado A ∈ Γ1 ⊂ Γ2, sabemos que∫
A

EΓ1(EΓ2(f))dµ =

∫
A

EΓ2(f)dµ =

∫
A

fdµ =

∫
A

EΓ1(f)dµ =

∫
A

EΓ2(EΓ1(f))dµ

de donde se deduce b). Por otro lado, si f es independiente de Γ y A ∈ Γ∫
A

EΓ(f)dµ =

∫
A

fdµ =

∫ ∞
0

µ(χAf > s)ds

= µ(A)

∫ ∞
0

µ(f > s)ds = µ(A)

∫
Ω

fdµ =

∫
A

(∫
Ω

fdµ
)
dµ.

La propiedad c) se deduce de la unicidad de la esperanza condicionada. Para la última
propiedad, comenzamos observando que |EΓ(f)| ≤ EΓ(|f |). Efectivamente, puesto que
|EΓ(f)| = (sgnEΓ(f))EΓ(f) y sgnEΓ(f) es Γ medible, dado A ∈ Γ∫

A

|EΓ(f)|dµ =

∫
A

EΓ

(
(sgnEΓ(f))f

)
dµ =

∫
A

(sgnEΓ(f))fdµ

=
∣∣∣ ∫

A

(sgnEΓ(f))fdµ
∣∣∣ ≤ ∫

A

|f |dµ =

∫
A

EΓ(|f |)dµ,
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de donde se deduce nuestra afirmación ya que |EΓ(f)| y EΓ(|f |) son Γ-medibles. Por
otro lado, puesto que asumimos (como poco) que (Ω,Γ, µ) es semifinito, es fácil
comprobar (ejercicio) que

‖EΓ(f)‖∞ = sup
A∈Γ |µ(A)<∞

1

µ(A)

∫
A

|EΓ(f)|dµ ≤ ‖f‖∞.

Utilizando nuevamente que |EΓ(f)| ≤ EΓ(|f |), se obtiene ‖EΓ(f)‖1 ≤ ‖f‖1. Por
consiguiente, EΓ : Lp(Ω) → Lp(Ω) es contractivo para p = 1,∞. Por interpolación
deducimos que lo mismo es cierto para todo 1 < p < ∞. Nos queda comprobar la
última afirmación. Comenzamos suponiendo que f ≥ 0, entonces dado A ∈ Γ∫

A

EΓ(f)2dµ =

∫
Ω

EΓ(χAf)2dµ

=
∥∥EΓ(χAf)

∥∥2

2
≤
∥∥χAf∥∥2

2

=

∫
Ω

χAf
2dµ =

∫
Ω

EΓ(χAf
2)dµ =

∫
A

EΓ(f 2)dµ.

Esto nos proporciona la desigualdad deseada para f ≥ 0. Por otro lado, si f : Ω→ R
podemos romper f = f+− f− con f+, f− ≥ 0 y de soportes disjuntos. Aśı obtenemos∣∣EΓ(f)

∣∣2 = EΓ(f+)2 + EΓ(f−)2 − 2EΓ(f+)EΓ(f−)

≤ EΓ(f+)2 + EΓ(f−)2 ≤ EΓ(f 2
+) + EΓ(f 2

−)

= EΓ(f 2
+) + EΓ(f 2

−)− 2EΓ(f+f−) = EΓ(|f |2).

Finalmente, si f : Ω→ C escribimos∣∣EΓ(f)
∣∣2 =

∣∣EΓ(Ref)
∣∣2 +

∣∣EΓ(Imf)
∣∣2 ≤ EΓ(|Ref |2) + EΓ(|Imf |2) = EΓ(|f |2). �

Observación 1.2 La propiedad c) del Lema 1.1 (sobre independencia respecto de Γ)
es el único punto hasta ahora en donde hemos precisado trabajar con un espacio de
probabilidad. La propiedad d) se sigue de Jensen condicional

ϕ : R→ R convexa ⇒ ϕ(EΓ(f)) ≤ EΓ(ϕ(f)).

Otra propiedad no mencionada en el lema es la desigualdad de Hölder condicional

1

r
=

1

p
+

1

q
⇒ EΓ

(
|fg|r

) 1
r ≤ EΓ

(
|f |p
) 1
pEΓ

(
|g|q
) 1
q .

Si no consideramos estas propiedades es porque en lo sucesivo utilizaremos únicamente
las propiedades algebraicas de la esperanza junto con las del lema. Esto es una buena
noticia porque dichas propiedades son prećısamente las que se conservan en el contexto
no conmutativo, analizado en el Caṕıtulo 4.
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1.2 Martingalas en Lp y BMO

Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito. Una filtración de Σ es una sucesión
creciente (Σn)n≥1 de σ-subálgebras σ-finitas de Σ. Asumiremos siempre que la unión
∪n≥1Σn es densa en el siguiente sentido: para todo par (f, g) ∈ L∞(Ω)×L1(Ω) existe
una sucesión de funciones (ϕn)n≥1 en L∞(Ω) con

• ϕn es Σn-medible,

• ĺım
n→∞

∫
Ω

ϕngdµ =

∫
Ω

fgdµ.

En lo que sigue escribiremos En para denotar a la esperanza condicionada EΣn . Dado
1 ≤ p ≤ ∞, una martingala en Lp(Ω) es una sucesión f = (fn)n≥1 de funciones que
satisfacen

•
∫

Ω
|fn|pdµ <∞ para todo n ≥ 1,

• f es un proceso adaptado: fn es Σn-medible para todo n ≥ 1,

• f satisface la condición de martingala: En−1(fn) = fn−1 para todo n ≥ 1.

Esto es equivalente a (ejercicio)

fn ∈ Lp(Ω) y En(fm) = fmı́n(m,n).

Aunque casi todas las martingalas serán de esta forma, conviene recalcar que existen
otros tipos importantes de martingalas. La definición más general es como sigue. Sea
Λ un conjunto de ı́ndices parcialmente ordenado. Consideramos una colección (Σn)n∈Λ

de σ-subálgebras indexada por Λ. Supongamos que es creciente respecto del orden
dado: n ≤Λ m ⇒ Σn ⊂ Σm. Entonces, una martingala en Lp(Ω) es una colección
f = (fn)n∈Λ indexada por Λ que satisface

fn ∈ Lp(Ω) y n ≤Λ m⇒ En(fm) = fn.

Aśı podemos considerar distintos tipos de martingalas. Una martingala es bilateral
cuando Λ no tiene ni maximal ni minimal. Por ejemplo, podemos considerar Λ = Z
en lugar de los naturales. Por regla general, el orden con el que se trabaja es un orden
total. No obstante, existe un caso importante en la literatura en el que el orden no es
total. Se trata de las martingalas multi-indexadas donde Λ = Nm con el orden j ≤ k
sii js ≤ ks para 1 ≤ s ≤ m. Otro caso importante es el de martingalas continuas en
las que Λ es no numerable, por ejemplo Λ = [0, 1] con su orden natural. Algunas de
estas martingalas aparecerán más adelante en estas notas.
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Nos queda una forma más de martingalas que no está contemplada en la definición
dada. Una filtración inversa es una sucesión (Σn)n∈Λ de σ-subálgebras decreciente
respecto del orden dado. Aśı definimos una martingala inversa f = (fn)n∈Γ en
Lp(Ω) por las condiciones

fn ∈ Lp(Ω) y n ≤Λ m ⇒ Em(fn) = fm.

Dichas martingalas serán relevantes en el Caṕıtulo 3 en conexión con los semigrupos.

En lo que sigue volvemos a la definición original de martingala con Λ = N. Dada
una martingala f = (fn)n≥1, definimos sus diferencias de martingala como df1 = f1

y dfk = fk − fk−1 para k ≥ 2. De este modo tenemos que

fn =
n∑
k=1

dfk.

Es fácil comprobar (ejercicio) que fn aśı definida es una martingala en Lp(Ω) sii

dfk ∈ Lp(Ω) , dfk es Σk-medible , Ek−1(dfk) = 0.

Observación 1.3 Si f es martingala en L2(Ω), sus diferencias son ortogonales.

El espacio de martingalas en Lp(Ω) es demasiado grande para nuestros propósitos.
El subespacio adecuado es el de las martingalas acotadas en Lp(Ω), que se define
bajo la condición

‖f‖p = sup
n≥1
‖fn‖p <∞.

Nótese que dicho supremo es un ĺımite puesto que la sucesión ‖fn‖p es creciente porque

‖fn‖p = ‖En(fn+1)‖p ≤ ‖fn+1‖p.

Lema 1.4 Se tiene que:

a) Si 1 ≤ p <∞,
⋃
n≥1 Lp(Σn) es denso en Lp(Ω).

b) Si p =∞,
⋃
n≥1 L∞(Σn) es denso débil-∗ en L∞(Ω).

Demostración. La segunda afirmación no es otra cosa que una reformulación de la
condición de densidad impuesta en la filtración. Para demostrar la primera afirmación
suponemos de momento que µ es una medida finita. Basta probar

g ∈ Lp′(Ω) t.q.

∫
Ω

fgdµ = 0 ∀ f ∈
⋃
n≥1

Lp(Σn) ⇒ g = 0.
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Efectivamente, puesto que todo funcional que se anula en
⋃
n≥1 Lp(Σn) también lo

hace en Lp(Ω), el teorema de Hahn-Banach nos permite concluir. Como µ es finita,
sabemos que Lp′(Ω) ⊂ L1(Ω) y además podemos escoger f ∈

⋃
n≥1 L∞(Σn). La

densidad débil-∗ nos asegura que entonces∫
Ω

fgdµ = 0 ∀ f ∈ L∞(Ω),

de manera que g = 0 en L1(Ω). En el caso σ-finito es claro como proceder. �

Proposición 1.5 Caracterización de martingalas acotadas en Lp(Ω):

a) Sea 1 ≤ p <∞ y fijemos f∞ ∈ Lp(Ω). Si definimos las funciones fn = En(f∞),
entonces la sucesión f = (fn)n≥1 es una martingala acotada en Lp(Ω) y tenemos

‖f‖p = ‖f∞‖p y ĺım
n→∞

‖f∞ − fn‖p = 0.

Cuando p =∞, se obtiene lo mismo respecto de la topoloǵıa débil-∗.

b) Sea 1 < p ≤ ∞ y fijemos f = (fn)n≥1 martingala acotada en Lp(Ω). Entonces
existe f∞ ∈ Lp(Ω) tal que fn = En(f∞). Es más, cuando p = 1 se dan las
mismas circunstancias si además f es uniformemente integrable. Es decir, para
toda sucesión decreciente (Ak)k≥1 de conjuntos medibles con µ(Ak) → 0, se
tiene

ĺım
k→∞

sup
{∫

Ak

|fn|dµ
∣∣n ≥ 1

}
= 0.

Por consiguiente, tenemos un isomorfismo isométrico

f∞ ∈ Lp(Ω) 7→
(
En(f∞)

)
n≥1
∈
{

martingalas acotadas en Lp(Ω)
}∗
,

donde ∗ denota que cuando p = 1 tenemos que añadir integrabilidad absoluta.

Demostración. Es evidente que (En(f∞)) define una martingala acotada en Lp(Ω)
con ‖f‖p ≤ ‖f∞‖p, incluso si p = ∞. Si vemos que ‖f∞ − fn‖p → 0, entonces se
tendrá que ‖f‖p = ‖f∞‖p para toda f∞ ∈ Lp(Ω). Puesto que dicha propiedad se
satisface cuando la función f∞ es Σn-medible, el resultado de densidad del Lemma 1.4
nos permite concluir. Nótese que el mismo argumento funciona en L∞(Ω) respecto de
la topoloǵıa débil-∗. Nos queda ver ‖f‖∞ = ‖f∞‖∞, sea g∞ ∈ L1(Ω) de norma 1 tal
que

‖f∞‖∞ ∼
∫

Ω

f∞g∞dµ.
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Definimos gn = En(g∞), entonces

0 ≤ ‖f∞‖∞ − ‖fn‖∞ .
∫

Ω

f∞g∞dµ−
∫

Ω

fngndµ

=

∫
Ω

(f∞ − fn)g∞dµ+

∫
Ω

fn(g∞ − gn)dµ.

El primer término tiende a 0 porque fn → f∞ en la topoloǵıa débil-∗, mientras que el
segundo lo hace porque gn → g∞ en L1(Ω). Esto concluye la prueba del apartado a).

Pasamos ahora a la demostración del apartado b). Si p > 1, se tiene que Lp(Ω) es
el dual de Lp′(Ω) y por el teorema de Banach-Alaoglu sabemos que la bola unidad de
Lp(Ω) es compacta en la topoloǵıa débil-∗. Por tanto, dada f = (fn)n≥1 martingala
acotada en Lp(Ω), existirá una subsucesión fnk que converge a cierta f∞ ∈ Lp(Ω) en
la topoloǵıa débil-∗. Aśı, dado A ∈ Σn y nk ≥ n tendremos∫

A

fndµ = ĺım
k→∞

∫
A

En(fnk)dµ = ĺım
k→∞

∫
A

fnkdµ =

∫
A

f∞dµ.

Esto nos da fn = En(f∞) para todo n ≥ 1. La condición adicional impuesta en L1(Ω)
se debe al teorema de Dunford-Pettis, que asegura que un conjunto es uniformemente
integrable en L1(Ω) sii es relativamente compacto respecto de la topoloǵıa débil. Esto
permite reconstruir el argumento dado. Por último, la existencia de dicho isomorfismo
isométrico es obvia si p > 1. Para p = 1 resta comprobar que si fn = En(f∞) para
cierta f∞ en L1(Ω), entonces f = (fn)n≥1 es uniformemente integrable en L1. Esto
lo dejamos como ejercicio. �

La Proposición 1.5 nos permite identificar Lp(Ω) con el espacio de martingalas
acotadas∗ en Lp(Ω). Una consecuencia de dicha caracterización es la descomposición
de Krickeberg, que nos asegura que toda martingala acotada∗ es combinación lineal de
4 martingalas positivas. Efectivamente, dada f = (fn)n≥1 acotada∗ en Lp(Ω) sabemos
que existe f∞ ∈ Lp(Ω) tal que fn = En(f∞). Rompemos f∞ = f 1

∞− f 2
∞+ if 3

∞− if 4
∞

en funciones positivas y definimos f j = (En(f j∞))n≥1.

Observación 1.6 Las martingalas acotadas en L1(Ω) no uniformemente integrables
no satisfacen fn = En(f∞) y la descomposición dada no funciona en este caso. No
obstante, también existe una descomposición de Krickeberg (más compleja) para toda
martingala acotada en L1(Ω). Esto será de utilidad más adelante. El lector interesado
puede encontrar dicha descomposición en [62].

Una vez definida la norma Lp de las martingalas, nos resta introducir la norma
BMO de martingalas. Dada una función Σ-medible f en Ω, definimos su norma BMO
como sigue

‖f‖BMO = sup
n≥1

∥∥∥En
(∣∣f − En−1(f)

∣∣2) 1
2
∥∥∥
∞
.
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donde –en consonancia con la terminoloǵıa para diferencias de martingala– imponemos
E0(f) = 0. Por otro lado, puesto que f − En−1(f) =

∑
k≥n dfk y En(dfjdfk) = 0 si

j, k ≥ n y j 6= k (ejercicio), deducimos una expresión para la norma que en ocasiones
es más útil que la propia definición

‖f‖BMO = sup
n≥1

∥∥∥En
(∑
k≥n

|dfk|2
) 1

2
∥∥∥
∞
.

Nótese además (ejercicio) que

‖f‖BMO ≤ 2‖f‖∞ ⇒ L∞(Ω) ⊂ BMO(Ω).

Observación 1.7 El lector que conozca la noción clásica de BMO (c.f. Caṕıtulo 2 más
adelante), tal vez imagine que debeŕıamos reemplazar la esperanza condicionada En−1

por En. Nuestra definición está históricamente motivada por la descripción atómica
de los espacios de Hardy asociados. La validez del teorema de John-Nirenberg o la
interpolación (real o compleja) con espacios Lp justifican la definición.

Cerramos esta sección con una colección de ejemplos:

a) Quizás una de las martingalas que primero aparecieron en la literatura y a buen
seguro la más conocida es la martingala diádica. Comenzamos tomando Ω el
intervalo [0, 1] con µ la medida de Lebesgue y la familia de intervalos diádicos

Ij,n =
(j − 1

2n
,
j

2n

)
.

Definimos entonces las σ-subálgebras de Borel

Σn = σ
({
Ij,n | 1 ≤ j ≤ 2n

})
, n ≥ 1

generadas por los intervalos de la generación n-ésima. Es fácil comprobar que
(Σn)n≥1 es una filtración creciente de σ-álgebras con unión densa y además que
la esperanza condicionada toma la forma

Enf(x) =
2n∑
j=1

1

|Ij,n|

∫
Ij,n

f(s)ds χIj,n(x).

Como ya hemos dicho, no es necesario trabajar en espacios de probabilidad
para construir martingalas. Por ejemplo, otra forma de la martingala diádica
muy utilizada en análisis armónico resulta de tomar Ω = Rm con la medida de
Lebesgue y la familia de cubos diádicos

Qj,n =
m∏
i=1

(ji − 1

2n
,
ji
2n

)
, (j, n) ∈ Zm × Z.
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Esto nos lleva a considerar

Σn = σ
({
Qj,n | j ∈ Zm

})
, n ∈ Z.

Nótese que ahora el ı́ndice de la martingala recorre Z y no N, de manera que
podemos considerar cubos tan grandes y tan pequeños como queramos. Como
antes, las esperanzas condicionadas En son muy sencillas de escribir. Aśı, dada
f∞ ∈ Lp(Rm), la sucesión f = (fn)n≥1 con fn = En(f∞) es por tanto un
ejemplo de martingala bilateral.

b) La construcción de martingalas con diferencias independientes es sin duda
la más importante. Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de probabilidad y sea (ϕk)k≥1 una
colección de variables aleatorias independientes con media 0∫

Ω

ϕk dµ = 0.

Si Σn = σ(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn) es la σ-subálgebra generada por ϕ1, . . . , ϕn, entonces
es claro que (Σn)n≥1 forma una sucesión creciente de σ-subálgebras. Nótese que
la densidad de la filtración se obtiene sin más que asumir que Σ es la σ-álgebra
generada por la unión de las Σn’s. Por tanto, tenemos una filtración. Por otro
lado, es evidente que ϕn es independiente de Σn−1 en el sentido del Lema 1.1.
De esta manera se obtiene que

ϕn es Σn-medible y En−1(ϕn) = 0.

De modo que, si existe 1 ≤ p ≤ ∞ tal que ϕn ∈ Lp(Ω), obtenemos una
sucesión de diferencias de martingala en Lp(Ω). Aśı, dada una sucesión (λk)k≥1

de escalares, podemos construir martingalas en Lp(Ω) sin más que tomar

fn =
n∑
k=1

λkϕk =
n∑
k=1

dfk.

Conviene recalcar un par de comentarios:

◦ Dichas martingalas no están necesariamente acotadas en Lp(Ω) y los valores
λk juegan un papel esencial (como veremos más adelante) para decidir si
se trata de una martingala acotada.

◦ La independencia estocástica con media 0 es una condición suficiente para
formar diferencias de martingalas, pero no necesaria. Por ejemplo, podemos
tomar la filtración diádica del apartado anterior y

dfk(x) =


+1 x ∈ I1,k,
−1 x ∈ I2,k,
0 en otro caso.
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c) La forma estándar de construir v.a. independientes nos proporciona un marco para
generar martingalas. Efectivamente, dado un espacio de probabilidad (Ω0, µ0)
consideramos el producto cartesiano de una cantidad numerable de copias

(Ω, µ) =
∞∏
k=1

(Ω0, µ0).

En este espacio de probabilidad, funciones que dependan de distintas coordenadas
son automáticamente independientes. De este modo, dada una familia (ψk)k≥1

de funciones con media 0 en (Ω0, µ0), obtenemos martingalas de la forma

fn(w) =
n∑
k=1

λkψk(wk) =
n∑
k=1

dfk(w).

Dicho de otro modo, toda sucesión f = (fn)n≥1 que satisfaga

• fn(w) = fn(w1, w2, . . . , wn),

• fn−1(w) =
∫

Ω0
fn(w1, w2, . . . , wn) dµ0(wn),

es una martingala. En particular, la construcción más común es tomar todas
las ψk iguales a una ψ dada y obtenemos martingalas formadas por copias
independientes. El ejemplo más conocido consiste en tomar Ω0 = {−1,+1} y
µ0 = 1

2
δ−1 + 1

2
δ1. De este modo, tomando ψ(w) = w –i.e. ϕk(w) = ψ(wk) son

las funciones coordenadas en Ω– obtenemos martingalas de la forma

fn =
n∑
k=1

λkϕk.

Nótese que este es un caso particular de martingala diádica pero que, como
hemos señalado antes, no toda martingala diádica proviene de diferencias de
martingala independientes, como en este caso. Otro ejemplo está dado por

gn =
n∏
k=1

(1 + λkϕk).

Compruébese que es una martingala y que

−1 ≤ λk ≤ 1 ⇒ gn ≥ 0 y ‖gn‖1 = 1.

Qué se puede decir de positividad y acotación L1 para

fn = 1 +
n∑
k=1

λkϕk?
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d) Consideramos la martingala fn =
∑n

k=1 ϕk constrúıda como antes a partir de las
funciones coordenadas en {±1}N. Dicha martingala se llama paseo aleatorio
elemental. Si tomamos ĺımites en un paseo aleatorio con incrementos cada
vez más pequeños, obtendremos un proceso aleatorio en tiempo continuo que
se denomina movimiento Browniano. Más concretamente, si el incremento
es de longitud ε, necesitaremos considerar un paseo aleatorio de longitud 1/ε2

para aproximar un movimiento Browniano de longitud 1. Dicho ĺımite Wt con
0 ≤ t ≤ 1 –también llamado proceso de Wiener– está caracterizado por tres
propiedades:

◦ W0 = 0,

◦ Wt es continua casi seguro

◦ Wt tiene incrementos independientes con distribución

Wt −Ws ∼ N (0, t− s) para 0 ≤ s < t,

con N (µ, σ) la distribución normal con esperanza µ y varianza σ2

1

σ
√

2π
exp

(
− (x− µ)2

2σ2

)
.

La condición de independencia significa que

0 ≤ s1 ≤ t1 ≤ s2 ≤ t2 ⇒ Wt1 −Ws1 y Wt2 −Ws2 son independientes.

A lo largo de estas notas no vamos a trabajar con martingalas continuas. El
lector interesado puede acudir a casi cualquier texto sobre procesos estocásticos
para más información sobre este tema.

e) Consideramos el siguiente orden parcial en Λ = N× N

γ ≤ η ⇔ γ1 ≤ η1 y γ2 ≤ η2.

Consideramos una filtración (Σγ)γ∈Λ de Σ respecto del orden dado. Sean Eγ las
correspondientes esperanzas condicionadas. Como es de esperar, asumimos que
la unión

⋃
γ∈Λ Σγ es densa en Σ. Definimos ρ = mı́n(γ, η) por ρj = mı́n

(
γj, ηj)

para j = 1, 2. Una familia 2-indexada f = (fγ)γ∈Λ de funciones se llama una
martingala con 2 ı́ndices si para cada par de puntos γ, η ∈ Λ, tenemos

Eη(fγ) = fmı́n(γ,η).

Nótese que entonces fγ es Σγ-medible. Puesto que no trabajamos con un orden
total, un ejercicio interesante para el lector es el de caracterizar las martingalas
acotadas en Lp(Ω) en este caso, aśı como proporcionar una expresión expĺıcita
para las diferencias de martingala.
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f) Otros ejemplos interesantes no los comentamos en detalle. Mencionados dos
de ellos. La filtración natural en un grupo (abeliano de momento) discreto se
define sobre una sucesión creciente de subgrupos v́ıa la representación regular a
la izquierda. También podemos considerar una filtración en (Ω1 × Ω2, µ1 × µ2)
que alterna una diferencias de martingala en la primera componente congelando
la segunda con diferencias en la segunda congelando la primera... Cada una de
estas construcciones tiene su utilidad en el contexto adecuado.

1.3 El maximal de Doob

Dado 1 ≤ p < ∞, hasta ahora hemos visto que toda martingala f = (fn)n≥1

acotada en Lp(Ω) (uniformemente integrable si p = 1) converge en norma a cierta
función f∞. La siguiente cuestión es preguntarse por la convergencia fn → f∞ en
casi todo punto. Como es bien sabido, para responder a dicha pregunta y también
para muchas otras aplicaciones que veremos más adelante, es necesario considerar una
función maximal. En nuestro caso, se trata del maximal de Doob

f ∗(x) = sup
n≥1

{
|fn|

∣∣n ≥ 1
}
.

Teorema 1.8 Desigualdades maximales de Doob:

a) Si p = 1, tenemos la desigualdad débil

sup
λ>0

λµ
{
f ∗ > λ

}
. ‖f‖1.

b) Cuando 1 < p ≤ ∞, tenemos la desigualdad fuerte

‖f ∗‖p ≤ cp ‖f‖p con cp ∼
p

p− 1
.

Demostración. Comenzamos probando la desigualdad de tipo débil. En primer lugar
observamos que es suficiente con demostrar dicha desigualdad para martingalas finitas
f = (f1, f2, . . . , fm, fm, . . .) con una constante independiente de m. Efectivamente, si
escribimos f ∗m para el maximal de Doob truncado f ∗m = supn≤m |fn|, es claro que

λµ
{
f ∗ > λ

}
= ĺım

m→∞
λµ
{
f ∗m > λ

}
. ĺım

m→∞
‖fm‖1 = ‖f‖1.

Por otro lado, también podemos asumir que f es positiva, i.e. fn ≥ 0 para 1 ≤ n ≤ m.
Ciertamente, puesto que f es finita también es de forma automática uniformemente
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integrable y podemos aplicar la descomposición de Krickeberg f = f 1−f 2 + if 3− if 4.
Entonces obtenemos

λµ
{
f ∗ > λ

}
≤ λ

4∑
j=1

µ
{
f j∗ > λ/4

}
.

4∑
j=1

‖f j‖1 . ‖f‖1.

Asumimos por tanto que f es finita y positiva. Sea Λ1 = {f1 > λ} y

Λn =
{
fj ≤ λ < fn

∣∣ 1 ≤ j < n ≤ m
}

de manera que
{
f ∗ > λ

}
=

⋃
1≤n≤m

Λn.

Tenemos entonces

‖f‖1 =

∫
Ω

fm dµ ≥
∫
{f∗>λ}

fm dµ

=
m∑
n=1

∫
Λn

fm dµ =
m∑
n=1

∫
Λn

En(fm) dµ

=
m∑
n=1

∫
Λn

fn dµ ≥ λ
m∑
n=1

µ(Λn) = λµ
{
f ∗ > λ

}
.

Esto demuestra la desigualdad de tipo débil. Por otro lado, la desigualdad fuerte es
obviamente una igualdad en L∞(Ω). Puesto que tenemos una desigualdad de tipo
débil (1, 1) y una desigualdad fuerte en L∞(Ω), las desigualdades restantes (con las
constantes anunciadas) se siguen por interpolación de Marcinkiewicz. No obstante,
damos por completitud el argumento detallado. Esgrimiendo lo mismo que en L1(Ω), no
perdemos generalidad si asumimos que f = (f1, f2, . . . , fm, fm, . . .) es una martingala
finita y positiva en Lp(Ω). Sabemos que

‖f ∗‖pp = p

∫ ∞
0

λp−1 µ
{
f ∗ > λ

}
dλ.

Fijado λ > 0, fm = gλm + hλm con gλm = fmχ{fm<λ/2} y hλm = fmχ{fm≥λ/2} y

f ∗ = sup
1≤n≤m

En(fm) ≤ sup
1≤n≤m

En(gλm) + sup
1≤n≤m

En(hλm) = γm + ξm.

Puesto que ‖γm‖∞ ≤ ‖gλm‖∞ ≤ λ/2,

µ
{
f ∗ > λ

}
≤ µ

{
γm > λ/2

}
+ µ
{
ξm > λ/2

}
= µ

{
ξm > λ/2

}
.

Por otro lado, la acotación débil proporciona

µ
{
ξm > λ/2

}
.

1

λ

∫
Ω

hλm dµ =
1

λ

∫
{fm≥λ/2}

fm dµ.
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Combinando las estimaciones obtenidas deducimos que

‖f ∗‖pp . p

∫ ∞
0

λp−2

∫
{fm≥λ/2}

fm(w) dµ(w) dλ

= p

∫
Ω

fm(w)
(∫ 2fm(w)

0

λp−2 dλ
)
dµ(w)

= 2p−1 p

p− 1

∫
Ω

fpm dµ.

De aqúı se deduce el resultado con constante cp ∼ (p/(p− 1))
1
p ∼ p/(p− 1). �

Una sucesión f = (fn)n≥1 se dice una submartingala cuando fn ≤ En(fn+1). Es
un buen ejercicio comprobar que las desigualdades maximales de Doob siguen siendo
válidas para submartingalas y también para martingalas inversas. El resultado para
martingalas inversas será utilizado más adelante en el Caṕıtulo 3.

Corolario 1.9 Sea 1 ≤ p < ∞ y f = (fn)n≥1 una martingala acotada en Lp(Ω).
Supongamos además que f es uniformemente integrable si p = 1. Entonces existe una
función f∞ ∈ Lp(Ω) tal que fn → f en casi todo punto cuando n→∞.

Demostración. La caracterización de martingalas acotadas en Lp(Ω) nos proporciona
f∞ ∈ Lp(Ω) tal que fn = En(f∞) y fn → f en Lp(Ω). Por consiguiente, f∞ es nuestro
candidato y tenemos la estimación

µ
{
w ∈ Ω

∣∣ ĺım sup
n→∞

∣∣f∞(w)− fn(w)
∣∣ > λ

}
= µ

{
ĺım sup
n→∞

∣∣f∞ − fm − En(f∞ − fm)
∣∣ > λ

}
≤ µ

{∣∣f∞ − fm∣∣ > λ/2
}

+ µ
{

sup
n≥1

∣∣En(f∞ − fm)
∣∣ > λ/2

}
≤

(2(1 + cp)

λ
‖f∞ − fm‖p

)p
−→ 0 cuando m→∞.

Por consiguiente, la medida de dicho conjunto es 0 y deducimos

µ
{

ĺım sup
n→∞

∣∣f∞ − fn∣∣ > 0
}
≤

∞∑
k=1

µ
{

ĺım sup
n→∞

∣∣f∞ − fn∣∣ > 1/k
}

= 0. �

Joseph L. Doob es considerado (junto quizás con Littlewood, Paley y Walsh) uno de
los pioneros en el estudio de martingalas. Aśı lo atestigua su bien conocida monograf́ıa
[12]. Además, Doob fue el maestro de Donald L. Burkholder. Doob y Burkholder son
los impulsores por excelencia de la teoŕıa moderna de martingalas.
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1.4 Descomposición de Gundy

Además de la desigualdad maximal de Doob, la otra herramienta esencial para
obtener desigualdades Lp de martingalas es la descomposición de Gundy, que constituye
el contrapunto probabiĺıstico de la descomposición de Calderón-Zygmund que veremos
en el Caṕıtulo 2. La descomposición original de Gundy [23] involucraba dos tiempos
de parada. Afortunadamente, Burkholder [5] obtuvo una demostración mucho más
sencilla que es la que presentamos en estas notas.

Lema 1.10 Sea f = (fn)n≥1 una martingala acotada en L1(Ω). Entonces existe una
constante absoluta c tal que las siguientes estimaciones se satisfacen para todo λ > 0

∞∑
k=1

∥∥fkχ{f∗k−1≤λ<f
∗
k}
∥∥

1
≤ c ‖f‖1,

∞∑
k=1

∥∥dfkχ{f∗k−1≤λ<f
∗
k}
∥∥

1
≤ c ‖f‖1,

∞∑
k=1

∥∥fk−1χ{f∗k−1≤λ<f
∗
k}
∥∥

1
≤ c ‖f‖1.

Demostración. Se tiene que
n∑
k=1

∥∥fkχ{f∗k−1≤λ<f
∗
k}
∥∥

1
=

n∑
k=1

∫
Ω

|Ek(fn)|χ{f∗k−1≤λ<f
∗
k} dµ

≤
n∑
k=1

∫
Ω

Ek
(
|fn|χ{f∗k−1≤λ<f

∗
k}
)
dµ

=
n∑
k=1

∫
Ω

|fn|χ{f∗k−1≤λ<f
∗
k} dµ =

∫
{f∗n>λ}

|fn| dµ ≤ ‖f‖1.

Haciendo n→∞ obtenemos la primera desigualdad. La segunda es consecuencia de la
primera y la tercera aplicando la desigualdad triangular. Para la tercera observamos que
χ{f∗k−1≤λ<f

∗
k} =

(
χ{f∗k>λ} − χ{f∗k−1>λ}

)
χ{f∗k−1≤λ}. Por tanto, la desigualdad de Hölder

proporciona
∞∑
k=1

∥∥fk−1χ{f∗k−1≤λ<f
∗
k}
∥∥

1
≤

∞∑
k=1

∥∥χ{f∗k>λ} − χ{f∗k−1>λ}
∥∥

1

∥∥fk−1χ{f∗k−1≤λ}
∥∥
∞

≤ λ
( ∞∑
k=1

µ
{
f ∗k > λ

}
− µ

{
f ∗k−1 > λ

})
= λµ

{
f ∗ > λ

}
.

La tercera desigualdad se sigue entonces de la desigualdad maximal de Doob. �
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Teorema 1.11 Sea f = (fn)n≥1 una martingala acotada en L1(Ω). Entonces, fijado
λ > 0 existe una descomposición f = α + β + γ como suma de tres martingalas
relativas a la misma filtración y tales que

máx
{1

λ
‖α‖2

2,

∞∑
k=1

‖dβk‖1, λ µ
{

sup
k≥1
|dγk| > 0

}}
. ‖f‖1.

Si f es positiva, la descomposición tiene la forma

dαk = dfkχ{f∗k≤λ} − Ek−1

(
dfkχ{f∗k≤λ}

)
,

dβk = dfkχ{f∗k−1≤λ<f
∗
k} + Ek−1

(
dfkχ{f∗k≤λ}

)
,

dγk = dfkχ{f∗k−1>λ}.

Demostración. Comenzamos asumiendo que f = (fn)n≥1 es positiva. Es sencillo
comprobar (ejercicio) que dαk, dβk, dγk son diferencias de martingalas y que su suma
es dfk. Aśı que nos resta probar las desigualdades. Puesto que en L2(Ω) las diferencias
de martingala son ortogonales, para α tenemos

‖α‖2
2 =

∞∑
k=1

‖dαk‖2
2 ≤ 4

∞∑
k=1

∥∥dfkχ{f∗k≤λ}∥∥2

2

≤ 8
∞∑
k=1

∥∥fkχ{f∗k≤λ} − fk−1χ{f∗k−1≤λ}
∥∥2

2
+ 8

∞∑
k=2

∥∥fk−1χ{f∗k−1≤λ<f
∗
k}
∥∥2

2
= A + B.

El segundo término se estima con Hölder y el Lema 1.10

B ≤ 8λ
∞∑
k=2

∥∥fk−1χ{f∗k−1≤λ<f
∗
k}
∥∥

1
. λ‖f‖1.

Para el primer término utilizamos (a− b)2 = a2 − b2 + 2b(b− a) para a, b ∈ R

A ≤ 8
∞∑
k=1

∫
Ω

f 2
kχ{f∗k≤λ} − f

2
k−1χ{f∗k−1≤λ} dµ

+ 16
∞∑
k=2

∫
Ω

fk−1χ{f∗k−1≤λ}
(
fk−1χ{f∗k−1≤λ} − fkχ{f∗k≤λ}

)
dµ = A1 + A2.

Es obvio que tenemos

A1 ≤ 8 ĺım
m→∞

∫
Ω

f 2
mχ{f∗m≤λ} dµ . λ‖f‖1.

Por otro lado, reescribimos A2 como sigue

A2 = 16
∞∑
k=2

∫
Ω

fk−1χ{f∗k−1≤λ}
(
fk−1χ{f∗k−1≤λ} − Ek−1(fkχ{f∗k≤λ})

)
dµ.
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Como Ek−1(fkχ{f∗k≤λ}) ≤ Ek−1(fkχ{f∗k−1≤λ}) = fk−1χ{f∗k−1≤λ}, deducimos que

A2 ≤ 16λ
∞∑
k=2

∫
Ω

fk−1χ{f∗k−1≤λ} − fkχ{f∗k≤λ} dµ ≤ 16λ‖f1‖1 . λ‖f‖1.

Esto completa la estimación de α. Para β tenemos

∞∑
k=1

‖dβk‖1 ≤ ‖dβ1‖1 + 2
∞∑
k=2

∥∥dfkχ{f∗k−1≤λ<f
∗
k}
∥∥

1
. ‖f‖1

debido a la segunda estimación del Lema 1.10. Finalmente, es claro que{
sup
k≥1
|dγk| > 0

}
⊂
{
f ∗ > λ

}
⇒ λµ

{
sup
k≥1
|dγk| > 0

}
. ‖f‖1.

Esto completa la demostración para martingalas positivas. Por otro lado, para cualquier
otra martingala acotada en L1(Ω) podemos aplicar la descomposición de Krickeberg,
donde utilizaremos la Observación 1.6 en el caso no uniformemente integrable

f = f 1 − f 2 + if 3 − if 4

con f j ≥ 0. El resultado se deduce de que ‖f j‖1 ≤ ‖f‖1 para j = 1, 2, 3, 4. �

Observación 1.12 Aunque es evidente, es importante señalar que la descomposición
de Gundy depende del λ > 0 considerado. Esto será importante cuando apliquemos
dicha descomposición en la siguiente sección. La descomposición original probada por
Gundy [23] aporta también la estimación adicional ‖α‖∞ . λ, no aśı la descomposición
simplificada de Burkholder [5] que hemos presentado. Aunque dicha estimación es
importante, nosotros no la vamos a necesitar a lo largo de estas notas. En términos de
tiempos de parada, se puede decir que Burkholder usa un tiempo de parada mientras
que Gundy utiliza dos.

1.5 Desigualdades Lp de martingalas

Probamos ahora una desigualdad Lp generalizada que incluye las transformadas
de martingalas, la función cuadrado de Burkholder o la desigualdad de Khintchine
entre otros casos particulares. El progreso más destacado en esta dirección se debió a
Burkholder y Gundy en su art́ıculo [6]. Las notas ya clásicas de Garsia [20] recogen
mucho de este material. No obstante, nuestro enfoque es algo distinto.
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Teorema 1.13 Consideremos los operadores

Tmf =
∞∑
k=1

ξkmdfk con sup
k≥1

∞∑
m=1

|ξkm|2 . 1.

Entonces, se tiene la siguiente desigualdad para martingalas acotadas en L1(Ω)∥∥∥( ∞∑
m=1

|Tmf |2
) 1

2
∥∥∥

1,∞
. ‖f‖1.

Demostración. Tenemos que demostrar que

sup
λ>0

λµ
{( ∞∑

m=1

|Tmf |2
) 1

2
> λ

}
. ‖f‖1.

Es evidente que podemos asumir que Tmf = 0 para m > M siempre que la constante
final no dependa de M. Fijado λ > 0, aplicamos entonces la descomposición de Gundy
f = α + β + γ asociada a λ y rompemos en 3 trozos

λµ
{( M∑

m=1

|Tmf |2
) 1

2
> λ

}
≤ λµ

{( M∑
m=1

|Tmα|2
) 1

2
> λ/3

}
+ λµ

{( M∑
m=1

|Tmβ|2
) 1

2
> λ/3

}
+ λµ

{( M∑
m=1

|Tmγ|2
) 1

2
> λ/3

}
= A + B + C.

Para estimar A, aplicamos la desigualdad de Chebyshev en L2(Ω)

A ≤ 9

λ

∥∥∥( M∑
m=1

|Tmα|2
) 1

2
∥∥∥2

2
=

9

λ

M∑
m=1

∫
Ω

|Tmα|2 dµ

=
9

λ

M∑
m=1

∞∑
j,k=1

ξjmξkm

∫
Ω

dαjdαk dµ =
9

λ

∞∑
k=1

( M∑
m=1

|ξkm|2
)
‖dαk‖2

2 .
1

λ
‖α‖2

2,

de donde se deduce que A . ‖f‖1 debido a la primera estimación de la descomposición
de Gundy. Para estimar el término B utilizamos ahora la desigualdad de Chebyshev en
L1(Ω) y obtenemos

B ≤ 3

∫
Ω

( M∑
m=1

|Tmβ|2
) 1

2
dµ = 3

∫
Ω

( ∞∑
j,k=1

[ M∑
m=1

ξjmξkm

]
dβjdβk

) 1
2
dµ

≤ 3 sup
1≤j,k≤∞

∣∣∣ M∑
m=1

ξjmξkm

∣∣∣ 12 ∫
Ω

( ∞∑
j,k=1

|dβj| |dβk|
) 1

2
dµ .

∞∑
k=1

‖dβk‖1
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puesto que |
∑

m ξjmξkm| ≤ (
∑

m |ξjm|2)
1
2 (
∑

m |ξkm|2)
1
2 . 1. De aqúı deducimos que

B . ‖f‖1 debido a la segunda estimación de la descomposición de Gundy. Por último
estimamos el término C

C = λµ
{( ∞∑

j,k=1

[ M∑
m=1

ξjmξkm

]
dγjdγk

) 1
2
> λ/3

}

≤ λµ
{

sup
1≤j,k≤∞

∣∣∣ M∑
m=1

ξjmξkm

∣∣∣ 12 ∞∑
k=1

|dγk| > λ/3
}
≤ λµ

{ ∞∑
k=1

|dγk| > 0
}
.

Como {
∑

k |dγk| > 0} = {supk |dγk| > 0}, obtenemos de la tercera estimación de la
descomposición de Gundy que C . ‖f‖1. Esto completa la demostración para m ≤ M.
Como la constante obtenida no depende de M, hemos terminado. �

Lema 1.14 Si (δj)j≥1 es la base natural de `2 y

ϕ =
∞∑
j=1

φj ⊗ δj =
(
φj
)
j≥1
,

entonces se tiene la siguiente desigualdad de normas BMO

∥∥∥( ∞∑
j=1

|φj|2
) 1

2
∥∥∥

BMO
. sup

n≥1

∥∥∥En
(∑
k≥n

‖dϕk‖2
`2

) 1
2
∥∥∥
∞

donde dϕk se calcula tomando dϕk =
∑

j≥1 d(φj)k ⊗ δj = (d(φj)k)j≥1.

Demostración. Como ‖ϕ‖`2 = (
∑∞

j=1 |φj|2)
1
2 , tenemos

∥∥∥( ∞∑
j=1

|φj|2
) 1

2
∥∥∥

BMO
= sup

n≥1

∥∥∥En
(∣∣‖ϕ‖`2 − En−1(‖ϕ‖`2)

∣∣2) 1
2
∥∥∥
∞
.

Por otro lado, dadas f, ξn : Ω→ C con ξn una función Σn−1-medible∥∥∥En
(∣∣f − En−1(f)

∣∣2) 1
2
∥∥∥
∞

≤
√

2
∥∥∥En

(
|f − ξn|2

)
+ En

(
|En−1(f − ξn)|2

)∥∥∥ 1
2

∞

≤
√

2
(∥∥En

(
|f − ξn|2

)∥∥
∞ +

∥∥En−1

(
|f − ξn|2

)∥∥
∞

) 1
2 ≤ 2

∥∥En
(
|f − ξn|2

)∥∥ 1
2

∞
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usando Lema 1.1 d). Tomando f = ‖ϕ‖2 y ξn = ‖En−1(ϕ)‖2, deducimos∥∥∥( ∞∑
j=1

|φj|2
) 1

2
∥∥∥

BMO

≤ 2 sup
n≥1

∥∥∥En
(∣∣‖ϕ‖`2 − ‖En−1(ϕ)‖`2

∣∣2) 1
2
∥∥∥
∞

≤ 2 sup
n≥1

∥∥∥En
(∥∥ϕ− En−1(ϕ)

∥∥2

`2

) 1
2
∥∥∥
∞

= 2 sup
n≥1

∥∥∥En
(∥∥∥∑

k≥n

dϕk

∥∥∥2

`2

) 1
2
∥∥∥
∞
,

pero tenemos En(‖
∑

k≥n dϕk‖2
`2

) =
∑

j,k≥n En〈dϕj, dϕk〉 = En(
∑

k≥n ‖dϕk‖2
`2

). �

Teorema 1.15 Consideramos

Tmf =
∞∑
k=1

ξkmdfk con sup
k≥1

∞∑
m=1

|ξkm|2 . 1.

Entonces, si 1 < p <∞, se tienen las siguientes desigualdades∥∥∥( ∞∑
m=1

|Tmf |2
) 1

2
∥∥∥

BMO
. ‖f‖∞ y

∥∥∥( ∞∑
m=1

|Tmf |2
) 1

2
∥∥∥
p
≤ cp ‖f‖p.

Si además
∑∞

m=1 |ξkm|2 ∼ 1 uniformemente en k, entonces tenemos la equivalencia

‖f‖p ∼cp
∥∥∥( ∞∑

m=1

|Tmf |2
) 1

2
∥∥∥
p
.

Demostración. De acuerdo con el Lema 1.14∥∥∥( ∞∑
m=1

|Tmf |2
) 1

2
∥∥∥

BMO
. sup

n≥1

∥∥∥En
(∑
k≥n

‖dϕk‖2
`2

) 1
2
∥∥∥
∞

= (∗)

con ϕ = (Tmf)m≥1. Es decir, tenemos dϕk = (ξkmdfk)m≥1, de donde deducimos

sup
k≥1

∞∑
m=1

|ξkm|2 . 1 ⇒ (∗) . sup
n≥1

∥∥∥En
(∑
k≥n

|dfk|2
) 1

2
∥∥∥
∞

= ‖f‖BMO.

Como ‖f‖BMO ≤ 2‖f‖∞, hemos terminado. Para la estimación superior Lp, notamos
primero que el caso p = 2 es trivial (ejercicio), de manera que para 1 < p < 2 podemos
interpolar con el Teorema 1.13 y para 2 < p <∞ podemos interpolar con la estimación
BMO. Para la primera, utilizamos Marcinkiewicz con el operador

Λ : f ∈ Lp(Ω) 7→
∞∑
m=1

Tmf ⊗ δm ∈ Lp(Ω; `2)
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sustituyendo Lp(Ω; `2) por L1,∞(Ω; `2) en el extremo inferior. Esto es sencillo y muy
similar al argumento utilizado en la demostración del Teorema 1.8. Concretamente,
se usa el Teorema ‘general’ de Marcinkiewicz [15, Caṕıtulo 2] con valores en `2. La
segunda interpolación require una ‘desigualdad de los buenos lambdas’ y es más com-
pleja. Como no queremos profundizar más en este tema, lo dejamos como (parte de)
un trabajo para final de curso. No obstante, el lector descontento, puede acudir a la
Observación 1.16 más abajo y sustituir aśı dicha interpolación por otra mucho más
sencilla, entre p = 2j y p = 2(j + 1). Esto completa el argumento para∥∥∥( ∞∑

m=1

|Tmf |2
) 1

2
∥∥∥
p
≤ cp ‖f‖p.

Si además asumimos que
∑

m |ξkm|2 = γk ∼ 1, tenemos

‖f‖p = sup
‖g‖p′≤1

∞∑
k=1

∫
Ω

dfkdgk dµ

= sup
‖g‖p′≤1

∞∑
k=1

1

γk

∞∑
m=1

∫
Ω

ξkmdfkξkmdgk dµ

= sup
‖g‖p′≤1

∞∑
m=1

∫
Ω

( ∞∑
k=1

ξkmdfk

)( ∞∑
k=1

ξkm
γk

dgk

)
dµ

≤
∥∥∥ ∞∑
m=1

Tmf ⊗ δm
∥∥∥
Lp(Ω;`2)

sup
‖g‖p′≤1

∥∥∥ ∞∑
m=1

( ∞∑
k=1

ξkm
γk

dgk

)
⊗ δm

∥∥∥
Lp′ (Ω;`2)

.

El supremo de la derecha está controlado por cp′ . Esto completa la prueba. �

Las desigualdades obtenidas en el Teorema 1.15 son bastante generales, de manera
que es importante mencionar algunos casos particulares destacados. Mencionaremos
de momento los más elementales, algunas desigualdades más elaboradas aparecerán
más adelante en estas notas. Por ejemplo, desigualdades Lp para funciones cuadrado
de medias ergódicas, véase el Caṕıtulo 3.

a) Si tomamos ξkm = 0 para m > 1 y ξk1 = λk, entonces( ∞∑
m=1

|Tmf |2
) 1

2
=
∣∣∣ ∞∑
k=1

λkdfk

∣∣∣
es una transformada de martingalas. De acuerdo con los Teoremas 1.13 y
1.15 sabemos que esta clase de operadores satisfacen estimaciones L1 → L1,∞,
estimaciones fuertes en Lp para 1 < p <∞ y también L∞ → BMO siempre que

sup
k≥1
|λk| <∞.
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Por otro lado, si además tenemos |λk| ∼ 1 uniformemente en k, el Teorema
1.15 nos asegura que tenemos equivalencia de normas para 1 < p <∞. Esto es
particularmente importante cuando λk = εk = ±1, pues entonces obtenemos la
condición UMD (unconditional for martingale differences). Esta condición es
crucial para desarrollar la teoŕıa de martingalas e integrales singulares vectoriales
y se escribe ∥∥∥ ∞∑

k=1

dfk

∥∥∥
p
∼cp

∥∥∥ ∞∑
k=1

εkdfk

∥∥∥
p
.

b) Si tomamos ξkm = δkm, entonces

( ∞∑
m=1

|Tmf |2
) 1

2
=
( ∞∑
k=1

|dfk|2
) 1

2
= Sf

es la función cuadrado de martingalas. Puesto que en este caso tenemos∑
m |ξkm|2 = 1 para todo k, el Teorema 1.15 nos proporciona (además de las

estimaciones L1 → L1,∞ y L∞ → BMO) las siguientes equivalencias conocidas
como desigualdades de Burkholder-Gundy

‖f‖p ∼cp
∥∥∥( ∞∑

k=1

|dfk|2
) 1

2
∥∥∥
p
.

c) Si consideramos en particular la martingala

fn =
n∑
k=1

λkεk

donde los λk’s son escalares y las εk’s son copias independientes de una Bernoulli
equidistribuida en ±1 (como se explicó en la Sección 1.2), entonces obtenemos
las desigualdades de Khintchine como consecuencia de las desigualdades de
Burkholder-Gundy(∫ 1

0

∣∣∣ ∞∑
k=1

λkεk(s)
∣∣∣p ds) 1

p ∼cp
( ∞∑
k=1

|λk|2
) 1

2
.

Nótese que el mismo argumento vale para εk’s v.a.i. de media 0 y unimodulares.

Observación 1.16 La desigualdad∥∥∥( ∞∑
m=1

|Tmf |2
) 1

2
∥∥∥
p
. cp ‖f‖p
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para p arbitrariamente grande junto con la desigualdad de tipo débil del Teorema 1.13
es todo lo que se necesita para producir las equivalencias del Teorema 1.15. A partir de
ah́ı basta con argumentos de interpolación y dualidad. Es interesante notar que dicha
desigualdad se sigue de las desigualdades de Khintchine y Burkholder-Gundy cuando
p ∈ 2N es un entero par. Usando Khintchine, tenemos∥∥∥( ∞∑

m=1

|Tmf |2
) 1

2
∥∥∥p
p

=

∫
Ω

( ∞∑
m=1

|Tmf |2
) p

2
dµ

∼
∫

Ω

∫ 1

0

∣∣∣ ∞∑
m=1

εm(s)Tmf
∣∣∣p ds dµ

=

∫ 1

0

∫
Ω

∣∣∣ ∞∑
k=1

( ∞∑
m=1

εm(s)ξkm︸ ︷︷ ︸
λk(s)

)
dfk

∣∣∣p dµ ds.
Ahora bien, Burkholder-Gundy nos da∫ 1

0

∫
Ω

∣∣∣ ∞∑
k=1

( ∞∑
m=1

εm(s)ξkm︸ ︷︷ ︸
λk(s)

)
dfk

∣∣∣p dµ ds ∼ ∫ 1

0

∫
Ω

( ∞∑
k=1

|λk(s)dfk|2
) p

2
dµ ds = (∗),

y puesto que p = 2j es par

(∗) =
∞∑

k1,k2,...,kj=1

(∫ 1

0

j∏
r=1

|λkr(s)|2 ds
)(∫

Ω

j∏
r=1

|dfkr |2 dµ
)
.

Las desigualdades de Hölder y Khintchine nos proporcionan∫ 1

0

j∏
r=1

|λkr(s)|2 ds ≤
j∏
r=1

(∫ 1

0

|λkr(s)|2j ds
) 1
j ∼

j∏
r=1

( ∞∑
m=1

|ξkrm|2
)
. 1.

Por otro lado, esto unido a Burkholder-Gundy de nuevo hace

(∗) .
∞∑

k1,k2,...,kj=1

∫
Ω

j∏
r=1

|dfkr |2 dµ =

∫
Ω

( ∞∑
k=1

|dfk|2
) p

2
dµ ∼ ‖f‖pp.

Observación 1.17 Es habitual en la literatura definir

‖f‖Hp(Ω) =
∥∥∥( ∞∑

k=1

|dfk|2
) 1

2
∥∥∥
p

= ‖S(f)‖p.
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La completación del espacio de martingalas finitas en Lp(Ω) respecto de la norma
dada, se denomina espacio de Hardy de martingalas. Nótese que las desigualdades
de Burkholder-Gundy nos aseguran que Lp(Ω) ' Hp(Ω) para 1 < p < ∞. Por otro
lado, las desigualdades maximales de Doob nos aseguran que

‖f‖Lp(Ω) ∼cp ‖f‖Hp(Ω) ∼cp ‖f ∗‖Lp(Ω), 1 < p <∞.

Más adelante, Davis [8] demostró que también se tiene

‖f‖Hp(Ω) ∼ ‖f ∗‖Lp(Ω)

para p = 1. De hecho, bajo una condición adicional de regularidad, esta equivalencia
sigue siendo cierta para 0 < p < 1. Las desigualdad de Davis nos permite redefinir
los espacios de Hardy reemplazando la función cuadrado por la función maximal con
norma equivalente. La versión para martingalas del teorema de dualidad de Fefferman
[17] es que el dual de H1(Ω) es BMO(Ω), véase la demostración en [20].

1.6 Ejercicios

1. Las diferencias de martingala en L2(Ω) son ortogonales 2 a 2.

2. Construir una martingala en Lp(Ω) no acotada de la forma fn =
∑n

k=1 λkdgk.

3. Si fn = En(f) con f ∈ L1(Ω), entonces (fn)n≥1 es uniformemente integrable.

4. Construir una martingala acotada en L1(Ω) pero no uniformemente integrable.

5. Demostrar que ‖ ‖BMO es una norma.

6. Martingalas 2-indexadas:

a) Diferencias de martingala

df = (dfγ)γ∈Λ
def⇐⇒ dfγ ∈ Σγ y Eγ′(dfγ) = 0 si mı́n(γ, γ′) 6= γ.

Demostrar que se tiene la relación

df(j,k) = f(j,k) − f(j−1,k) − f(j,k−1) + f(j−1,k−1).

b) Caracterizar la acotación en Lp(Ω) de dichas martingalas para 1 ≤ p ≤ ∞.

7. Demostrar las desigualdades maximales de Doob para martingalas inversas en Z−.
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8. Dada una partición arbitraria

N =
⋃
m≥1

Ωm,

demostrar que se satisface una desigualdad de Burkholder-Gundy ‘desordenada’

‖f‖p ∼cp
∥∥∥( ∞∑

m=1

∣∣∣ ∑
k∈Ωm

dfk

∣∣∣2) 1
2
∥∥∥
p
.

Si los Ωm’s son intervalos, dar un argumento que utilice sólo Burkholder-Gundy.

Trabajos propuestos para final de curso:

A) Interpolación Lp-BMO y desigualdades de John-Nirenberg.

B) Transformadas de martingalas vectoriales y espacios UMD.

C) Función cuadrado condicional y desigualdades de Rosenthal.



2
Teoŕıa de Calderón-Zygmund

En este caṕıtulo damos una breve introducción a la teoŕıa de Calderón-Zygmund que
nos permitirá obtener desigualdades Lp para integrales singulares. Nuestra presentación
no pretende ser exhaustiva. El objetivo es más bien reconocer al final del mismo las
analoǵıas con las desigualdades Lp obtenidas para martingalas.

2.1 El maximal de Hardy-Littlewood

Dado k ∈ Z, existe una única partición de Rn en cubos de lado 2−k con aristas
paralelas a los ejes y con vértices en el ret́ıculo (2−kZ)n. Llamaremos a dicha partición
la generación k-ésima y escribiremos Qk para referirnos a ella. Dado j ∈ Zn, un
elemento genérico de Qk está dado por

Qj,k =
n∏
i=1

[ji − 1

2k
,
ji
2k

)
.

Llamaremos cubos diádicos a los cubos de Q =
⋃
k∈ZQk. Se tiene que:

• Todo cubo de Qk contiene 2n cubos de Qk+1.

• Dado k ∈ Z, todo x ∈ Rn está contenido en un único cubo de Qk.

• Si k1 ≥ k2, todo cubo de Qk1 está contenido en un único cubo de Qk2 .

• Dados dos cubos diádicos, o son disjuntos o uno está contenido en el otro.

Dada f : Rn → C localmente integrable, su maximal de Hardy-Littlewood es

Mf(x) = sup
x∈Q∈Q

∣∣∣ 1

|Q|

∫
Q

f(y) dy
∣∣∣.

Este operador satisface nuevamente una desigualdad de tipo débil (1, 1) aśı como
desigualdades Lp para 1 < p ≤ ∞. De hecho, veremos que se trata de un caso
particular de la función maximal de Doob.

27
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Teorema 2.1 La función maximal diádica satisface:

a) Si p = 1, tenemos la desigualdad débil

sup
λ>0

λ
∣∣{Mf > λ

}∣∣ . ‖f‖1.

b) Cuando 1 < p ≤ ∞, tenemos la desigualdad fuerte

‖Mf‖p ≤ cp ‖f‖p con cp ∼
p

p− 1
.

En particular, obtenemos una forma diádica del teorema de diferenciación de Lebesgue.
Más concretamente, dado x ∈ Rn consideramos la familia Qk(x) de cubos diádicos
tales que x ∈ Qk(x) ∈ Qk. Entonces, dado 1 ≤ p <∞ y f ∈ Lp(Rn)

1

|Qk(x)|

∫
Qk(x)

f(y) dy
a.e.−→ f(x) cuando k →∞.

Demostración. Dado k ∈ Z, sea Σk la σ-álgebra generada por los cubos diádicos de
generación k. Entonces es claro que Σk ⊂ Σk+1, de modo que tenemos una filtración
creciente de σ-subálgebras. Dejamos como ejercicio comprobar que dicha filtración
satisface la condición de densidad impuesta en el Caṕıtulo 1. Es decir, en la topoloǵıa
débil-∗. Si escribimos fQ = 1

|Q|

∫
Q
f(y) dy, se tiene la siguiente expresión para las

esperanzas condicionadas

fk = Ek(f) =
∑
Q∈Qk

fQχQ.

Entonces, podemos escribir el maximal diádico como

Mf(x) = sup
x∈Q∈Q

∣∣∣ 1

|Q|

∫
Q

f(y) dy
∣∣∣ = sup

k∈Z

∣∣∣ 1

|Qk(x)|

∫
Qk(x)

f(y) dy
∣∣∣ = sup

k∈Z
|fk(x)|.

Es decir, Mf no es otra cosa que el maximal de Doob f ∗ asociado a la filtración
diádica. Por consiguiente, las desigualdades maximales se siguen del Teorema 1.8 y el
resultado de convergencia en casi todo punto del Corolario 1.9. �

Observación 2.2 Es un buen ejercicio asegurarse de que el argumento dado en la
prueba es riguroso. Por ejemplo, nótese que nuestras demostraciones del Teorema 1.8
y del Corolario 1.9 son para martingalas estándar, mientras que la martingala que nos
aparece aqúı es bilateral. Demuéstrese que esto no supone un problema.
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Observación 2.3 Dado un cubo diádico Q, sabemos que existe un único cubo diádico
de lado doble que lo contiene. Llamaremos a dicho cubo el padre diádico de Q y lo
denotaremos por Q̂. Con esta terminoloǵıa, las diferencias de martingala respecto de
la filtración diádica toman la forma

dfk =
∑
Q∈Qk

(fQ − f bQ)χQ.

Observación 2.4 Existen otros maximales de Hardy-Littlewood que aparecen en la
literatura. Además del maximal diádico, el maximal centrado es el más relevante y
se define como

sup
r>0

1

|Br(x)|

∫
Br(x)

|f(y)| dy

donde Br(x) denota la bola centrada en x de radio r. Dicho operador también satisface
las desigualdades maximales del Teorema 2.1, que en este caso dan lugar al teorema de
diferenciación de Lebesgue en su forma habitual. Nosotros no necesitaremos trabajar
con el maximal centrado en lo que sigue.

2.2 Descomposición de Calderón-Zygmund

Dada una función integrable y no negativa f : Rn → R+, damos en esta sección
una descomposición de f = gλ + bλ para cada λ > 0 que jugará un papel similar al de
la descomposición de Gundy en el Caṕıtulo 1. Efectivamente, dado λ > 0 consideramos
el conjunto de nivel

Ωλ =
{
x ∈ Rn

∣∣Mf(x) > λ
}
.

El importante convencerse (ejercicio) de que podemos considerar la partición de Ωλ en
cubos diádicos maximales. En otras palabras, existe una partición de Ωλ en cubos
diádicos Q que satisfacen 1

|Q|

∫
Q
f(y) dy > λ ≥ 1

|R|

∫
R
f(y) dy para cualquier otro

R ∈ Q que contenga a Q.

La descomposición de Calderón-Zygmund consiste en romper f = gλ + bλ en
dos trozos. Muy vagamente, se puede decir que el primero mejora a f en el sentido de
que gλ ∈ L1 ∩ L∞ ⊂ Lp para todo 1 ≤ p ≤ ∞, mientras que el segundo es una suma
de funciones de media nula, algo muy conveniente a nuestros propósitos. Si tenemos
Ωλ =

⋃
j Qj en diádicos maximales, la descomposición es la siguiente:

gλ(x) = χRn\Ωλ(x)f(x) +
∑

j
χQj(x)

1

|Qj|

∫
Qj

f(y) dy,

bλ(x) =
∑

j
χQj(x)

(
f(x)− 1

|Qj|

∫
Qj

f(y) dy
)

︸ ︷︷ ︸
aj(x)

.
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Lema 2.5 Se tiene que:

• ‖gλ‖1 ≤ ‖f‖1 y ‖gλ‖∞ ≤ 2nλ.

•
∫

Rn
aj(x) dx = 0 y

∑
j ‖aj‖1 ≤ 2‖f‖1.

Demostración. Comenzamos por gλ, puesto que∫
Qj

( 1

|Qj|

∫
Qj

f(y) dy
)
dx =

∫
Qj

f(x) dx,

es claro que ‖gλ‖1 ≤ ‖f‖1. Para estimar la norma ∞, si x ∈ Rn \ Ωλ

gλ(x) = f(x) ≤Mf(x) ≤ λ a.e x.

Por otro lado, si x ∈ Qj ⊂ Ωλ, la maximalidad de la partición nos da

1

|Q̂j|

∫
bQj f(y) dy ≤ λ.

Por consiguiente, tenemos

gλ(x) =
1

|Qj|

∫
Qj

f(y) dy ≤ 2n

|Q̂j|

∫
bQj f(y) dy ≤ 2nλ.

Esto completa nuestras afirmaciones acerca de gλ. Pasemos a bλ, el hecho de que cada
átomo aj tiene media 0 se justifica como al comienzo de esta prueba. Para la segunda
afirmación

‖bλ‖1 ≤
∑

j

∫
Qj

(
f(x) +

1

|Qj|

∫
Qj

f(y) dy
)
dx ≤ 2

∫
Ωλ

f(x) dx ≤ 2‖f‖1. �

Observación 2.6 En particular ‖gλ‖p ≤ (2nλ)1− 1
p‖f‖

1
p

1 y por tanto ‖gλ‖2
2 ≤ 2nλ‖f‖1.

2.3 Integrales singulares, núcleos de Calderón-Zygmund

Sea H un espacio de Hilbert y denotemos por ∆ = {(x, x) |x ∈ Rn} a la diagonal
de Rn × Rn. Dada una función k : Rn × Rn \ ∆ → H, diremos que se trata de un
núcleo estándar si se satisfacen las siguientes propiedades de tamaño y suavidad:
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• Si x, y ∈ Rn, tenemos ∥∥k(x, y)
∥∥
H .

1

|x− y|n
.

• Existe 0 < γ ≤ 1 tal que

∥∥k(x, y)− k(z, y)
∥∥
H .

|x− z|γ

|x− y|n+γ
si |x− y| > 2 |x− z|,∥∥k(x, y)− k(x, z)

∥∥
H .

|y − z|γ

|x− y|n+γ
si |x− y| > 2 |y − z|.

Nos referiremos a dicho γ como el parámetro Lipschitz de suavidad. Un operador
T originalmente definido sobre la clase de Schwartz SRn –véase la definición por ejemplo
en [15]– se llama operador de Calderón-Zygmund con valores en H si

• T : L2(Rn)→ L2(Rn;H) está acotado.

• Existe un núcleo estándar k : Rn × Rn \∆→ H tal que

Tf(x) =

∫
Rn
k(x, y)f(y) dy

para toda f ∈ L2(Rn) con soporte compacto y todo x /∈ supp f .

Cerramos esta sección con los ejemplos canónicos en el caso escalar H = C:

a) La transformada de Hilbert es el ejemplo por excelencia de operador de Cal-
derón-Zygmund, pues guarda una ı́ntima conexión con el problema clásico de
la convergencia de series de Fourier y sirvió como prototipo para desarrollar la
teoŕıa. Sea W0 la distribución (ejercicio) en S ′R dada por

〈W0, φ〉 =
1

π
ĺım
ε→0

∫
ε≤|x|≤1

φ(x)

x
dx+

1

π

∫
|x|>1

φ(x)

x
dx.

La transformada de Hilbert de f ∈ SR se define como

Hf(x) = (W0 ∗ f)(x) = ĺım
ε→0

Hεf(x),

donde Hεf denota la transformada de Hilbert truncada a altura ε

Hεf(x) =
1

π

∫
|y|≥ε

f(x− y)

y
dy =

1

π

∫
|x−y|≥ε

f(y)

x− y
dy.
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Nótese que la integral
∫

R
f(x−y)

y
dy no converge absolutamente pero se define

como ĺımite de integrales absolutamente convergentes. Dichos ĺımites se llaman
integrales de valor principal y eso nos permite introducir la siguiente terminoloǵıa

Hf(x) =
1

π
v.p.

∫
R

f(y)

x− y
dy.

Podemos calcular Ŵ0 como sigue

〈Ŵ0, φ〉 = 〈W0, φ̂〉 =
1

π
ĺım
ε→0

∫
|ξ|≥ε

φ̂(ξ)
dξ

ξ

=
1

π
ĺım
ε→0

∫
ε≤|ξ|≤ 1

ε

∫
R
φ(x)e−2πixξ dx

dξ

ξ

=
1

π
ĺım
ε→0

∫
R
φ(x)

[ ∫
ε≤|ξ|≤ 1

ε

e−2πixξ dξ

ξ

]
dx

= ĺım
ε→0

∫
R
φ(x)

[−i
π

∫
ε≤|ξ|≤ 1

ε

sin(2πxξ)
dξ

ξ

]
dx.

Utilizando que

sup
0<α<β<∞

∣∣∣ ∫
α≤|s|≤β

sin s

s
ds
∣∣∣ <∞ y

∫
R

sin s

s
ds = π,

se deduce (ejercicio) que

〈Ŵ0, φ〉 =

∫
R
φ(x)(−isgn(x)) dx⇒ Ŵ0(ξ) = −isgn(ξ).

El teorema de inversión para la transformada de Fourier nos da

Hf(x) = (Ĥf)∨(x) =
(
Ŵ0f̂

)∨
(x)⇒ Ĥf(ξ) = −isgn(ξ)f̂(ξ).

En particular, de acuerdo con el teorema de Plancherel se deduce inmediatamente
que la transformada de Hilbert se extiende a una isometŕıa en L2(R). Es ahora
sencillo comprobar (ejercicio) que la transformada de Hilbert es un operador de
Calderón-Zygmund. La extensión natural de la transformada de Hilbert a varias
dimensiones son las transformadas de Riesz

Rjf(x) = cn v.p.

∫
Rn

xj − yj
|x− y|n

f(y) dy para j = 1, 2, . . . , n.

La constante cn = Γ(n+1
2

)π−
n+1

2 está elegida de modo que se tenga

R̂jf(ξ) = −i ξj
|ξ|
f̂(ξ).
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b) La primera generalización de las transformadas de Hilbert y de Riesz, algo menos
ambiciosa que la definición dada de operador de Calderón-Zygmund, consistió en
considerar valores principales de integrales de convolución

Tf(x) = v.p.

∫
Rn
k(x− y)f(y) dy = ĺım

ε→0

∫
|x−y|≥ε

k(x− y)f(y) dy,

donde k es una distribución temperada en Rn que coincide con una función
localmente integrable en Rn \ {0}. Nótese que si f tiene soporte compacto
entonces obtenemos fácilmente

Tf(x) =

∫
Rn
k(x− y)f(y) dy para x /∈ supp f.

Por tanto, T será de Calderón-Zygmund si el núcleo de convolución k –visto
como función localmente integrable– es un núcleo estándar y T está acotado
en L2(Rn). Por otro lado, para la condición de acotación, podemos utilizar el
teorema de Plancherel y observar que

T̂ f(ξ) = k̂(ξ)f̂(ξ).

De este modo, obtenemos la equivalencia

T : L2(Rn)→ L2(Rn) acotado ⇔ k̂ ∈ L∞(Rn).

Nótese que sólo hemos justificado una implicación, pruébese la otra!

c) Nuestra discusión en el apartado anterior nos puede conducir a pensar que todo
operador de Calderón-Zygmund escalar (i.e. tomando H = C para el espacio de
Hilbert) es de la forma

Tf(x) = v.p.

∫
Rn
k(x, y)f(y) dy = ĺım

ε→0

∫
|x−y|≥ε

k(x, y)f(y) dy,

para cierto núcleo estándar k, lo que no es cierto. De la hipótesis para el tamaño
del núcleo |k(x, y)| . 1/|x− y|n, se deduce que las correspondientes integrales
truncadas

Tεf(x) =

∫
|x−y|≥ε

k(x, y)f(y) dy

tienen sentido para funciones f de la clase de Schwartz. No obstante, el ĺımite
de Tεf puede no existir o puede ser distinto de Tf . De hecho, se tiene que si
dos operadores T1 y T2 de Calderón-Zygmund tienen asociado el mismo núcleo
entonces se diferencian en un operador de multiplicación puntual. Esto lo dejamos
como ejercicio al final del caṕıtulo.
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2.4 Desigualdades Lp para operadores de Calderón-Zygmund

En esta sección obtenemos resultados análogos a los Teoremas 1.13 y 1.15 para
operadores de Calderón-Zygmund. Necesitaremos la siguiente terminoloǵıa. El tamaño
de un cubo Q en Rn se define como la longitud `(Q) de su lado. Dado δ > 1, el
padre δ-concéntrico de Q es el único cubo δQ concéntrico con el cubo Q con
`(δQ) = δ`(Q). Comenzamos por la desigualdad de tipo débil (1,1).

Teorema 2.7 Sea

Tf(x) =

∫
Rn
k(x, y)f(y) dy para x /∈ supp f

un operador de Calderón-Zygmund con valores en H para cierto espacio de Hilbert H y
cierto núcleo estándar k : Rn×Rn \∆→ H. Entonces, dada una función f ∈ L1(Rn)
se tiene que

sup
λ>0

λ
∣∣∣{x ∈ Rn

∣∣ ‖Tf(x)‖H > λ
}∣∣∣ . ‖f‖1.

Demostración. Fijado λ > 0, escribimos como antes Ωλ = {Mf > λ} para denotar
al conjunto de nivel λ de la función maximal de Hardy-LittlewoodMf . Si consideramos
la partición Ωλ =

⋃
j Qj en cubos diádicos maximales, definimos

Ω̃λ =
⋃
j

2Qj

como la unión de los respectivos padres 2-concéntricos. Asumiremos por sencillez que
H es separable, de manera que podemos fijar una base ortonormal numerable (um)m≥1

deH. Si km(x, y) = 〈um, k(x, y)〉, denotaremos por Tmf al operador asociado al núcleo
km. Es sencillo comprobar (ejercicio) que dicho operador es de Calderón-Zygmund con
constantes uniformemente controladas en m ≥ 1. Entonces tenemos que acotar la
cantidad

A = λ
∣∣∣{x ∈ Rn

∣∣ ( ∞∑
m=1

∣∣Tmf ∣∣2) 1
2
> λ

}∣∣∣
con constantes independientes de λ > 0. La desigualdad quasi-triangular proporciona

A ≤ λ
∣∣∣{( ∞∑

m=1

∣∣Tmf ∣∣2) 1
2
χRn\eΩλ > λ

}∣∣∣+ λ
∣∣Ω̃λ

∣∣ = A1 + A2.

La estimación de A2 es inmediata pues

A2 ≤ λ
∑

j

∣∣2Qj

∣∣ = 2nλ
∣∣Ωλ

∣∣ . ‖f‖1,
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debido a la desigualdad maximal de Hardy-Littlewood. Para acotar A1 utilizaremos
la descomposición de Calderón-Zygmund de f = gλ + bλ a altura λ. De ese modo
obtenemos la estimación

A1 . λ
∣∣∣{ ∞∑

m=1

∣∣Tmgλ∣∣2χRn\eΩλ > λ2

2

}
+ λ

∣∣∣{ ∞∑
m=1

∣∣Tmbλ∣∣2χRn\eΩλ > λ2

2

}
= Ag + Ab.

La desigualdad de Chebychev nos proporciona

Ag ≤
2

λ

∞∑
m=1

∫
Rn

∣∣Tmgλ(x)
∣∣2 dx =

2

λ

∥∥Tgd∥∥2

L2(Rn;H)
.

1

λ
‖gd‖2

2 ≤ 2n‖f‖1,

donde hemos utilizado la acotación de T : L2(Rn) → L2(Rn;H) que se asume en
la definición de operador de Calderón-Zygmund y las estimaciones obtenidas para la
parte buena de la descomposición de Calderón-Zygmund. Para estimar el término Ab

lo escribimos como

Ab = λ
∣∣∣{( ∞∑

m=1

∣∣Tmbλ∣∣2χRn\eΩλ
) 1

2
>

λ√
2

}
y utilizamos nuevamente la desigualdad de Chebychev

Ab ≤
√

2

∫
Rn\eΩλ

( ∞∑
m=1

∣∣ ∫
Rn
km(x, y) bλ(y) dy

∣∣2) 1
2
dx

.
∑
j

∫
Rn\2Qj

( ∞∑
m=1

∣∣ ∫
Qj

km(x, y)bλ(y) dy
∣∣2) 1

2
dx = Bb,

donde la última desigualdad es consecuencia de que bλ está soportada en Ωλ =
⋃
j Qj.

Por otro lado, si escribimos cj para referirnos al centro del cubo Qj y puesto que∫
Qj
bλ(y) dy =

∫
Qj
f(y)− fQj dy = 0, deducimos que

Bb =
∑
j

∫
Rn\2Qj

( ∞∑
m=1

∣∣ ∫
Qj

(
km(x, y)− km(x, cj)

)
bλ(y) dy

∣∣2) 1
2
dx.

Aplicando la desigualdad integral de Minkowski y la suavidad del núcleo

Bb ≤
∑
j

∫
Rn\2Qj

∫
Qj

( ∞∑
m=1

∣∣km(x, y)− km(x, cj)
∣∣2) 1

2 |bλ(y)| dy dx

=
∑
j

∫
Qj

(∫
Rn\2Qj

∥∥k(x, y)− k(x, cj)
∥∥
H dx

)
|bλ(y)| dy

.
∑
j

[ ∫
Rn\2Qj

|`(Qj)|γ

|x− cj|n+γ
dx
] [ ∫

Qj

|bλ(y)| dy
]

.
∑
j

∫
Qj

|bλ(y)| dy ≤ 2 ‖f‖1. �
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Recordamos la notación

gQ =
1

|Q|

∫
Q

g(y) dy.

Teorema 2.8 Sea

Tf(x) =

∫
Rn
k(x, y)f(y) dy para x /∈ supp f

un operador de Calderón-Zygmund con valores en H para cierto espacio de Hilbert H y
cierto núcleo estándar k : Rn×Rn \∆→ H. Entonces, dada f ∈ L∞(Rn), obtenemos
la siguiente desigualdad L∞ − BMO

sup
Q cubo

( 1

|Q|

∫
Q

∥∥Tf(x)− TfQ
∥∥2

H dx
) 1

2
. ‖f‖∞.

Dado 1 < p <∞, se deduce por interpolación que(∫
Rn

∥∥Tf(x)
∥∥p
H dx

) 1
p ≤ cp ‖f‖p.

Si T es una isometŕıa L2(Rn)→ L2(Rn;H), obtenemos ‖Tf‖Lp(Rn;H) ∼cp ‖f‖p.

Demostración. Para estimar una norma BMO, es habitual reemplazar los promedios
fQ por ciertos vectores αQ ∈ H más convenientes para nuestros propósitos. Esto es
posible gracias a la siguiente desigualdad

sup
Q cubo

( 1

|Q|

∫
Q

∥∥g(x)− gQ
∥∥2

H dx
) 1

2 ≤ 2 sup
Q cubo

ı́nf
αQ∈H

( 1

|Q|

∫
Q

∥∥g(x)− αQ
∥∥2

H dx
) 1

2
.

La demostración es muy sencilla puesto que( 1

|Q|

∫
Q

∥∥g(x)− gQ
∥∥2

H dx
) 1

2 ≤
( 1

|Q|

∫
Q

∥∥g(x)− αQ
∥∥2

H dx
) 1

2
+
∥∥αQ − gQ∥∥H

y el segundo término de la derecha se puede estimar por Jensen

∥∥αQ − gQ∥∥H =
∥∥∥ 1

|Q|

∫
Q

g(x)− αQ dx
∥∥∥
H
≤
( 1

|Q|

∫
Q

∥∥g(x)− αQ
∥∥2

H dx
) 1

2
.

Combinando estas desigualdades, tomando ı́nfimos en αQ y luego supremos en Q
obtenemos finalmente la desigualdad buscada. Por otro lado, como ya hicimos en la
prueba del Teorema 2.7, fijada una base ortonormal (um)m≥1 de H, definimos los
núcleos escalares

km(x, y) = 〈um, k(x, y)〉
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y los operadores de Calderón-Zygmund Tmf asociados a dichos núcleos. Esto nos
permite definir los αQ adecuados en términos de sus coeficientes αQ,m = 〈um, αQ〉
respecto de la base dada. Tomamos aśı

αQ =
∞∑
m=1

αQ,mum =
∞∑
m=1

[ 1

|Q|

∫
Q

(∫
Rn\2Q

km(z, y)f(y) dy
)
dz
]
um.

Hasta ahora, hemos demostrado que tenemos

sup
Q cubo

( 1

|Q|

∫
Q

∥∥Tf(x)− TfQ
∥∥2

H dx
) 1

2

. sup
Q cubo

( 1

|Q|

∫
Q

∥∥Tf(x)− αQ
∥∥2

H dx
) 1

2

= sup
Q cubo

( ∞∑
m=1

1

|Q|

∫
Q

∣∣Tmf(x)− αQ,m
∣∣2 dx) 1

2
.

Por tanto, debemos estimar las diferencias Tmf(x)− αQ,m para x ∈ Q

Tmf(x)− αQ,m = Tm(fχ2Q)(x)

+
1

|Q|

∫
Q

∫
Rn\2Q

(
km(x, y)− km(z, y)

)
f(y) dy dz

= Am1f(x) + Am2f(x).

Para A1f =
∑

m Am1f ⊗ um, tenemos

( 1

|Q|

∫
Q

∥∥A1f(x)
∥∥2

H dx
) 1

2
=

( 1

|Q|

∫
Q

∥∥T (fχ2Q)(x)
∥∥2

H dx
) 1

2

≤ 1√
|Q|
∥∥T (fχ2Q)

∥∥
L2(Rn;H)

.
‖fχ2Q‖2√
|Q|

. ‖f‖∞.

Para A2f =
∑

m Am2f ⊗ um, tenemos

( 1

|Q|

∫
Q

∥∥A2f(x)
∥∥2

H dx
) 1

2 ≤ sup
x∈Q

∥∥A2f(x)
∥∥
H

= sup
x∈Q

∥∥∥ 1

|Q|

∫
Q

∫
Rn\2Q

(
k(x, y)− k(z, y)

)
f(y) dy dz

∥∥∥
H

≤ sup
x,z∈Q

( ∞∑
m=1

∣∣∣ ∫
Rn\2Q

(
km(x, y)− km(z, y)

)
f(y) dy

∣∣∣2) 1
2
.
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Por tanto, con la ayuda de la desigualdad integral de Minkowski, deducimos( 1

|Q|

∫
Q

∥∥A2f(x)
∥∥2

H dx
) 1

2

≤ sup
x,z∈Q

( ∞∑
m=1

[ ∫
Rn\2Q

∣∣km(x, y)− km(z, y)
∣∣ dy]2) 1

2 ‖f‖∞

≤ sup
x,z∈Q

[ ∫
Rn\2Q

( ∞∑
m=1

∣∣km(x, y)− km(z, y)
∣∣2) 1

2
dy
]
‖f‖∞

≤ sup
x,z∈Q

[ ∫
Rn\2Q

∥∥k(x, y)− k(z, y)‖H dy
]
‖f‖∞

≤ sup
x,z∈Q

[ ∫
Rn\2Q

`(Q)γ

|x− y|n+γ
dy
]
‖f‖∞ . ‖f‖∞.

Combinando las estimaciones hasta ahora, obtenemos inmediatamente la desigualdad
L∞ − BMO anunciada. Para probar la estimación Lp por arriba, procedemos por
interpolación. Efectivamente, el Teorema 2.7 junto con la desigualdad L∞ − BMO
probada, nos aseguran que

T : f ∈ L1(Rn) 7→
∞∑
m=1

Tmf ⊗ um ∈ L1,∞(Rn;H),

T : f ∈ L∞(Rn) 7→
∞∑
m=1

Tmf ⊗ um ∈ BMO(Rn;H),

son operadores acotados. Por otro lado, la acotación de T : L2(Rn) → L2(Rn;H) se
tiene por hipótesis ya que asumimos que T es de Calderón-Zygmund. Por tanto, la
acotación Lp para 1 < p < 2 se sigue del teorema de interpolación de Marcinkiewicz
mientras que para 2 < p < ∞ se obtiene del método de interpolación compleja, que
nos asegura que [BMO, L2]2/p = Lp. El lector interesado puede acudir al Caṕıtulo 6 de
[15]. Para concluir, nos queda ver la equivalencia de normas ‖f‖p ∼cp ‖Tf‖Lp(Rn;H)

bajo la condición adicional de que T es una isometŕıa en L2. No obstante, esto se sigue
por un argumento de dualidad. Efectivamente, la identidad de polarización nos da

‖f‖p = sup
‖g‖p′≤1

〈Tf, Tg〉 .
∥∥Tf∥∥

Lp(Rn;H)
. �

Observación 2.9 Cabe destacar la indudable analoǵıa entre las desigualdades Lp de
martingalas de los Teoremas 1.13/1.15 y las desigualdades Lp para operadores de
Calderón-Zygmund en los Teoremas 2.7/2.8. Aśı, la acotación T : L2 → L2(H) se
corresponde con la condición supk

∑
m |ξkm|2 . 1, los operadores Tm asociados a

km = 〈um, k(x, y)〉 se corresponden con Tmf =
∑

k ξkmdfk, etc... Este fenómeno se
repetirá en el Caṕıtulo 3, cuando estudiemos los semigrupos de difusión.
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2.5 Ejemplos propios de la teoŕıa clásica

En esta sección analizaremos algunas de las desigualdades clásicas de la teoŕıa de
Calderón-Zygmund que se siguen de los Teoremas 2.7 y 2.8. Más allá de una mera
enumeración de desigualdades, nuestro objetivo será relacionarlas en la medida de lo
posible con las desigualdades Lp de martingalas probadas en el Caṕıtulo 1.

a) Operadores de Calderón-Zygmund escalares. Si H = C, los operadores
de Calderón-Zygmund son moralmente el contrapunto de las transformadas de
martingalas. Comenzamos justificando este punto de vista mostrando que toda
transformada de martingalas en Rn respecto de la filtración diádica es casi de
Calderón-Zygmund

Tf(x) =
∑
k∈Z

λkdfk(x)

=
∑
k∈Z

λk
∑
Q∈Qk

(fQ − f bQ)χQ(x)

=

∫
Rn

∑
k∈Z

λk
∑
Q∈Qk

χQ(x)
(χQ(y)

|Q|
−
χ bQ(y)

|Q̂|

)
︸ ︷︷ ︸

k(x,y)

f(y) dy,

incluso si x ∈ suppf . El núcleo k(x, y) es ‘casi’ estándar. Es un ejercicio muy
interesante analizar el porqué de esta afirmación. Otra forma de evidenciar las
similitudes entre operadores de Calderón-Zygmund escalares y transformadas de
martingalas es considerar multiplicadores de Fourier en T. Aśı es, ya hemos
destacado la importancia de los valores principales de integrales de convolución
como prototipos de operadores de Calderón-Zygmund. Dichos operadores son de
la forma Tf = k ∗ f para cierta distribución temperada k que coincide con una
función localmente integrable en Rn \{0}. También se llaman multiplicadores de
Fourier puesto que al otro lado de la transformada de Fourier la convolución se
transforma en un producto puntual. En el caso del toro T obtenemos una versión
discretizada de la misma idea. Efectivamente, en este caso los multiplicadores de
Fourier son de la forma

Tf(x) =
∑
n∈Z

λnf̂(n)e2πinx =

∫
T
k(x− y)f(y) dy con k̂(n) = λn.

Las similitudes son ahora evidentes. Una transformada de martingalas reemplaza
la descomposición ortogonal f 7→ (f̂(n)e2πin·) del sistema trigonométrico por la
descomposición en diferencia de martingalas f 7→ (dfn). Nótese que la condición
necesaria y suficiente de acotación L2 es supn |λn| <∞ en ambos casos.
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b) Integrales de Poisson. Sea

Rn
↓ =

{
(x, t)

∣∣x ∈ Rn y t > 0
}
.

Si pensamos en Rn como la frontera de Rn
↓ podemos plantear el correspondiente

problema de Dirichlet. Es decir, dada una función f : Rn → C se trata de
encontrar una función armónica u(x, t) en Rn

↓ cuyos valores frontera en Rn

coinciden con f(x). En otras palabras, se tiene

∆u =
∂2u

∂t2
+

n∑
k=1

∂2u

∂x2
k

= 0 y u(x, 0) = f(x)

donde la función u(·, 0) se interpreta como cierto ĺımite de las funciones u(·, t)
cuando t→ 0+. La solución a dicho problema es expĺıcita cuando f ∈ L2(Rn) y
viene dada por la fórmula

u(x, t) =

∫
Rn
f̂(ξ)e−2π|ξ|te−2πi〈x,ξ〉 dξ.

Efectivamente, la integrabilidad L2 de f̂ unida al rápido decaimiento de e−2π|ξ|t

para t > 0 hacen que podamos calcular ∆u derivando bajo el signo integral y
entonces usamos que e−2πi〈x,ξ〉e−2π|ξ|t es armónica para cada ξ ∈ Rn. Por otro
lado, se tiene que u(·, t)→ f en L2(Rn) debido al teorema de Plancherel. Dicha
solución del problema se puede escribir utilizando el núcleo de Poisson

kt(x) =

∫
Rn
e−2π|y|te−2πi〈x,y〉 dy para t > 0.

Entonces es claro que

u(x, t) = Ptf(x) =

∫
Rn
kt(x− y)f(y) dy = kt ∗ f(x).

En lo que sigue nos referiremos a Ptf para t > 0 como las integrales de Poisson
de f . Por otro lado, es inmediato comprobar que kt1+t2 = kt1 ∗ kt2 utilizando la
transformada de Fourier. Por consiguiente deducimos que

Pt1+t2f(x) = Pt1 ◦ Pt2f(x),

lo que quiere decir que la familia (Pt)t≥0 forma un semigrupo uniparamétrico
de operadores. De hecho, se trata del ejemplo canónico de una estructura sobre
la que desarrollaremos la teoŕıa en el Caṕıtulo 3. Una de las ideas principales
es que muchos semigrupos como este se pueden interpretar convenientemente
como martingalas inversas en tiempo continuo. Aunque aqúı no daremos más
detalles, nótese que se tiene Ptf → f cuando t→ 0+ en la norma L2.
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Se puede consultar en casi cualquier texto de análisis armónico que

kt(x) = cn
t

(|x|2 + t2)
n+1

2

donde cn = Γ
(n+ 1

2

)
π−

n+1
2 .

c) La función g de Littlewood-Paley. Sean

S1f(x) =
(∫ ∞

0

∣∣∣∂Pt
∂t

f(x)
∣∣∣2t dt) 1

2
,

S2f(x) =
(∫ ∞

0

∣∣∇Ptf(x)
∣∣2t dt) 1

2
,

donde |∇h(x)|2 =
∑

k |∂xkh|2(x). La función g de Littlewood-Paley es

Sf(x) =
([
S1f

]2
(x) +

[
S2f

]2
(x)
) 1

2
.

Supongamos que existen operadores Λj : L2(Rn)→ L2(Rn;Hj) tales que:

• ‖Sjf‖p = ‖Λjf‖Lp(Rn;Hj).

• Sj : L2(Rn)→ L2(Rn;Hj) son isometŕıas.

• Sj son operadores de Calderón-Zygmund con valores en Hj.

La segunda propiedad es cierta, véase el Ejercicio 8 de este caṕıtulo. La tercera
no, pero podemos escribir Sj como ĺımite de operadores de Calderón-Zygmund
con valores en Hj, véase [67] páginas 83-85. En tal caso el Teorema 2.8 nos
asegura que existe una constante cp ∼ p2/(p−1) tal que se tienen las siguientes
equivalencias

‖f‖p ∼cp ‖Sf‖p.
Nótese que esta equivalencia de normas representa el análogo en este contexto de
las desigualdades de Burkholder-Gundy para la función cuadrado de martingalas
Sf introducida en el Caṕıtulo 1. Esto es especialmente claro en el caso de la
función cuadrado S1f . Efectivamente, si aceptamos que Ptf se puede interpretar
como una martingala inversa en tiempo continuo, las diferencias estarán dadas
por las derivadas de dicha función respecto de t > 0. Como veremos en el
Caṕıtulo 3, la medida dµ(t) = tdt es la correcta en el caso continuo.

d) Descomposición diádica de Littlewood-Paley. Hasta ahora hemos dado con
contrapuntos de las desigualdades Lp para transformadas de martingalas y de las
desigualdades de Burkholder-Gundy. Ambas desigualdades son casos particulares
del Teorema 1.15. Es por tanto interesante preguntarse por una desigualdad Lp
para operadores de Calderón-Zygmund que se relacione con el Teorema 1.15 en
su forma más general. Consideramos los multiplicadores de Fourier

M̂kf(ξ) = χ∆k
(ξ)f̂(ξ) con ∆k =

{
ξ ∈ R

∣∣ 2k ≤ |ξ| < 2k+1
}
.
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Una aplicación inmediata del Teorema 2.8 es la desigualdad

‖f‖p ∼cp
∥∥∥(∑

k∈Z

|Mkf |2
) 1

2
∥∥∥
p
.

La demostración consiste en aproximar los multiplicadores χ∆k
por funciones

suaves ψk(ξ) = ψ0(2−kξ). En tal caso, los operadores resultantes resultan ser
de Calderón-Zygmund y el Teorema 2.8 hace el resto. Más concretamente, si
Mk denota el correspondiente multiplicador de Fourier suavizado, obtenemos la
desigualdad deseada fácilmente a partir de∥∥∥(∑

k∈Z

|Mkf |2
) 1

2
∥∥∥
p
≤ cp‖f‖p.

Para más detalles véase el Caṕıtulo 8 de [15]. Ya sabemos que los operadores
de Calderón-Zygmund Mk representan transformadas de martingalas. Aśı, la
desigualdad probada representa a una función cuadrado de transformadas de
martingalas, el prototipo de operador considerado en el Teorema 1.15. Nótese no
obstante que esto es sólo un ejemplo. Efectivamente, a diferencia de lo que ocurre
en el Teorema 1.15, las desigualdades consideradas en los apartados anteriores
no se siguen en absoluto de aqúı como casos particulares.

Observación 2.10 Las técnicas desarrolladas aqúı se utilizan entre otras cosas para
dar condiciones suficientes de acotación Lp de multiplicadores de Fourier. Ejemplo de
ello son los teoremas del multiplicador de Hörmander y Marcinkiewicz. El lector
puede acudir por ejemplo al Caṕıtulo 8 de [15] para más información.

Hasta ahora hemos visto que existe cierta relación entre las construcciones con
martingalas y con operadores de Calderón-Zygmund. En el próximo caṕıtulo veremos
cómo construcciones tales como la función maximal o la función cuadrado también
encuentran un marco en el contexto de los semigrupos de operadores y satisfacen
desigualdades Lp similares.

2.6 Ejercicios

1. Si T es un OCZ de convolución con núcleo k, entonces k̂ ∈ L∞(Rn).

2. Dar un ejemplo de operador asociado a un núcleo estándar y no acotado en L2(R).

3. Sean T1 y T2 dos operadores de Calderón-Zygmund asociados al mismo núcleo.
Entonces se diferencian en un multiplicador puntual f 7→ γf para cierta γ ∈ L∞(Rn).
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4. Probar la desigualdad de Cotlar y la acotación del maximal T ∗ en dimensión n.

5. Escribir la descomposición de Calderón-Zygmund como diferencias de martingala.

6. Escribir la descomposición de Gundy para la filtración diádica en Rn y compararlas.

7. Analizar si se dan las propiedades de núcleo estándar para

k(x, y) =
∑
k∈Z

λk
∑
Q∈Qk

χQ(x)
(χQ(y)

|Q|
−
χ bQ(y)

|Q̂|

)
con sup

k∈Z
|λk| <∞.

8. La función g de Littlewood-Paley.

a) Demostrar que si f ∈ L2(Rn), entonces

◦ ∂Ptf

∂t
(x) =

∫
Rn
−2π|ξ|f̂(ξ)e−2π|ξ|te−2πi〈x,ξ〉 dξ,

◦
∫

Rn

∣∣∣∂Pt
∂t

f(x)
∣∣∣2 dx =

∫
Rn

8π2|ξ|2|f̂(ξ)|2e−4π|ξ|t dξ.

b) Sea H1 = L2(R+, tdt) y Λ1 : L2(Rn) 7→ L2(Rn;H1) con

Λ1f(x, t) = 2
∂Pt
∂t

f(x) = 2
∂kt
∂t
∗ f(x).

Utilizar a) para ver que Λ1 es una isometŕıa y deducir ‖f‖2 = 2‖S1f‖2.

c) Los mismos argumentos sirven para S2. Identificar H2 y Λ2 en este caso.

Trabajos propuestos para final de curso:

A) Quasi-ortogonalidad y el teorema Tb.

B) La desigualdad maximal de Fefferman-Stein.

C) Integrales singulares con medidas no doblantes.





3
Semigrupos simétricos de difusión

La potencia de funciones maximales y funciones cuadrado en análisis armónico se
ha justificado ampliamente hasta ahora, tanto para martingalas como en análisis de
Fourier eucĺıdeo. Nos centramos ahora en extender dichos resultados a los semigrupos
de operadores, que ya han aparecido indirectamente en estas notas. El libro de Stein
[66] es una referencia excelente.

3.1 Semigrupos de operadores

Dado (Ω,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito, sea (Tt)t≥0 una familia de operadores
que llevan funciones Σ-medibles en funciones Σ-medibles. Diremos que dicha familia
es un semigrupo simétrico de difusión si se satisfacen las condiciones habituales de
semigrupo de operadores

• T0 = id,

• Tt1+t2 = Tt1 ◦ Tt2 ,

• f ∈ L2(Ω)⇒ Ttf ∈ L2(Ω) y ĺım
t→0

Ttf = f en norma L2,

y las siguientes propiedades adicionales:

1. Contractividad: ‖Ttf‖p ≤ ‖f‖p para 1 ≤ p ≤ ∞.

2. Simetŕıa:
〈
Ttf, g

〉
L2(Ω)

=
〈
f, Ttg

〉
L2(Ω)

para f, g ∈ L2(Ω).

3. Positividad: Ttf ≥ 0 para toda función Σ-medible f : Ω→ R+.

4. Conservación: Tt(1Ω) = 1Ω, donde 1Ω denota la función constante 1 en Ω.

La definición que hemos considerado implica en particular que el semigrupo (Tt)t≥0 es
un semigrupo C0 contractivo en L2(Ω). Es decir, se dan las siguientes propiedades

45



46 Teoŕıa de Littlewood-Paley

• T0 = id,

• Tt1+t2 = Tt1 ◦ Tt2 ,

• ‖Ttf‖2 ≤ ‖f‖2,

• Tff es continua en t respecto de la métrica L2 para toda f ∈ L2(Ω).

Efectivamente, tenemos∥∥Tt+εf − Ttf∥∥2
=
∥∥Tt(Tεf − f)∥∥2

≤
∥∥Tεf − f∥∥2

→ 0

y de forma similar usamos Tt−εf − Ttf = Tt−ε(f − Tεf). Los semigrupos C0 están
muy estudiados en la literatura, véase por ejemplo [21, 44]. Para tales semigrupos se
puede definir el generador infinitesimal del semigrupo por la relación

Af = ĺım
t→0

Ttf − f
t

=
d

dt
Ttf|t=0 en sentido L2.

Esta noción se apoya en una observación elemental. A saber, la ley de semigrupo
Tt1+t2 = Tt1 ◦ Tt2 nos dice que el semigrupo transforma (como función de t > 0)
sumas en productos. En el contexto de las funciones estaŕıamos hablando de funciones
exponenciales, en el contexto de los operadores se tiene formalmente la identidad
Tt = exp(tA). Para justificar esta afirmación, observamos (ejercicio) que u(t) = Ttf
resuelve formalmente el problema de valores iniciales

du(t)

dt
= Au(t) , u(0) = f.

Esto nos indica que la relación Tt = exp(tA) es al menos razonable. No obstante, el
generador infinitesimal presenta dos problemas que impiden llegar a esa conclusión de
forma automática. En primer lugar, A es un operador lineal cuyo dominio es

dom(A) =
{
f ∈ L2(Ω)

∣∣ ĺım
t→0

Ttf − f
t

∈ L2(Ω)
}
.

Si dicho dominio no es denso en L2(Ω), la identidad Tt = exp(tA) no es demasiado
útil! En segundo lugar, el operador A es en general no acotado, por lo que la definición
habitual exp(tA) =

∑
n≥0 t

nAn/n! no es una buena manera de definir exp(tA). Estas
cuestiones son clásicas y su solución se puede encontrar en cualquier texto sobre el
tema. Nosotros nos limitamos a enunciar los resultados que dan respuestas a nuestras
preguntas. Demostraciones detalladas aparecen en [21].

Proposición 3.1 Si A ∈ B(L2(Ω)), entonces

T =
{
Tt = exp(tA) =

∞∑
n=0

tnAn

n!

∣∣ t > 0
}
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es un semigrupo C0 con generador infinitesimal A y tal que ‖Tt − id‖B(L2(Ω)) → 0
cuando t → 0+. Rećıprocamente, si T = (Tt)t≥0 es un semigrupo C0 que satisface
‖Tt − id‖B(L2(Ω)) → 0 cuando t → 0+, entonces el generador infinitesimal A es un
operador acotado en L2(Ω) y se tiene que Tt = exp(tA) =

∑
n≥0 t

nAn/n!.

Este resultado caracteriza los semigrupos con generador infinitesimal acotado bajo
la condición ‖Tt−id‖B(L2(Ω)) → 0. No obstante, dicha condición es demasiado exigente
y por ello los semigrupos interesantes tendrán casi siempre un generador no acotado
en L2(Ω). En ese caso, podemos decir los siguiente.

Proposición 3.2 Si T = (Tt)t≥0 es un semigrupo C0 contractivo y A es su generador
infinitesimal, entonces A es un operador cerrado y densamente definido en L2(Ω). Es
decir, el dominio de A es denso en L2(Ω). Esto se aplica en particular a todo semigrupo
simétrico de difusión.

Observación 3.3 Este resultado se sigue de una caracterización de los generadores
de semigrupos C0 contractivos conocida como el Teorema de Hille-Yosida, véase [21]
para más información. Puesto que A no es acotado en general, la definición que se
utiliza de exp(tA) para obtener Tt = exp(tA) en la demostración del Teorema de
Hille-Yosida es por aproximación de operadores acotados A = ĺımλAλ

exp(tA) = ĺım
λ

exp(tAλ) = ĺım
λ

∞∑
n=0

tnAnλ
n!

.

Un operador lineal Λ : H → H en un espacio de Hilbert H se llama positivo si
〈Λu, u〉H ≥ 0 para todo u ∈ H. Nótese que esto no guarda relación con la noción
de positividad utilizada en la definición de semigrupo de difusión! Cuando H es finito
dimensional, podemos escribir Λ como una matriz respecto de una base ortonormal de
H dada. Todo operador positivo diagonaliza con autovalores positivos y aśı podemos
escribir Λ = UDU∗ para cierta matriz unitaria U de cambio de base y cierta matriz
diagonal D. Eso nos permite definir la ráız cuadrada Λ

1
2 = UD

1
2U∗, que sigue siendo

un operador positivo. El lector debeŕıa poder justificar todas estas afirmaciones. La
operación de tomar ráıces cuadradas es igualmente factible cuando H es de dimensión
infinita, como ya sabrá el lector familiarizado con la teoŕıa espectral. Un exposición
excelente se puede encontrar en el texto de Folland [19].

Nótese que si A es el generador infinitesimal de un semigrupo simétrico de difusión
(Tt)t≥0, entonces −A es siempre un operador positivo en L2(Ω). Efectivamente, por
simetŕıa y contractividad tenemos〈

Af, f
〉
L2(Ω)

= ĺım
t→0

1

t

(〈
Ttf, f

〉
L2(Ω)

−
〈
f, f
〉
L2(Ω)

)
= ĺım

t→0

1

t

(〈
Tt/2f, Tt/2f

〉
L2(Ω)

−
〈
f, f
〉
L2(Ω)

)
≤ 0.
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El hecho de que −A sea un operador positivo en un espacio de Hilbert, nos permite
considerar su ráız cuadrada

√
−A y construir el semigrupo subordinado de (Tt)t≥0

formalmente definido como
Pt = exp(−t

√
−A).

De hecho, utilizando la fórmula de subordinación

e−β =
1√
π

∫ ∞
0

e−u√
u
e−β

2/4u du,

podemos escribir Ptf como sigue

Ptf =
1√
π

∫ ∞
0

e−u√
u
Tt2/4uf du.

El semigrupo subordinado (Pt)t≥0 es un semigrupo simétrico de difusión, lo dejamos
como ejercicio al final del caṕıtulo. Además, se tiene que la función u(t) = Ptf resuelve
formalmente el problema de valores iniciales

d2u(t)

dt2
+ Au(t) = 0 , u(0) = f.

Analizamos ahora los ejemplos más notables de semigrupos simétricos de difusión.

a) El semigrupo del calor en Rn se define como

Ttf(x) =
1

(4πt)
n
2

∫
Rn
e−|x−y|

2/4tf(y) dy = kt ∗ f(x).

Para ver que se trata de un semigrupo simétrico de difusión tomamos

ϕ(x) = e−|x|
2/4/(4π)

n
2 y ϕt(x) =

1

tn
ϕ(x/t).

Puesto que ϕ es integrable con integral 1 y kt(x) = ϕ√t(x), se tiene que el
núcleo del calor kt es una aproximación de la identidad. De ah́ı se deduce que
la extensión T0 = id tiene sentido y que Ttf → f cuando t → 0+ en norma
L2. Las propiedades de contractividad, simetŕıa, positividad y conservación son
elementales y las dejamos como ejercicio. Nos queda por tanto ver que se cumple
la ley de semigrupo. Para ello utilizamos que ψ(x) = e−π|x|

2
es invariante por la

transformada de Fourier, de donde

k̂t(ξ) = e−4π2|ξ|2t ⇒ T̂t1+t2f(ξ) = k̂t1(ξ)k̂t2(ξ)f̂(ξ)

⇒ Tt1+t2f(x) = kt1 ∗ kt2 ∗ f(x) = Tt1 ◦ Tt2f(x).

Para obtener el generador infinitesimal del semigrupo del calor, necesitamos el
ĺımite de (Ttf−f)/t cuando t→ 0 en sentido L2. Utilizamos la transformada de
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Fourier y el teorema de inversión para obtener que dicho ĺımite es exactamente
la transformada de Fourier inversa del ĺımite

ĺım
t→0

T̂tf(ξ)− f̂(ξ)

t
= ĺım

t→0

( k̂t(ξ)− 1

t

)
f̂(ξ)

= ĺım
t→0

(e−4π2t|ξ|2 − 1

t

)
f̂(ξ) = −4π2|ξ|2 f̂(ξ).

Utilizando que ∂̂f
∂xk

(ξ) = 2πiξk f̂(ξ) para f suave, obtenemos en seguida que

−4π2|ξ|2 f̂(ξ) = ∆̂f(ξ),

de manera que el generador infinitesimal del semigrupo del calor resulta ser el
Laplaciano. Nótese que , como era de esperar, obtenemos un operador no acotado
y densamente definido en L2(Rn). Además, ahora está claro por qué se le llama
el semigrupo del calor, pues u(t) = Ttf resuelve formalmente la ecuación que
rige la difusión del calor con condiciones iniciales dadas por f

∂u

∂t
= ∆u , u(0) = f.

Para otras formas no eucĺıdeas del semigrupo del calor, véase [66].

b) El semigrupo de Poisson en Rn se define como

Ptf(x) = cn

∫
Rn

t

(|x− y|2 + t2)
n+1

2

f(y) dy = kt ∗ f(x),

donde cn = Γ(n+1
2

)π−
n+1

2 . Como ya explicamos en el Caṕıtulo 2, el núcleo de
Poisson kt es la transformada de Fourier de la función exp(−2π| · |t). De hecho
al ser una función simétrica respecto del origen, coincide con la transformada del
núcleo kt. Argumentando como para el semigrupo del calor se puede comprobar
directamente que se trata de un semigrupo simétrico de difusión. De hecho, el
semigrupo de Poisson es exactamente el subordinado del semigrupo del calor y
deducimos por tanto que el generador infinitesimal del semigrupo de Poisson es√
−∆. Nótese que −∆ es un operador positivo como predice la teoŕıa, algo que

se puede comprobar integrando por partes. Además, siguiendo de nuevo la teoŕıa
general, sabemos que u(t) = Ptf resuelve formalmente el problema de Dirichlet
como ya observamos en el Caṕıtulo 2

∂2u

∂t2
+

n∑
k=1

∂2u

∂x2
k

= 0 , u(0) = f.
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Por otro lado, en dimensión 1 el generador del semigrupo del calor es A = d2/dx2

de donde se podŕıa pensar que su ráız cuadrada es d/dx. Esto nos llevaŕıa a que

√
−A = i

d

dx
,

pero dicha afirmación es falsa. Efectivamente, aunque es cierto que(
i
d

dx

)
◦
(
i
d

dx

)
= − d2

dx2
,

el operador id/dx no es positivo y nosotros buscamos la única ráız positiva del
operador positivo −d2/dx2. La comparación con la aritmética de los números
complejos es evidente. Otra forma quizás más ilustrativa de verlo es la siguiente.
Al otro lado de la transformada de Fourier, el operador −d2/dx2 se convierte en
el multiplicador

f̂(ξ) 7→ 4π2|ξ|2 f̂(ξ).

Por consiguiente, su ráız cuadrada positiva a este lado de la transformada de
Fourier (utiĺıcese el teorema de Plancherel) es el operador f̂(ξ) 7→ 2π|ξ| f̂(ξ)
mientras que d/dx se asocia al multiplicador 2πiξ, de donde id/dx es al otro
lado de la transformada de Fourier

f̂(ξ) 7→ −2πξ f̂(ξ).

El lector interesado puede acudir a [21, 66] para más información.

c) Más ejemplos se pueden encontrar en el Caṕıtulo III del texto de Stein [66].

3.2 Analiticidad del semigrupo

Antes de introducir funciones maximales y cuadrado, necesitamos relacionar los
semigrupos simétricos de difusión con ciertas martingalas asociadas. Puesto que las
martingalas aparecerán en tiempo discreto y el semigrupo se define sobre un parámetro
continuo, tendremos que discretizar nuestros semigrupos. Ello precisa un resultado de
continuidad que se deduce de la analiticidad del semigrupo. Aunque se tiene analiticidad
en Lp(Ω), sólo probaremos analiticidad en L2(Ω) que es mucho más sencilla y lo
combinaremos con la densidad de L2(Ω) ∩ Lp(Ω) en Lp(Ω). Dado un abierto Γ ⊂ C,
una función ϕ : Γ → L2(Ω) se dice anaĺıtica si para toda g ∈ L2(Ω) se tiene que la
función z ∈ Γ 7→

∫
Ω
gϕ(z) dµ ∈ C es anaĺıtica en Γ.

Teorema 3.4 Dada f ∈ L2(Ω), la función

t ∈ R+ 7→ Ttf ∈ L2(Ω)

tiene una continuación anaĺıtica t+ iτ 7→ Tt+iτf sobre el sector |arg(t+ iτ)| < π/2.
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Demostración. Si Ω es un espacio de medida atómico finito, se tiene que L2(Ω) es
finito-dimensional, digamos dimL2(Ω) = n. En tal caso, T1 se puede escribir como
una matriz n × n respecto de la base canónica de `2(n). Sea f1, f2, . . . , fn una base
ortonormal del `2(n) formada por autofunciones de T1. Si T1fj = λjfj, entonces
obtenemos por simetŕıa

λj = λj‖fj‖2
2 = 〈T1fj, fj〉 = 〈T1/2fj, T1/2fj〉 ≥ 0

para j = 1, 2, . . . , n. Sea ej la proyección ortogonal sobre el subespacio unidimensional
generado por fj. Puesto que las autofunciones son ortogonales 2 a 2, esto nos permite
escribir T1f =

∑
j λjej(f). Utilizando la ley de semigrupo es sencillo ver (ejercicio)

que

Ttf =
n∑
j=1

λtjej(f)

para todo t ∈ Q. Por aproximación, lo mismo ocurre para todo t > 0. En el caso
general para (Ω,Σ, µ) cualquier espacio de medida σ-finito se obtiene una expresión
similar para Ttf . Efectivamente, el teorema espectral nos asegura que todo operador
auto-adjunto Λ : H → H en un espacio de Hilbert se puede escribir como

Λu =

∫
R
λ deλ(u)

donde deλ es la diferencial de una medida que toma valores en proyecciones ortogonales
deH. El soporte de deλ es el espectro del operador. En otras palabras, los autovalores λ
de Λ dan lugar a proyecciones eλ no nulas. Utilizando nuevamente la ley de semigrupo y
la simetŕıa, sabemos que todos los autovalores de T1 están en R+. Por otro lado, puesto
que T1 es contractivo, no existen autovalores mayores que 1. Eso nos asegura que la
medida espectral asociada a T1 está soportada en [0, 1] y por consiguiente podemos
escribir T1f y Ttf como sigue

T1f =

∫ 1

0

λ deλ(f) y Ttf =

∫ 1

0

λt deλ(f).

La extensión anaĺıtica está finalmente dada por

ϕ(z) = Tzf = Tt+iτf =

∫ 1

0

λt+iτ deλ(f).

Dada g ∈ L2(Ω), se comprueba que∫
Ω

gϕ(z) dµ =

∫ 1

0

λz 〈deλ(f), g〉 =

∫ 1

0

λz dν(λ)

es una función anaĺıtica en el sector |arg(z)| < π/2. Esto completa la prueba. �
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Corolario 3.5 Sea 1 < p < ∞ y f ∈ L2(Ω) ∩ Lp(Ω). Entonces, para cada t > 0
podemos redefinir Ttf en un conjunto de medida 0 de manera que para ω ∈ Ω se tiene
que Ttf(ω) es una función anaĺıtica en la variable t > 0.

Demostración. El Teorema 3.4 nos asegura que t 7→ Ttf se extiende a una función
anaĺıtica en Γ = {Re(z) > 0}. Es un resultado clásico de análisis funcional que la
definición dada de función anaĺıtica ϕ : Γ → L2(Ω) es equivalente a que para todo
z0 ∈ Bε(z0) ⊂ Γ podamos escribir ϕ como una serie de potencias

ϕ(z) =
∞∑
k=0

αk(z − z0)k

para z ∈ Bε(z0) con αk ∈ L2(Ω) tales que
∑

k ‖αk‖2 r
k < ∞ para 0 < r < ε. Por

consiguiente, dado t0 ∈ R+ y 0 < ε < t0/2, sabemos que Ttf se puede escribir como
la serie de potencias

Ttf =
∞∑
k=0

αk(t− t0)k

cuando t0 − 2ε < t < t0 + 2ε y tal que
∑

k ‖αk‖2 ε
k < ∞. Cada αk es una clase de

equivalencia de funciones salvo conjuntos de medida 0. Escogemos un representante
que también denotaremos por αk. Para t0 − ε < t < t0 + ε podemos modificar Ttf
en un conjunto de medida 0 de manera que se tenga Ttf(w) =

∑∞
k=0 αk(ω)(t− t0)k

para todo ω ∈ Ω. Esto tiene sentido porque sabemos que
∑

k |αk(ω)| εk < ∞ a.e.
ω ∈ Ω. Para concluir basta con recubrir R+ con una familia numerable de entornos
(t0 − ε, t0 + ε). El resto es muy sencillo y dejamos los detalles al lector. �

3.3 El teorema de Rota

Nuestro objetivo a continuación es relacionar a los semigrupos simétricos de difusión
con una martingala asociada. Puesto que hemos estudiado únicamente martingalas en
tiempo discreto y los semigrupos dependen de un parámetro continuo, lo que haremos
de momento es discretizar nuestros semigrupos. Aśı, estudiaremos potencias enteras
de un operador Q en Lp(Ω) que satisface:

1. ‖Qf‖p ≤ ‖f‖p para 1 ≤ p ≤ ∞.

2.
〈
Qf, g

〉
L2(Ω)

=
〈
f,Qg

〉
L2(Ω)

para f, g ∈ L2(Ω).

3. Qf ≥ 0 para toda función Σ-medible f : Ω→ R+.

4. Q(1Ω) = 1Ω, donde 1Ω denota la función constante 1 en Ω.
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La relación que buscamos la proporciona el Teorema de Rota, cuyo enunciado es
el siguiente.

Teorema 3.6 Dado un tal Q : Lp(Ω)→ Lp(Ω), existe un espacio de medida (Ω̂, Σ̂, µ̂)

equipado con una σ-subálgebra Σ0 y con una filtración decreciente (Σ̂n)n≥0, tales que
se dan las siguientes propiedades:

a) Existe un isomorfismo isométrico j : Lp(Ω,Σ)→ Lp(Ω̂,Σ0) para 1 ≤ p ≤ ∞.

b) Consideramos las esperanzas condicionadas

E0 : Lp(Ω̂, Σ̂)→ Lp(Ω̂,Σ0) y En : Lp(Ω̂, Σ̂)→ Lp(Ω̂, Σ̂n).

Sea π = j−1 ◦ E0 : Lp(Ω̂, Σ̂)→ Lp(Ω,Σ). Entonces, dada f ∈ Lp(Ω)

Q2nf = π ◦ En ◦ j(f).

La idea de la construción de (Ω̂, Σ̂, µ̂) está basada en la teoŕıa de procesos de
Markov y es la siguiente. Imaginemos una part́ıcula en w0 ∈ Ω en tiempo 0 que salta
en tiempo 1 a otro punto w1 de acuerdo a cierta distribución para w1. Una vez en
w1, la part́ıcula olvida haber estado en w0 y salta en tiempo 2 a w2 de acuerdo a una
distrubución de probabilidad para w2 que depende de w1, pero no de w0. El proceso
sigue y en tiempo n + 1 salta de wn a wn+1 habiendo olvidado dónde estuvo en
los tiempos 0, 1, . . . , n − 1. Nosotros haremos eso permitiendo que la ley que rige el
movimento de la part́ıcula esté determinado por el operador Q.

Demostración. Puesto que un punto ŵ ∈ Ω̂ debeŕıa describir el movimiento de
la part́ıcula, es razonable pensar que dicho elemento esté dado por las posiciones
(w0, w1, w2, . . .). Eso nos fuerza a tomar Ω̂ = ΩN, mientras que Σ̂ será la σ-álgebra
generada por todos los conjuntos de la forma

S = A0 × A1 × · · · × AN × Ω× Ω× Ω× · · ·

donde cada Aj denota un conjunto Σ-medible de Ω. Estos conjuntos se llaman por
razones obvias conjuntos ciĺındricos. Nos queda definir la medida µ̂ y es aqúı donde
toma partido el operador Q. Dado S como arriba, consideramos la función caracteŕıstica
χAN y tomamos Q(χAN ). Entonces multiplicamos por χAN−1

y aplicamos Q de nuevo
para obtener Q(χAN−1

Q(χAN )). Continuando este proceso, damos con la función

χA0 ·Q
(
χA1 ·Q(· · · (χAN−1

·Q(χAN )) · · ·)
)
.

Nótese que no hacemos actuar Q sobre dicha función. En términos del movimiento de
la part́ıcula, esto es natural porque se trata de la posición inicial y Q rige el movimiento
de la part́ıcula. Definimos entonces

µ̂(S) =

∫
Ω

χA0 ·Q
(
χA1 ·Q(· · · (χAN−1

·Q(χAN )) · · ·)
)
dµ.
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Lo primero es comprobar que µ̂ está bien definida sobre conjuntos ciĺındricos. Nótese
que (A0×· · ·×AN)×Ω×· · · y (A0×· · ·×AN ×Ω)×Ω×· · · representan al mismo
conjunto ciĺındrico pero su medida es aparentemente distinta. Aqúı es fundamental
que Q(1Ω) = 1Ω! Por otro lado, µ̂ es claramente no negativa puesto que Q envia
funciones no negativas en śı mismas. Veamos ahora cómo extender la definición de
µ̂ a uniones finitas de conjuntos ciĺındricos. Comenzamos observando que dados dos
conjuntos ciĺındricos S1 y S2, se tiene que S1 ∩ S2 es ciĺındrico. Por tanto podemos
definir

µ̂(S1 ∪ S2) = µ̂(S1) + µ̂(S2)− µ̂(S1 ∩ S2).

La positividad de Q nos asegura que µ̂ es no negativa y aditiva (por definición) sobre
uniones de dos conjuntos ciĺındricos. Aplicando el principio de inducción, si sabemos
que µ̂ satisface las condiciones de medida sobre uniones de n conjuntos ciĺındricos
definimos

µ̂
( n+1⋃
j=1

Sj

)
= µ̂

( n⋃
j=1

Sj

)
+ µ̂(Sn+1)− µ̂

( n⋃
j=1

(Sj ∩ Sn+1)
)
.

La no negatividad se sigue por hipótesis de inducción, mientras que la aditividad es
clara. Iterando este argumento, deducimos que µ̂ es (finitamente) aditiva sobre uniones
e intersecciones finitas de conjuntos ciĺındricos. Se puede demostrar que µ̂ se extiende
a una medida numerablemente aditiva en Σ̂. La demostración es bastante técnica y la
vamos a omitir. El lector interesado puede acudir a [13].

Probabiĺısticamente, la definición de µ̂ se corresponde con la interpretación en
términos del movimiento de una part́ıcula, donde la posición incial obedece a la ley
µ̂(w0 ∈ A) = µ(A), mientras que una part́ıcula en la posición wn salta a la posición
wn+1 de acuerdo con la ley

µ̂(wn+1 ∈ A) = Q(χA)(wn).

Esto nos indica que debemos tomar

Σ0 =
{
A0 × Ω× Ω× · · ·

∣∣ A0 ∈ Σ
}
,

Σ̂n =
{

Ω× Ω× · · · × Ω︸ ︷︷ ︸
n

×S
∣∣ S ∈ Σ̂

}
.

En otras palabras, Σ0 se corresponde con la posición inicial y Σ̂n con el movimiento de
la part́ıcula desde el instante n. Es claro que (Σ̂n)n≥0 forma una filtración decreciente
y por tanto nos resta probar las propiedades a) y b). La propiedad a) es evidente, basta
considerar el isomorfismo

j(f)(ŵ) = f(w0) y j−1(g)(w) = g(w,w, . . .).
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Dejamos como ejercicio comprobar que j : Lp(Ω,Σ, µ) → Lp(Ω̂,Σ0, µ̂) define un
isomorfismo isométrico para 1 ≤ p ≤ ∞. La demostración de la propiedad b) es más
compleja y se basa en las siguientes afirmaciones:

b1) Sea g ∈ Lp(Ω̂), entonces

g(ŵ) = g(w0, w1, . . .) depende sólo de wn ⇒ E0(g)(ŵ) = Qn ◦ j−1g(w0).

b2) Sea g ∈ Lp(Ω̂), entonces

g(ŵ) = g(w0, w1, . . .) depende sólo de w0 ⇒ En(g)(ŵ) = Qn ◦ j−1g(wn).

La propiedad b) se deduce fácilmente a partir de b1) y b2). Dada f ∈ Lp(Ω), sabemos
que la función j(f)(ŵ) sólo depende de w0, de donde obtenemos por la propiedad b2)
que

En ◦ j(f)(ŵ) = Qnf(wn) ⇒ j−1 ◦ En ◦ j(f) = Qnf.

Por otro lado, puesto que En ◦ j(f)(ŵ) sólo depende de wn, b1) nos proporciona

E0 ◦ En ◦ j(f)(ŵ) = Qn ◦ j−1 ◦ En ◦ j(f)(w0) = Q2nf(w0) = j ◦Q2nf(ŵ),

de donde se deduce π ◦En ◦ j(f) = Q2nf como queŕıamos. Probamos ahora b1) y b2).

Demostración de b1). Queremos ver que

E0(g) = j ◦Qn ◦ j−1g.

Puesto que j ◦Qn ◦ j−1(g) es Σ0-medible, basta comprobar que∫
S

g(ŵ) dµ̂(ω̂) =

∫
S

j ◦Qn ◦ j−1g(ŵ) dµ̂(ω̂)

para cada S = A×Ω×Ω×. . . ∈ Σ0. Si g es una función caracteŕıstica g(ŵ) = χB(wn),
el término de la izquierda es µ̂(A×Ω× · · · ×Ω×B ×Ω×Ω · · ·), donde el conjunto
B está situado en la posición n-ésima. La definición de µ̂ sobre conjuntos ciĺındricos
nos proporciona

µ̂(A× Ω× · · · × Ω×B × Ω× Ω · · ·) =

∫
A

QnχB dµ.

Es claro que el término de la derecha también se puede escribir aśı. Por otro lado,
puesto que tanto el término de la derecha como el de la izquierda son lineales en g y
se portan bien tomando ĺımites, se deduce la afirmación.
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Demostración de b2). Del mismo modo que en el argumento anterior, es claro que
la función h(ŵ) = Qn ◦ j−1g(wn) es Σn-medible porque no depende de las variables
w0, w1, . . . , wn−1. Por consiguiente, basta con demostrar que∫

S

g(ŵ) dµ̂(ω̂) =

∫
S

Qn ◦ j−1g(wn) dµ̂(ω̂)

para g(ŵ) = χB(w0) y todo conjunto ciĺındrico de la forma

S = Ω× Ω× · · · × Ω︸ ︷︷ ︸
n

×An × An+1 × · · · × AN × Ω× · · ·

El término de la izquierda se puede escribir como∫
B

Qn
(
χAn ·Q(χAn+1 ·Q(· · ·))

)
dµ.

Por otro lado, el término de la derecha es∫
Ω

Qn
(
Qn(χB)χAn ·Q(χAn+1 ·Q(· · ·))

)
dµ.

Finalmente, ambos términos coinciden por simetŕıa 〈Qf, g〉L2(Ω) = 〈f,Qg〉L2(Ω), que
no ha sido utilizada hasta ahora. Efectivamente, Q(1Ω) = 1Ω ⇒

∫
Ω
Qhdµ =

∫
Ω
h dµ.

Si aplicamos esto n veces en el término de la derecha, obtenemos∫
Ω

Qn
(
Qn(χB)χAn ·Q(χAn+1 ·Q(· · ·))

)
dµ =

∫
Ω

Qn(χB)h dµ =

∫
B

Qn(h) dµ

para h = χAn ·Q(χAn+1 ·Q(· · ·)), lo que nos proporciona el término de la izquierda. �

3.4 El maximal ergódico

Sea (Tt)t≥0 un semigrupo simétrico de difusión. Dado un ε > 0 pequeño, está claro
que el operador Tε satisface las hipótesis del Teorema de Rota para Q. Es más, si
tomamos Q = Tε, la ley de semigrupo nos asegura que Qn = Tnε. De modo que las
discretizaciones asociadas a una malla de longitud constante ε de semigrupos simétricos
de difusión proporcionan familias (Qn)n≥0 de potencias enteras de operadores bajo las
hipótesis del Teorema de Rota. Por consiguiente, dicho resultado nos muestra cómo
relacionar a un semigrupo simétrico de difusión con una martingala asociada.

El Teorema de Rota nos permite aśı trabajar con funciones maximales y funciones
cuadrado asociadas a dichos semigrupos de operadores. Comenzamos definiendo la
correspondiente función maximal. Dado un semigrupo simétrico de difusión (Tt)t≥0, la
función maximal ergódica asociada se define como

MTf(ω) = sup
t>0
|Ttf(ω)|.
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Teorema 3.7 La función maximal ergódica satisface

‖MTf‖p ≤ cp ‖f‖p para 1 < p ≤ ∞,

donde cp ∼ p/p−1 cuando p ∼ 1 o p ∼ ∞. En particular, obtenemos el correspondiente
resultado de convergencia puntual. Más concretamente, dado 1 < p <∞ y f ∈ Lp(Ω)

Ttf(x)
a.e.−→ f(x) cuando t→ 0+.

Demostración. La acotación de la maximal es trivial en L∞(Ω). Fijamos un entero
k ≥ 1 y definimos el operador Q = T2−k . Como ya hemos apuntado, es claro que Q
satisface las cuatro condiciones impuestas por el Teorema de Rota. En particular, dada
f ≥ 0 en Lp(Ω) deducimos que∥∥ sup

n≥0
Q2nf

∥∥
p

=
∥∥∥ sup
n≥0

π ◦ En ◦ j(f)
∥∥∥
p

=
∥∥∥j−1

(
sup
n≥0
E0

(
En ◦ j(f)

))∥∥∥
p

=
∥∥∥ sup
n≥0
E0

(
En ◦ j(f)

)∥∥∥
p

≤
∥∥∥E0

(
sup
n≥0

En ◦ j(f)
)∥∥∥

p
≤
∥∥∥ sup
n≥0

En ◦ j(f)
∥∥∥
p
≤ cp

∥∥j(f)
∥∥
p
,

donde la última desigualdad es consecuencia de la desigualdad maximal de Doob, que
sabemos que es cierta para martingalas inversas/filtraciones decrecientes. Puesto que
‖j(f)‖p = ‖f‖p, hemos demostrado ‖ supn≥0 T2n/2kf‖p ≤ cp ‖f‖p con cp ∼ p/p − 1
para todo 1 < p <∞. Si f no es positiva, descomponemos en partes positivas y∥∥ sup

n≥0
|T2n/2kf |

∥∥
p
≤ cp ‖f‖p.

La acotación del maximal ergódico impone tomar ĺımites en k. Para ello recordamos
que dada f ∈ L2(Ω) ∩ Lp(Ω), podemos redefinir las Ttf ’s en un conjunto de medida
0 de manera que para todo w ∈ Ω, Ttf(w) es una función continua en t ∈ R+,
véase el Corolario 3.5. De ese modo podemos escoger representantes de las clases de
equivalencia Ttf ∈ Lp(Ω) tales que

sup
t>0
|Ttf(w)| = ĺım

k→∞
sup
n≥0
|T2n/2kf(w)| = ĺım

k→∞
ϕk(w).

Puesto que las ϕk’s forman una sucesión creciente de funciones positivas

‖MTf‖p =
∥∥ sup
t>0
|Ttf |

∥∥
p

= ĺım
k→∞

∥∥ sup
n≥0
|T2n/2kf |

∥∥
p
≤ cp ‖f‖p.

por el teorema de la convergencia monótona. Como L2(Ω)∩Lp(Ω) es denso en Lp(Ω)
esto concluye la demostración de la desigualdad maximal. Nos queda probar el resultado
de convergencia en casi todo punto cuando t → 0+. El argumento de continuidad
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utilizado antes asegura que dado ε > 0 se tiene Tt+εf → Tεf en casi todo punto
cuando t→ 0+. Nuestro objetivo es probar que Ttf → f a.e. Comenzamos en L2(Ω)
donde sabemos que Ttf → f cuando t→ 0+ en norma L2. Por tanto, dada f ∈ L2(Ω)

µ
{

ĺım sup
t→0+

∣∣f − Ttf ∣∣ > λ
}

= µ
{

ĺım sup
t→0+

∣∣f − Tεf + Tε(f − Ttf)− Tt(f − Tεf)
∣∣ > λ

}
≤ µ

{∣∣f − Tεf ∣∣ > λ/2
}

+ µ
{

sup
t>0

∣∣Tt(f − Tεf)
∣∣ > λ/2

}
≤

(2(1 + c2)

λ
‖f − Tε‖2

)2

−→ 0 cuando ε→ 0+.

Por consiguiente, la medida de dicho conjunto es 0 y deducimos

µ
{

ĺım sup
t→0+

∣∣f − Ttf ∣∣ > 0
}
≤

∞∑
k=1

µ
{

ĺım sup
t→0+

∣∣f − Ttf ∣∣ > 1/k
}

= 0.

Cuando f ∈ Lp(Ω) con 1 < p 6= 2 < ∞, aproximamos la función f por funciones
gε ∈ Lp(Ω) ∩ L2(Ω) de manera que se tenga ‖f − gε‖p < ε. En tal caso, el mismo
argumento que antes funciona, pues tenemos

µ
{

ĺım sup
t→0+

∣∣f − Ttf ∣∣ > λ
}

= µ
{

ĺım sup
t→0+

∣∣f − gε + gε − Ttgε − Tt(f − gε)
∣∣ > λ

}
≤ µ

{∣∣f − gε∣∣ > λ/2
}

+ µ
{

sup
t>0

∣∣Tt(f − gε)∣∣ > λ/2
}

≤
(2(1 + cp)

λ
‖f − gε‖p

)p
−→ 0 cuando ε→ 0+. �

Observación 3.8 En la definición de semigrupo simétrico de difusión hemos impuesto
la condición ‖Ttf−f‖2 → 0 cuando t→ 0+. No obstante, dicha propiedad se extiende
a Lp(Ω) para 1 < p < ∞. Efectivamente, puesto que sabemos que Ttf → f en casi
todo punto para f ∈ Lp(Ω), es suficiente con demostrar que

ĺım
t→0
‖Ttf − f‖p =

∥∥ ĺım
t→0

Ttf − f
∥∥
p
,

lo que se sigue de la desigualdad maximal y el teorema de la convergencia dominada.

El Teorema 3.7 responde a una amplia clase de desigualdades maximales en teoŕıa
ergódica. Uno de los resultados clásicos más conocidos es el teorema ergódico maximal
de Dunford-Schwartz [14].
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3.5 Desigualdad de Littlewood-Paley-Stein

Cerramos este caṕıtulo con el análisis de la función cuadrado para un semigrupo
simétrico de difusión (Tt)t≥0. De acuerdo con el Corolario 3.5, dada f ∈ L2(Ω)∩Lp(Ω)
sabemos que podemos modificar Ttf en un conjunto de medida 0 de manera que
Ttf(ω) es diferenciable en t > 0 para todo ω ∈ Ω. Eso nos permite definir la función
cuadrado de Littlewood-Paley-Stein como sigue

Sf(ω) =
(∫ ∞

0

t
∣∣∣ ∂
∂t
Ttf(ω)

∣∣∣2 dt) 1
2
.

Nuestro objetivo fundamental es demostrar que

‖Sf‖p ≤ cp ‖f‖p

para f ∈ Lp(Ω) con 1 < p < ∞. Nótese no obstante que de momento sólo hemos
definido Sf para funciones de L2(Ω)∩Lp(Ω). Para extender dicha definición a Lp(Ω)
basta observar que si probamos la citada desigualdad en L2(Ω) ∩ Lp(Ω) existirá una
única extensión razonable por densidad. Efectivamente, la desigualdad dada se puede
reescribir en términos de la acotación del siguiente operador lineal

Λ : f ∈ Lp(Ω) 7→ Λf ∈ Lp
(
Ω;L2(R+, t dt)

)
con Λf(ω, t) =

∂

∂t
Ttf(ω).

Por tanto, si probamos que Λ es un operador acotado en L2(Ω) ∩ Lp(Ω) existirá una
única extensión lineal de Λ a todo Lp(Ω) y dada f ∈ Lp(Ω) definimos la función
cuadrado como sigue

Sf(ω) =
(∫ ∞

0

t
∣∣Λf(ω, t)

∣∣2 dt) 1
2
.

En realidad, la función Ttf(ω) es también diferenciable para toda f ∈ Lp(Ω), lo que se
sigue nuevamente de la analiticidad del semigrupo en Lp(Ω). Esta forma alternativa de
proceder es sólo consecuencia de que no demostramos en su momento la analiticidad
de (Tt)t≥0 en Lp(Ω) para p 6= 2. Antes de probar la desigualdad buscada, necesitaremos
una desigualdad Lp para la función cuadrado asociada a las medias ergódicas de una
martingala (fn)n≥0. Dada f ∈ Lp(Ω) y fn = En(f), dichas medias σm y sus diferencias
γm están dadas por

σmf =
1

m+ 1

m∑
k=0

fk y γmf = σmf − σm−1f.
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Lema 3.9 Dado 1 < p <∞ y f ∈ Lp(Ω)

∥∥∥( ∞∑
m=1

m|γmf |2
) 1

2
∥∥∥
p
∼cp ‖f‖p con cp ∼ p2/(p− 1).

Demostración. Tenemos (ejercicio) que

√
mγmf =

m∑
k=1

k√
m(m+ 1)

dfk =
∞∑
k=1

ξkm dfk

con ξkm = δk≤m
k√

m(m+1)
. En particular, podemos calcular

∞∑
m=1

|ξkm|2 = k2

∞∑
m=k

1

m(m+ 1)2
∼ 1 uniformemente en k.

De modo que aplicando el Teorema 1.15 deducimos las desigualdades deseadas. �

Observación 3.10 Si reemplazamos en el Lema 3.9 las diferencias γmf de medias
ergódicas por diferencias de martingala corrientes dfm, entonces la correspondiente
desigualdad es claramente falsa. Efectivamente, si tomamos p = 2 necesitaŕıamos ver
que ∥∥∥( ∞∑

m=1

m|dfm|2
) 1

2
∥∥∥

2
=
( ∞∑
m=1

m‖dfm‖2
2

) 1
2 ≤ c2

( ∞∑
m=1

‖dfm‖2
2

) 1
2

= ‖f‖2,

lo que es obviamente falso. Instamos al lector a construir un contraejemplo.

El Lema 3.9 es también válido para martingalas inversas y convencerse de ello es un
buen ejercicio. De hecho, esto es esencial porque en el siguiente resultado necesitamos
aplicarlo para martingalas inversas. Sea Q un operador bajo las hipótesis del Teorema
de Rota. Definimos entonces las correspondientes medias ergódicas y diferencias como

σ′mf =
1

m+ 1

m∑
k=0

Q2kf y γ′mf = σ′mf − σ′m−1f.

Lema 3.11 Dado 1 < p <∞ y f ∈ Lp(Ω)

∥∥∥( ∞∑
m=1

m|γ′mf |2
) 1

2
∥∥∥
p
≤ cp ‖f‖p con cp ∼ p2/(p− 1).
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Demostración. De acuerdo con el Teorema de Rota, sabemos que Q2kf = π◦Ek◦j(f)

para cierta filtración decreciente (Σ̂n)n≥0 en cierto espacio de medida (Ω̂, Σ̂, µ̂). Por
tanto podemos escribir

σ′mf = π ◦ σm ◦ j(f) y γ′mf = π ◦ γm ◦ j(f)

donde las medias σm y sus diferencias γm se han tomado respecto de la filtración
decreciente proporcionada por el Teorema de Rota. Aśı podemos escribir el término de
la izquierda como∥∥∥( ∞∑

m=1

m|γ′mf |2
) 1

2
∥∥∥
p

=
∥∥∥ ∞∑
m=1

√
mγ′mf ⊗ δm

∥∥∥
Lp(Ω;`2)

=
∥∥∥(π ⊗ id`2)

( ∞∑
m=1

√
mγm(j(f))⊗ δm

)∥∥∥
Lp(Ω;`2)

.

Puesto que π = j−1 ◦ E0 es la composición de una isometŕıa con una esperanza
condicionada en Lp, se deduce que π : Lp(Ω̂, Σ̂) → Lp(Ω,Σ) es contractivo. Por
consiguiente, su extensión hilbertiana π ⊗ id`2 también lo es y deducimos que∥∥∥( ∞∑

m=1

m|γ′mf |2
) 1

2
∥∥∥
p
≤
∥∥∥( ∞∑

m=1

m|γm(j(f))|2
) 1

2
∥∥∥
p
∼cp ‖j(f)‖p = ‖f‖p,

donde la equivalencia se sigue del Lema 3.9. Esto concluye la demostración. �

Pasamos ahora a demostrar la versión de la desigualdad probada en el Lema 3.11 en
el contexto de los semigrupos simétricos de difusión. Para ello necesitamos introducir
de nuevo las correspondientes medias ergódicas

Mtf =
1

t

∫ t

0

Tsf ds.

Teorema 3.12 Dado 1 < p <∞ y f ∈ Lp(Ω)∥∥∥(∫ ∞
0

t
∣∣∣ ∂
∂t
Mtf

∣∣∣2 dt) 1
2
∥∥∥
p
≤ cp ‖f‖p con cp ∼ p2/(p− 1).

Demostración. Podemos reemplazar la integral en R+ por una integral en [δ,∆] para
0 < δ < ∆ <∞ siempre que las constantes no dependan de δ,∆. En el intervalo [δ,∆]
sabemos que el integrando es suficientemente suave, de modo que podemos reemplazar
las integrales por sumas de Riemann y las derivadas por cocientes incrementales. Estos
cambios producen errores que tienden a 0 cuando afinamos la malla, dejamos los
detalles al lector. Escribiendo esta discretización, deducimos el resultado a partir del
Lema 3.11 con Q = Tε para ε > 0 tan pequeño como queramos. �
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Observación 3.13 Además de la estimación para la función cuadrado del Teorema
3.12, las medias ergódicas Mtf también satisfacen una desigualdad maximal. En efecto
tomando MMf = supt>0 |Mtf | se tiene obviamente que MMf(ω) ≤ MTf(ω) para
todo ω ∈ Ω, de manera que la acotación del maximal ergódico nos proporciona

‖MMf‖p ≤ cp ‖f‖p.

Nos queda finalmente demostrar la acotación en Lp(Ω) de la función cuadrado de
Littlewood-Paley-Stein. No obstante, a la luz de la Observación 3.10, las técnicas para
martingalas sólo son capaces de producir la desigualdad dada en el Teorema 3.12, en
donde reemplazamos el semigrupo Ttf por sus medias ergódicas Mtf . Puesto que la
demostración involucra técnicas de integrales fraccionarias que no hemos manejado a
lo largo del curso, nos conformaremos con una idea vaga de la demostración. Todos
los detalles se pueden encontrar en el Caṕıtulo IV del texto [66]. La idea consiste
en definir una familia anat́ıtica de operadores Iα que actúan sobre funciones de una
variable t > 0. Comenzamos definiendo

I1f(t) =

∫ t

0

f(s) ds y I−kf(t) =
∂k

∂tk
f(t)

para k ∈ N. Por otro lado, el cálculo formal

Inf(t) =

∫ t

0

∫ sn

0

· · ·
∫ s2

0

f(s1) ds1 · · · dsn−1 dsn =
1

(n− 1)!

∫ t

0

(t− s)n−1f(s) ds

nos lleva a la siguiente definición razonable para la integral fraccionaria Iα

Iαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s) ds.

Está claro que dicha integral converge absolutamente para f suave cuando Re(α) > 0,
pero no tiene porqué estar definida cuando Re(α) ≤ 0. Esto tiene sentido puesto que,
motivados por el teorema fundamental del cálculo, hemos impuesto que I−kf(t) sea
la k-ésima derivada. El siguiente resultado, que no demostraremos, es clave en lo que
sigue.

Lema 3.14 Dada f ∈ L1(R+) infinitamente diferenciable, la función α 7→ Iαf que
está originalmente definida sobre la región Re(α) > 0, tiene una extensión anaĺıtica a
todo el plano complejo. Además se tiene que

Iα+βf = IαIβf y I0f = f.

Demostración. Véase la Sección 3 del Caṕıtulo III de [66]. �

Pasamos a la acotación Lp de la función cuadrado de Littlewood-Paley-Stein.
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Teorema 3.15 Dado 1 < p <∞ y f ∈ Lp(Ω)

‖Sf‖p ≤ cp ‖f‖p.

Idea de la demostración. El método consiste en utilizar que la desigualdad es sencilla
para p = 2 e interpolar con el Teorema 3.12 para 1 < p 6= 2 <∞ reescribiendo dicho
resultado en términos de integrales fraccionarias. Para ello introducimos las integrales
fraccionarias modificadas

ΛαT·f(t) =
t−α

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1Tsf ds = t−αIαT·f(t), Re(α) > 0.

De acuerdo con el Lema 3.14, los operadores Λα se pueden extender anaĺıticamente a
todo el plano complejo α ∈ C. Podemos escribir entonces el Teorema 3.12 como sigue∥∥∥(∫ ∞

0

t
∣∣∣ ∂
∂t

Λ1T·f
∣∣∣2 dt) 1

2
∥∥∥
p
≤ cp ‖f‖p.

El primer paso consiste en probar la desigualdad que corresponde a sustitur Λ1 por Λα

para Re(α) > 1. Para ello utilizaremos que Iα = Iα−1I1 de manera que se tiene la
identidad formal

Λα = t−αIα−1(tΛ1) = t−αIα
(
∂
∂t

(tΛ1)
)

= t−αIα
(
t ∂
∂t

Λ1

)
+ t−αIα(Λ1).

Por consiguiente obtenemos

∂

∂t
Λα = −αt−α−1Iα

(
t
∂

∂t
Λ1

)
+t−αIα−1

(
t
∂

∂t
Λ1

)
−αt−α−1Iα+1

( ∂
∂t

Λ1

)
+t−αIα

( ∂
∂t

Λ1

)
.

Entonces no es complicado demostrar que∥∥∥(∫ ∞
0

t
∣∣∣ ∂
∂t

ΛαT·f
∣∣∣2 dt) 1

2
∥∥∥
p
≤ cp,β ‖f‖p

para 1 < p <∞ y Re(α) > 1. Ahora observamos que la desigualdad que pretendemos
probar es precisamente la que acabamos de enunciar con α = 0 pues en tal caso se
tiene que Λ0T·f(t) = Ttf . La idea final consiste en comprobar que la desigualdad es
cierta en todo el plano complejo cuando p = 2 e interpolar adecuadamente con las
desigualdades que conocemos en Lp(Ω), esto requiere utilizar la interpolación de Stein
para familias anaĺıticas de operadores y no daremos más detalles. �

Si observamos los resultados obtenidos para funciones cuadrado en el contexto
de las martingalas o los operadores de Calderón-Zygmund, es natural conjeturar que
debeŕıa existir una desigualdad rećıproca a la dada en el Teorema 3.15. Este es el
contenido del siguiente resultado.
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Corolario 3.16 Sea 1 < p < ∞ y Π : Lp(Ω) → Lp(Ω) la proyección sobre el
subespacio de funciones f de Lp(Ω) tales que Ttf = f para todo t > 0. Entonces, se
tiene que

‖f‖p ≤ cp

(
‖Sf‖p + ‖Πf‖p

)
.

Demostración. De acuerdo con la expresión Tt = exp(tA), el subespacio de funciones
invariantes por la acción del semigrupo (Tt)t≥0 es precisamente el núcleo del generador
infinitesimal A. Comenzamos demostrando la desigualdad anunciada en L2(Ω). Sea
(ψk)k≥1 una base ortonormal de L2(Ω), que asumimos separable por sencillez, formada
por autofunciones del generador infinitesimal A. Como −A es positivo, sabemos que
los autovalores correspondientes (λk)k≥1 satisfacen λk ≤ 0. Dada f ∈ L2(Ω), esto nos
asegura que

Ttf =
∞∑
k=1

etλk
(∫

Ω

fψk dµ
)
ψk =

∞∑
k=1

etλk f̂ψ(k)ψk,

de donde obtenemos
∂

∂t
Ttf =

∑
k,λk 6=0

λke
tλk f̂ψ(k)ψk.

Esto proporciona la identidad

‖Sf‖2
2 =

∫ ∞
0

t

∫
Ω

∣∣∣ ∂
∂t
Ttf
∣∣∣2 dµ dt

=
∑
k,λk 6=0

λ2
k

(∫ ∞
0

te2tλk dt
)
|f̂ψ(k)|2 =

1

4

∑
k,λk 6=0

|f̂ψ(k)|2.

Aśı conclúımos con la isometŕıa

‖f‖2
2 = 4‖Sf‖2

2 + ‖Πf‖2
2.

La identidad de polarización nos permite reescribir esto como∫
Ω

fg dµ = 4

∫
Ω

SfSg dµ+

∫
Ω

ΠfΠg dµ

para f, g ∈ L2(Ω). Dado ahora 1 < p <∞, f ∈ L2(Ω) ∩ Lp(Ω) y

Λ =
{
g ∈ L2(Ω) ∩ Lp′(Ω)

∣∣ 1
p

+ 1
p′

= 1 y ‖g‖p′ ≤ 1
}
,

el Teorema 3.15 nos proporciona la desigualdad

‖f‖p = sup
g∈Λ

∫
Ω

fg dµ

≤ 4 sup
g∈Λ

∫
Ω

SfSg dµ + sup
g∈Λ

∫
Ω

ΠfΠg dµ

≤
(
cp + sup

g∈Λ
‖Πg‖p′

) (
‖Sf‖p + ‖Πf‖p

)
.



Semigrupos simétricos de difusión 65

Por tanto, puesto que L2(Ω) ∩ Lp(Ω) es denso en Lp(Ω), es suficiente con ver que
‖Πf‖p ≤ cp‖f‖p para todo 1 < p <∞. Para ello observamos que ĺımt→∞ Ttf = Πf
en L2(Ω). Efectivamente, es sencillo comprobarlo expandiendo f respecto de (ψk)k≥1

y escribiendo Ttf como antes. En particular, existe una subsucesión Ttkf que tiende a
Πf en casi todo punto y aśı

|Πf | =
∣∣ ĺım
k→∞

Ttkf
∣∣ ≤ sup

t>0
|Ttf | =MTf.

Por tanto, la desigualdad maximal nos proporciona ‖Πf‖p ≤ ‖MTf‖p ≤ cp ‖f‖p. �

Observación 3.17 En contraste con los resultados para martingalas y operadores de
Calderón-Zygmund de los caṕıtulos anteriores, nuestras estimaciones para las funciones
maximal y cuadrado sobre semigrupos simétricos de difusión no incluyen desigualdades
de tipo débil (1, 1) o L∞-BMO. Efectivamente, como se deduce del Teorema de Rota
nuestras desigualdades esencialmente provienen de análogos para martingalas unidas a
la contractividad de la esperanza condicionada en Lp(Ω). Dicha contractividad falla en
L1,∞(Ω) (justifiquese con un ejemplo) y este método deja de funcionar. No obstante
existen casos donde las estimaciones débiles siguen siendo ciertas. Por ejemplo, hemos
visto en el Caṕıtulo 2 que la función cuadrado de Littlewood-Paley-Stein asociada al
semigrupo de Poisson

Sf(ω) =
(∫ ∞

0

t
∣∣∣ ∂
∂t
Ptf(ω)

∣∣∣2 dt) 1
2

se puede interpretar como un operador de Calderón-Zygmund con valores en un espacio
de Hilbert, o mejor dicho como un ĺımite de los mismos. En tales cases, los métodos
del Caṕıtulo 2 afinan las técnicas para martingalas y podemos obtener nuevamente
desigualdades de tipo débil.

3.6 Ejercicios

1. Dado Λ : L2(Ω) → L2(Ω) un operador lineal en un espacio de Hilbert, podemos
consider las dos posibles nociones de positividad introducidas en este caṕıtulo. A saber

• Λf ≥ 0 cuando f ≥ 0,

•
∫

Ω
Λf f dµ ≥ 0 para toda f ∈ L2(Ω).

Dar dos contrajemplos para probar que ninguna condición implica la otra.

2. Utilizar la fórmula de subordinación

e−β =
1√
π

∫ ∞
0

e−u√
u
e−β

2/4u du
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para demostar que el semigrupo subordinado (Pt)t≥0 es simétrico de difusión.

3. Obtener la expresión del núcleo de Poisson en dimensión 1. Es decir, probar que∫
R
e−2π|ξ|te−2πixξ dξ =

1

π

t

x2 + t2
.

4. Utilizando que

cn

∫
Rn

t

(|x|2 + t2)
n+1

2

dt = 1,

demostrar directamente que el semigrupo de Poisson es simétrico de difusión.

5. Dadas

σmf =
1

m+ 1

m∑
k=0

fk y γmf = σmf − σm−1f,

demostrar que se tiene

√
mγmf =

m∑
k=1

k√
m(m+ 1)

dfk.

Trabajos propuestos para final de curso:

A) Cálculo holomorfo.

B) Espacios BMO asociados a semigrupos.

C) Transformadas de Riesz para el operador de Laplace-Beltrami.



4
Aspectos no conmutativos

Dado un espacio de medida (Ω,Σ, µ) y una función Σ-medible y esencialmente
acotada f : Ω → C, podemos representar dicha función como un operador acotado
en L2(Ω) determinado por Λf : g 7→ fg. El proceso de sustituir funciones medibles
por operadores lineales, conocido como cuantización, ha tenido un gran impacto en
las matemáticas del siglo XX desde los oŕıgenes de la mecánica cuántica. Puesto que
la composición de operadores es una operación no conmutativa, este proceso ha dado
lugar a formas no conmutativas de diversas ramas de las matemáticas. Aśı, la teoŕıa de
caracteres de grupos ha dado lugar a la teoŕıa de representaciones; las C∗-álgebras y las
álgebras de von Neumann generalizan a las funciones cont́ınuas/medibles y dan lugar
a una teoŕıa no conmutativa de medida e integración; la geometŕıa no conmutativa
de Connes generaliza a este contexto la geometŕıa diferencial; la probabilidad cuántica
hace lo propio con la probabilidad clásica o los espacios de operadores nacen como una
cuantización de la teoŕıa de espacios de Banach.

Históricamente, el análisis armónico no conmutativo se ha reducido al análisis de la
transformada de Fourier/representaciones unitarias sobre grupos topológicos no abe-
lianos. No obstante, esta teoŕıa se ha desarrollado espectacularmente en los últimos
años y aborda hoy d́ıa problemas mucho más generales. Dicho desarrollo se basa en
las importantes conexiones entre análisis armónico, probabilidad y espacios de Banach
establecidas en los años 70 y 80. Las desigualdades de Burkholder-Gundy, el teorema
de dualidad de Fefferman, la teoŕıa de tipo y cotipo de Maurey-Pisier, los resultados de
Rosenthal... ilustran dicha interacción. Gran parte de este material ha sido generalizado
al contexto no conmutativo y da forma a una nueva interpretación del análisis armónico
no conmutativo. Potentes herramientas tales como funciones maximales y cuadrado,
sumas de v.a. independientes, espacios de tipo Hardy y BMO... se han desarrollado
recientemente en el contexto no conmutativo. Esto ha permitido construir una teoŕıa
no conmutativa de desigualdades Lp de martingalas, teoremas ergódicos maximales
sobre álgebras de von Neumann e incluso el germen de una teoŕıa no conmutativa de
Calderón-Zygmund. Este significativo desarrollo, basado en la cuantización de análisis
armónico, probabilidad y geometŕıa de espacios de Banach, ha sido posible gracias a la
aparición y rápido desarrollo de nuevas y profundas teoŕıas como la probabilidad libre
o los espacios de operadores.
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Mi intención es proporcionar al lector una primera aproximación al análisis armónico
no conmutativo, entendido desde este punto de vista más ambicioso. Comenzaremos
introduciendo las álgebras de von Neumann y los espacios Lp no conmutativos, que
son el lenguaje habitual de la teoŕıa. Más adelante, esbozaremos únicamente la teoŕıa
de martingalas no conmutativas sin demostraciones. Al final del caṕıtulo, daremos
algunas referencias sobre otras conexiones con espacios de operadores, semigrupos
sobre espacios Lp’s no conmutativos, probabilidad libre o la recién nacida teoŕıa no
conmutativa de Calderón-Zygmund.

4.1 Álgebras de von Neumann

Comenzamos con una breve exposición de las nociones esenciales en la teoŕıa de
álgebras de von Neumann. Una exposición más detallada se puede encontrar en los
textos [39, 70]. Un álgebra de Banach A es un espacio de Banach dotado de una
multiplicación respecto de la cual ‖x1x2‖ ≤ ‖x1‖‖x2‖ para todo x1, x2 ∈ A. Una
involución ∗ : A → A en un álgebra de Banach A es un anti-automorfismo de orden
2. En otras palabras, se tiene que

(x1 + x2)∗ = x∗1 + x∗2, (λx)∗ = λx∗, (x1x2)∗ = x∗2x
∗
1, x∗∗ = x.

Una C∗-álgebraA es un álgebra de Banach con unidad 1 y equipada con una involución
∗ : A → A que satisface ‖x∗x‖ = ‖x‖2 para todo x ∈ A. El ejemplo canónico es el
espacio B(H) de operadores lineales y acotados en un espacio de Hilbert H donde la
norma de u ∈ B(H) es la habitual como operador acotado, la mutiplicación está dada
por la composición de operadores, la unidad es el operador identidad y la involución
consiste en tomar adjuntos x 7→ x∗ donde

〈x∗(ξ1), ξ2〉H = 〈ξ1, x(ξ2)〉H.

De hecho, todas las C∗-álgebras provienen de esta construcción.

Teorema de Gelfand-Naimark-Segal. Dada una C∗-álgebra A, existe un espacio de
Hilbert H y un embedding isométrico j : A ↪→ B(H) que respeta las operaciones de
∗-álgebra:

• j(1) = idH,

• j(x∗) = j(x)∗,

• j(x1x2) = j(x1) ◦ j(x2).

Aśı, toda C∗-álgebra es una C∗-subálgebra de B(H) para cierto Hilbert H.
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Es conveniente señalar que esta inclusión no es única, de hecho es altamente no
canónica. Dado Ω un espacio topológico compacto y Hausdorff, el espacio C(Ω) de
las funciones continuas f : Ω → C forma una C∗-álgebra conmutativa con la suma y
producto puntuales y la involución dada por la conjugación f 7→ f . De hecho, todas
las C∗-álgebras conmutativas son de la forma C(Ω) para cierto espacio compacto y
Hausdorff Ω. De este modo, la teoŕıa de C∗-álgebras constituye una generalización
no conmutativa de los espacios de tipo C(Ω). Cuando Ω viene además equipado con
una σ-álgebra Σ y una medida µ, podemos ilustrar Gelfand-Naimark-Segal escogiendo
H = L2(Ω), puesto que en ese caso f ∈ C(Ω) se identifica isométricamente con el
multiplicador Λf : g 7→ fg en L2(Ω).

A partir de aqúı, la extensión no conmutativa de la teoŕıa de la medida aparece
de manera natural. Efectivamente, observemos que existe una relación biuńıvoca entre
conjuntos medibles de (Ω,Σ, µ) y funciones caracteŕısticas de L∞(Ω). Seguidamente
notamos que toda función caracteŕıstica χA puede aproximarse por funciones continuas
en la topoloǵıa débil de operadores. Dicho de otro modo, se tiene que∫

A

g(ω)h(ω) dµ(ω) = ĺım
n→∞

∫
Ω

fn(ω)g(ω)h(ω) dµ(ω)

para cierta sucesión f1, f2, . . . en C(Ω) y cualesquiera g, h ∈ L2(Ω). En otras palabras,
el espacio L∞(Ω) caracteriza al espacio de medida (Ω,Σ, µ) y resulta ser el cierre
de C(Ω) en la topoloǵıa débil de operadores. En vista de las observaciones anteriores
concluimos que la estructura no conmutativa que generaliza a los espacios de medida
es el ‘cierre débil de las C∗-álgebras’. No obstante, esa es la definición de álgebra de
von Neumann. Aśı, la teoŕıa de álgebras de von Neumann resulta ser el instrumento
adecuado para cuantizar la teoŕıa de la medida. De hecho, al igual que ocurre para
C∗-álgebras, toda álgebra de von Neumann conmutativa tiene la forma L∞(Ω) para
cierto espacio de medida (Ω,Σ, µ).

Para profundizar más en la noción de álgebra de von Neumann necesitamos algunas
nociones básicas de álgebra de operadores. Para mayor sencillez, nuestros espacios de
Hilbert H serán siempre separables. Un operador x ∈ B(H) se llama positivo si
〈x(ξ), ξ〉 ≥ 0 para todo ξ ∈ H. Es fácil ver que todo operador positivo diagonaliza con
autovalores positivos, lo que permite definir su ráız cuadrada positiva

√
x. De aqúı se

deduce que x es positivo si y sólo si lo podemos escribir en la forma x = z∗z para
cierto z ∈ B(H). El módulo de x ∈ B(H) se define como |x| =

√
x∗x. Aunque

también podŕıamos haber definido el módulo de x como
√
xx∗, que es |x∗| en nuestra

terminoloǵıa, nótese que no coinciden puesto que xx∗ 6= x∗x en general. Para distinguir
|x| de |x∗| se utilizan en ocasiones las expresiones módulo por la izquierda y por la
derecha respectivamente. Una isometŕıa parcial en B(H) es un operador u : H → H
que satisface ‖u(ξ)‖H = ‖ξ‖H para todo ξ ∈ H	ker(u) = ker(u)⊥. Al igual que todo
λ ∈ C se escribe como el producto de su módulo por su argumento, la descomposición
polar a continuación nos permite hacer lo mismo con operadores de B(H).
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Lema 4.1 Si x ∈ B(H), existe una isometŕıa parcial u tal que:

• x = u|x|,

• ker (u) = ker (x),

• img(u) = img(x).

Si x = απ con π ≥ 0 y α isometŕıa parcial con ker(α) = ker(π), π = |x| y α = u.

Demostración. Utilizaremos (ejercicio) que toda isometŕıa parcial u ∈ B(H) satisface
que u∗u es la proyección ortogonal sobre ker(u)⊥ y que uu∗ es la proyección ortogonal
sobre img(u). Rećıprocamente, si u∗u o uu∗ es una proyección ortogonal, entonces u
es una isometŕıa parcial. Si ξ ∈ H tenemos que

‖x(ξ)‖2
H = 〈x∗x(ξ), ξ〉 = 〈|x|(ξ), |x|(ξ)〉 = ‖|x|(ξ)‖2

H.

Esto permite definir u : img(|x|) → img(x) como u(|x|(ξ)) = x(ξ). Nótese que la
identidad implica que u está bien definido y es isométrico en img(|x|). En particular
se puede considerar un operador u : H → img(x) extendiéndolo por continuidad en
img(|x|) y definiéndolo como 0 en el complemento ortogonal. Eso convierte a u en
una isometŕıa parcial que satisface x = u|x| e img(u) = img(x). Nos queda ver que
ker(u) = ker(x), pero como ker(u)⊥ = img(|x|) = ker(|x|)⊥ la afirmación se deduce
fácilmente. Para la unicidad observamos que x∗x = πα∗απ. Como α∗α es la proyección
sobre ker(α)⊥ = ker(π)⊥, se tiene que x∗x = π2, de donde π = |x| por la unicidad
de la ráız cuadrada positiva. Además, como α(|x|(ξ)) = x(ξ) = u(|x|(ξ)) se tiene que
α = u sobre img(|x|) que es denso en ker(u)⊥ = ker(α)⊥, de donde α = u. �

En particular, dada la descomposición polar x = u|x| sabemos que u∗u es la
proyección sobre ker(x)⊥ y uu∗ la proyección sobre img(x). Otra forma de referirnos a
estas proyecciones será como u∗u = r(x) el soporte por la derecha de x y uu∗ = `(x)
el soporte por la izquierda de x. Nótese que `(x) es la proyección ortogonal q más
pequeña (i.e. sobre el subespacio más pequeño de H) que satisface qx = x. De forma
similar, r(x) es la proyección más pequeña q con xq = x. Cuando x es autoadjunto,
se tiene claramente que r(x) = `(x). A esta proyección común se le llama soporte de
x y se escribe supp(x).

Nuestro siguiente objetivo es construir el predual de B(H). Asumiremos por sencillez
que H es separable. Dada una base ortonormal (ξm)m≥1 de H y un operador x ∈ B(H)
positivo, definimos su traza canónica como

Tr(x) =
∞∑
m=1

〈x(ξm), ξm〉.
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Nótese que dicha suma puede ser infinita. La clase de traza S1(H) se define como el
espacio de los operadores x ∈ B(H) tales que Tr(|x|) <∞. Las siguientes propiedades
son bien conocidas [9]:

• La definición de Tr no depende de la b.o.n. escogida,

• Cuando dimH = n, Tr es la traza habitual sobre matrices n× n,

• Si x ∈ S1(H) no es positivo, Tr(x) =
∑

m〈x(ξm), ξm〉 converge absolutamente,

• La expresión ‖x‖1 = Tr(|x|) define una norma en S1(H) y |Tr(x)| ≤ Tr(|x|),

• Se tiene ‖x‖1 = ‖x∗‖1, Tr(x1x2) = Tr(x2x1) y |Tr(x1x2)| ≤ ‖x1‖1‖x2‖∞,

• S1(H)∗ = B(H) y S1(H) es el único predual de B(H).

Estamos ahora en condiciones de profundizar algo más en las álgebras de von
Neumann. Observamos en primer lugar que, como el producto de dos funciones de
L2(Ω) vive en L1(Ω), la convergencia fn → χA en la topoloǵıa débil de operadores
coincide en este caso con la convergencia en la topoloǵıa débil-∗. Esto, unido al Teorema
de Gelfand-Naimark-Segal, nos permite redefinir un álgebra de von Neumann como
una C∗-subálgebra débil-∗ cerradaM de B(H). Por consiguiente, toda álgebra de von
Neumann es un espacio dual. Efectivamente, si

M⊥ =
{
x ∈ S1(H)

∣∣ Tr(xm) = 0 para todo m ∈M
}
,

entonces queremos demostrar que

M =M⊥⊥ =
{
m ∈ B(H)

∣∣ Tr(xm) = 0 para todo x ∈M⊥
}

=
(
S1(H)/M⊥)∗.

Está claro que M ⊂M⊥⊥. Por otro lado, M⊥⊥ será el cierre de M en la topoloǵıa
más pobre de B(H) donde todos los elementos de S1(H) son funcionales continuos
en B(H). Esa es precisamente la topoloǵıa débil-∗ y nuestra afirmación se deduce de
que M es cerrada en dicha topoloǵıa. Repasamos ahora algunos resultados centrales
sobre álgebras de von Neumann.

Teorema de Sakai. El predual de un álgebra de von Neumann es único.

Denotamos por M∗ al predual de M. Un funcional ϕ :M→ C lineal y acotado
se llama normal si es continuo en la topoloǵıa débil-∗ de M. Aśı, ϕ : M → C
pertenecerá aM∗ si y sólo si ϕ es normal. Dado un subconjunto Z de B(H), definimos
el conmutador de Z como el conjunto Z ′ de operadores de B(H) que conmutan con
todo Z. En otras palabras, definimos Z ′, Z ′′... como sigue

Z ′ =
{
x ∈ B(H)

∣∣ xz = zx para todo z ∈ Z
}
,

Z ′′ =
{
x ∈ B(H)

∣∣ xz = zx para todo z ∈ Z ′
}
.
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Teorema del doble conmutador. Se tiene que:

• Z ′′′ = Z ′.

• Z ′ es siempre un álgebra cerrada débil-∗ que contiene a 1.

• El cierre débil-∗ de toda C∗-subálgebra A de B(H) es M = A′′.

En particular, el Teorema del doble conmutador proporciona una caracterización
algebraica de la noción (anaĺıtica) de álgebra de von Neumann. Aśı, podemos afirmar
que un álgebra de von Neumann es una C∗-subálgebra de B(H) que coindice con
su doble conmutador. Por otro lado, dada un álgebra de von Neumann M, definimos
su cono positivo como

M+ =
{
x ∈M

∣∣ existe z ∈ B(H) con x = z∗z
}
.

Dado x ∈ M con descomposición polar x = u|x|, es también una consecuencia del
Teorema del doble conmutador que u y |x| son elementos de M, la demostración de
puede encontrar por ejemplo en [9, Teorema 14.5]. Aśı, las proyecciones soporte de x
por la derecha y por la izquierda también están en M.

No damos de momento ejemplos concretos de álgebras de von Neumann, pues
estos aparecerán en la próxima sección con los espacios Lp no conmutativos. Cerramos
esta sección revisando brevemente la descomposición espectral de elementos del cono
positivo de M. Una exposión detallada se da en el Caṕıtulo 1 de [19]. Todo x ∈M+

admite una única descomposición espectral

x =

∫ ∞
0

λ deλ(x).

La medida espectral (eλ(x))λ∈R+ está soportada en el espectro σ(x). Nótese que un
operador z ∈ B(H) conmuta con x si y sólo si z conmuta con todas las proyecciones
espectrales eλ(x). Dada una función boreliana y acotada f en σ(x), el cálculo funcional
de Borel define un operador acotado f(x) por medio de la fórmula integral

f(x) =

∫
σ(x)

f(λ) deλ(x).

Nuevamente, si x ∈ M+ se tendrá que sus proyecciones espectrales eλ(x) aśı como
f(x) pertenecen a M. En particular, dado 0 < p < ∞ podemos definir xp como
elemento del cono positivo deM para todo x ∈M+. Esto será obviamente necesario
en la próxima sección. Aunque no tenemos tiempo de profundizar más en todas estas
nociones, el lector interesado en la teoŕıa no conmutativa que no esté familiarizado con
las mismas debeŕıa consultar algunas de las referencias proporcionadas a lo largo de
esta sección.
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4.2 Espacios Lp no conmutativos

El estudio de espacios Lp sobre álgebras de von Neumann generales o espacios Lp
no conmutativos fue iniciado en los años 50 por Schatten, Segal, Dixmier y Kunze entre
otros. Hoy en d́ıa constituyen una herramienta fundamental en muchas ramas de las
matemáticas. Una de nuestras referencias fundamentales será la excelente exposición
de Pisier y Xu en [61]. Una traza en M es un funcional lineal τ :M→ Ĉ

• Tracial. τ(ab) = τ(ba) para a, b ∈M.

• Positivo. τ :M+ → [0,∞], i.e. τ(x∗x) ≥ 0 para x ∈M.

Decimos que la traza es

• Fiel. Si x ∈M+ y τ(x) = 0 entonces x = 0.

• Normal. supα τ(xα) = τ(supα xα) para (xα) ⊂M+ creciente y acotada.

• Semifinita. Para todo a ∈M+ no nulo, existe 0 < b ≤ a tal que τ(b) <∞.

La traza es el sustituto natural de la integral e instamos al lector a que piense en
las propiedades adicionales que hemos pedido a la traza. Todas ellas son extensiones
naturales de propiedades razonables de la integral. El proceso de cuantización se basa
en el modelo conmutativo, donde f ∈ L∞(Ω) para a ser un multiplicador en L2(Ω)
dado por

Λf : g ∈ L2(Ω) 7→ fg ∈ L2(Ω).

Cuando Ω es completamente atómico y Lp(Ω) = `p, la traza canónica es la integral
natural. Efectivamente, tomemos la base canónica (ek)k≥1 de `2. Entonces tenemos
que

Tr(Λf ) =
∞∑
n=1

〈Λfek, ek〉 =
∞∑
n=1

fk =

∫
Ω

f dµ

donde µ es la medida de contar en Ω = N. Cuando Ω es cualquier otro espacio de
medida, τ(Λf ) =

∫
Ω
f dµ determina una traza normal, semifinita y fiel. Hemos visto

cómo las funciones medibles pasan a ser operadores en este caso. Nótese tamién que
los conjuntos medibles A de Ω se interpretan como funciones caracteŕısticas χA de
L∞(Ω), que se convierten en multiplicadores ΛχA . Un momento de reflexión nos lleva
a ver que ΛχA es una proyección ortogonal en L2(Ω)

Λ∗χA = ΛχA y Λ2
χA

= ΛχA .

Aśı, las proyecciones ortogonales representan conjuntos medibles en el contexto no
conmutativo. Esto además aporta algo de luz a nuestra definición de proyección soporte.
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En lo que sigue escribiremos que τ es una traza n.s.f. para denotar que satisface
dichas propiedades. Un álgebra de von NeumannM se llama semifinita cuando admite
una traza n.s.f. En el caso general siempre podemos considerar funcionales positivos
no traciales. Esto complica bastante las cosas pues implica a la Teoŕıa Modular de
Tomita-Takesaki [39, 68]. Nosotros asumiremos que todas nuestras álgebras de von
Neumann son semifinitas. Un espacio de medida no conmutativo es un par (M, τ)
formado por un álgebra de von Neumann semifinita equipada con una traza n.s.f. Un
tal espacio se llama finito cuando τ(1) < ∞ y en este caso se suele normalizar la
traza por la condición τ(1) = 1. Las trazas normalizadas se llaman estados y todo
par (M, ϕ) formado por un álgebra de von Neumann y un estado n.f. es un espacio
de probabilidad cuántico.

Construimos ahora los espacios Lp no conmutativos. Sea M un álgebra de von
Neumann semifinita, equipada con una traza n.s.f. τ e isométricamente incluida en
B(H). Dado x ∈ M+, recordamos que la proyección soporte de x es la proyección
ortogonal q : H → H con rango más pequeño que satisface qx = x = xq. Definimos
entonces

S+ =
{
x ∈M+

∣∣ τ(suppx) <∞
}

y S = spanS+.

Utilizando la medida espectral de |x| podemos definir

|x|p =

∫
R+

λp deλ(|x|) para 0 < p <∞.

Resulta entonces que

x ∈ S ⇒ |x|p ∈ S+ ⇒ τ(|x|p) <∞.

Definimos a continuación
‖x‖p = τ(|x|p)

1
p .

Se puede demostrar que ‖ ‖p es una norma en S si 1 ≤ p < ∞ y una p-norma si
0 < p < 1. Utilizando que S es una ∗-subálgebra densa débil-∗ en M, definimos
el espacio Lp no conmutativo asociado a (M, τ) y escribimos Lp(M, τ) como la
completación de (S, ‖ ‖p). Por otro lado, debido a nuestra discusión inicial es natural
definir L∞(M, τ) =M equipado con la norma de operadores.

Dado un espacio de medida (Ω,Σ, µ) y un exponente finito 0 < p < ∞, es
bien conocido que Lp(Ω) se define como el espacio de funciones µ-medibles (modulo
conjuntos de µ-medida 0) que son p-integrables respecto de µ. En el contexto no
conmutativo es importante saber como generalizar la noción de µ-medibilidad. Si H
es el espacio de Hilbert dondeM actúa, un operador x cerrado y densamente definido
en H se dice que está afiliado conM si xu = ux para todo operador unitario u en el
conmutador

M′ =
{
y ∈ B(H)

∣∣xy = yx para todo x ∈M
}
.
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Por consiguiente, todo x ∈ M está afiliado con M pero el rećıproco no es cierto
pues no exigimos que los operadores afiliados sean acotados. Sea AffM el espacio de
operadores afiliados conM. Dado x ∈ AffM, consideramos la medida espectral de |x|
y decimos que x es τ -medible cuando existe s > 0 tal que

τ
(∫ ∞

s

deλ(|x|)
)
<∞.

Si L0(M, τ) es el espacio de operadores τ -medibles,

Lp(M, τ) =
{
x ∈ L0(M, τ)

∣∣ τ(|x|p) <∞
}
.

Observación 4.2 La relación de equivalencia ‘modulo conjuntos de medida cero’ no
es aqúı necesaria puesto que la identificación de Ω con L∞(Ω, µ) ya ha establecido la
equivalencia con anterioridad. En los espacios Lp(M, τ) con p finito pueden aparecer
operadores no acotados densamente definidos, del mismo modo que en Lp(Ω) existen
funciones no acotadas.

Muchas propiedades fundamentales de los espacios Lp clásicos o conmutativos se
extienden de forma natural a este contexto. Las propiedades más relevantes que se
conservan son las siguientes:

La traza τ se extiende a un funcional continuo en L1(M, τ) : |τ(x)| ≤ ‖x‖1.

Desigualdad de Hölder. Dados tres exponentes 0 < p, q, r ≤ ∞ tales que
1/r = 1/p+1/q y dados dos operadores x ∈ Lp(M, τ) e y ∈ Lq(M, τ) se tiene
la desigualdad de Hölder ‖xy‖r ≤ ‖x‖p‖y‖q.

Dualidad. Cuando r = 1, se tiene que 1/p + 1/q = 1 y la desigualdad de
Hölder proporciona un producto de dualidad 〈x, y〉 = τ(xy) entre Lp(M, τ) y
Lq(M, τ). Aśı, Lp(M, τ)∗ = Lq(M, τ) isométricamente para 1 ≤ p <∞.

Interpolación compleja. Lp(M, τ) es isométricamente isomorfo al espacio de
interpolación

[
Lp0(M, τ), Lp1(M, τ)

]
θ

para 1/p = (1− θ)/p0 + θ/p1. También
existen resultados naturales para el método real de interpolación, véase [61].

Damos ahora algunos ejemplos básicos de espacios Lp(M, τ):

a) Espacios Lp conmutativos. Sea M un álgebra de von Neumann semifinita y
abeliana. Entonces existe un espacio de medida semifinito (Ω,Σ, µ) para el que se
tiene M = L∞(Ω, µ) y Lp(M, τ) = Lp(Ω, µ) con la traza n.s.f. τ determinada
por la relación

τ(f) =

∫
Ω

f(ω) dµ(ω).
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b) Espacios Lp semi-conmutativos. Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de medida y sea
N1 = L∞(Ω, µ) el álgebra de von Neumann equipada con la traza n.s.f. dada
por ν1 =

∫
Ω
· dµ. Sea (N2, ν2) otro espacio de medida no conmutativo. Entonces

consideramos el par

(M, τ) =
(
N1⊗̄N2, ν1 ⊗ ν2

)
=
(
L∞(Ω, µ;N2),

∫
Ω

ν2(·) dµ
)
.

Esto da lugar a

Lp(M, τ) = Lp

(
Ω, µ;Lp(N2, ν2)

)
.

La última expresión utiliza la construcción de espacios Lp vectoriales debida a
Bochner. En particular, aunque M es claramente no conmutativa, en este caso
Lp(M, τ) se puede interpretar como un espacio Lp conmutativo con valores
vectoriales.

c) Clases de Schatten. SeaM = B(H) y τ = Tr la traza canónica en B(H), que
es n.s.f. Entonces, el espacio Lp(M, τ) asociado es la p-clase de Schatten que
se escribe Sp(H). Cuando H es un espacio separable e infinito-dimensional la
clase de Schatten se escribe Sp mientras que Sp(n) denota la clase de Schatten
asociada al espacio de Hilbert `2(n). Sp y Sp(n) proporcionan generalizaciones
no conmutativas de `p y `p(n). Además `p se identifica isométricamente con la
diagonal principal de Sp. Nótese que en nuestra notación S∞(H) no es el ideal
de los operadores compactos en H, sino B(H) propiamente.

d) Productos tensoriales. Dados dos espacios de Hilbert H1 y H2 definimos el
producto Hilbertiano H1 ⊗2 H2 como el producto tensorial algebraico H1 ⊗H2

equipado con el producto interior〈∑
j
u1j ⊗ u2j,

∑
k
v1k ⊗ v2k

〉
=
∑

j,k
〈u1j, v1k〉 〈u2j, v2k〉.

Dadas álgebras de von Neumann N1 y N2 actuando sobre H1 y H2, su producto
tensorial algebraico N1 ⊗ N2 es la subálgebra de B(H1 ⊗2 H2) generada por
los tensores simples x1 ⊗ x2. El cierre débil de N1 ⊗ N2 es un álgebra de von
Neumann y se denota por N1⊗̄N2. De forma similar, si ν1 y ν2 son trazas n.s.f.
en N1 y N2, determinamos la traza τ sobre M = N1⊗̄N2 por su acción sobre
los tensores simples x1 ⊗ x2

τ
(
x1 ⊗ x2

)
= ν1(x1)ν2(x2).

Esto da lugar a los espacios

Lp(M, τ) = Lp
(
N1⊗̄N2, ν1 ⊗ ν2

)
.
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Análogamente se construyen los productos tensoriales infinitos

(M, τ) =
⊗
n≥1

(Mn, τn).

e) Factor hiperfinito II1. Sea Mn el álgebra de matrices n × n equipada con
la traza normalizada σn = 1

n
Tr. De este modo y como hemos señalado antes

(Mn, σn) se puede considerar como un espacio de probabilidad cuantizado o no
conmutativo. Definimos entones el factor hiperfinito II1 como

(R, τ) =
⊗
n≥1

(Mn, τn) con (Mn, τn) = (M2, σ2) para todo n ≥ 1.

R es de nuevo un espacio de probabilidad no conmutativo. Además, cualquier
par de elementos de L1(R, τ) (variables aleatorias no conmutativas) soportados
en dos factores distintos del producto tensorial se llaman independientes. Esto
generaliza una propiedad bien conocida de la probabilidad clásica. De hecho, R
es el análogo no conmutativo del espacio de probabilidad

Ω =
{
− 1,+1

}N

equipado con la medida de probabilidad usual 1
2
δ−1 + 1

2
δ1. Aśı, una manera de

interpretar el factor hiperfinito II1 es como el espacio muestral de lanzar infinitas
veces una moneda cuántica! La siguiente construcción también conduce al factor
hiperfinito II1. Sean (εn)n≥1 operadores unitarios y autoadjuntos en cierto Hilbert
H, que satisfacen las relaciones canónicas de anticonmutación

εiεj + εjεi = 2δij1.

Definimos R0 como la C∗-álgebra generada por los εn’s. Entonces R0 admite
una única traza normalizada τ que se define como sigue. Para todo conjunto
finito J =

{
j1, j2, . . . , jn

}
de N con j1 < · · · < jn escribimos wJ = εj1 · · · εjn

y w∅ = 1. La traza τ está completamente determinada por su acción en los
wJ ’s, que a su vez está dada por

τ(wJ ) =

{
1 si J = ∅,
0 en otro caso.

R0 es una C∗-álgebra actuando sobre L2(R0, τ) y R resulta isomorfo al cierre
débil-∗ de R0 en B(L2(R0, τ)). La familia de los wJ ’s es densa débil-∗ en R y
densa en norma en Lp(R, τ) para 0 < p <∞. Además es una base ortonormal
de L2(R, τ) = L2(R0, τ). Por último, cabe mencionar que la subálgebra de von
Neumann generada por ε1, ε2, . . . , εn es isomorfa a M2n equipada con la traza
normalizada σ2n .
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f) Algebras de von Neumann de grupos discretos. Dado G un grupo discreto,
escribimos λ : G → B(`2(G)) para referirnos a la representación regular a la
izquierda, determinada por la acción λ(g)(δh) = δgh donde (δg)g∈G denota la
base canónica de `2(G). La C∗-álgebra generada en B(`2(G)) por λ(G) se llama
la C∗-álgebra reducida de G y se denota por C∗λ(G). Su cierre débil λ(G)′′

es un álgebra de von Neumann que se llama el álgebra de von Neumann del
grupo G y habitualmente se denota por vN(G). La traza τG : vN(G) → C se
define como sigue

τG(x) =
〈
x(δe), δe

〉
`2(G)

,

donde e denota el elemento neutro de G. Esto proporciona una traza n.s.f. (de
hecho finita con masa total 1) en vN(G). Un caso particularmente interesante
y con muchas aplicaciones en análisis armónico se da con G = Fn, el grupo
libre con n generadores. El lector puede acudir a [18] para más información en
Análisis Armónico sobre grupos libres.

g) Productos libres. Una generalización natural del álgebra de von Neumann del
grupo libre Fn es el producto libre de álgebras de von Neumann. Aunque no
vamos a explicar aqúı la construcción del producto libre de álgebras de von
Neumann [72], podemos al menos discutir algunos aspectos. Consideramos una
familia (An, ϕn)n≥1 de espacios de probabilidad no conmutativos. Entonces el
producto libre

(A, φ) =Fn≥1(An, ϕn)

admite una descripción similar a la de los grupos libres en términos de palabras
y letras. Es decir, A está generada por 1 y todas las palabras xj1xj2 · · · xjm con
m ≥ 1, j1 6= j2 6= · · · 6= jm y donde las letras xjk ∈ Ajk y tienen media 0

ϕjk(xjk) = 0.

Es más, cuando (An, ϕn) =
(
vN(Gn), τGn

)
se tiene que

(A, φ) =Fn≥1

(
vN(Gn), τGn

)
=
(
vN(G), τG

)
(1)

donde G es el producto libre de grupos

G =Fn≥1Gn.

El lector puede acudir a [72] para más detalles.

h) Algebras de von Neumann q-deformadas. Véase [4, 49, 73].

Concluimos este apartado mencionando ciertas patoloǵıas que poseen los espacios
Lp(M, τ) y que no aparecen entre los espacios clásicos de funciones. Esta situación
fuerza en muchas ocasiones a desarrollar nuevas técnicas para extender resultados
clásicos al contexto no conmutativo:
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a) En primer lugar, la desigualdad triangular usual para el módulo de funciones
deja de tener validez para el módulo de operadores. Es decir, en general no se
tiene |x+ y| ≤ |x|+ |y| para x, y ∈ B(H). No obstante, existe un substituto [1]
que asegura que para todo x, y ∈ B(H) existen isometŕıas u y v en B(H) tales
que

|x+ y| ≤ u|x|u∗ + v|y|v∗.

b) La segunda patoloǵıa tiene que ver con la monotońıa de funciones. Dado α
un número real positivo y dados x, y ∈ B(H)+ tales que x ≤ y, en general no se
tiene que xα ≤ yα. En el caso no conmutativo esta implicación sólo se cumple
para exponentes 0 < α ≤ 1! Véase [61] para más detalles.

c) Otra diferencia fundamental con los espacios clásicos reside en la existencia o
no de bases incondicionales. En 1970 Kwapień y Pelczynski probaron que la
clase de Schatten S1 no puede ser isomorfa a ningún subespacio de un espacio de
Banach con una base incondicional, no aśı `1. Pero el resultado más impactante se
debe a Gordon y Lewis [22], que probaron que Sp no tiene una base incondicional
para p 6= 2, en total contraste con lo que ocurre para `p o Lp(Ω). Una de las
consecuencias que nos llaman la atención de la no incondicionalidad de Sp es la
dificultad añadida que hay de los multiplicadores de Fourier en Lp(Ω)/conjuntos
Λ(p) [3] a los multiplicadores de Schur/conjuntos σ(p) [25].

d) Por último, una lacra de Lp(M, τ) con gran impacto en análisis armónico es la
imposibilidad de construir operadores maximales ad hoc. Esto se debe a que
la cuantización nos hace perder las nociones de función o punto y trabajamos
sólo con operadores. En particular, esto imposibilita definir funciones maximales
como se hace en el contexto clásico, cuya definición tiene una naturaleza puntual.
Este problema se resuelve gracias a una ingeniosa construcción de Junge [26]
utilizando técnicas de la teoŕıa vectorial de Pisier [57] y que explicaremos más
adelante al tratar el maximal de Doob no conmutativo.

4.3 Martingalas no conmutativas

Estudiamos ahora las desigualdades recientes de martingalas no conmutativas. Una
referencias útil la exposición de Xu [73] que incluye casi todos los resultados obtenidos
hasta la fecha. Aqúı recogemos también resultados nuevos desde su publicación. En lo
que sigue trabajamos sobre espacios de probabilidad cuánticos (M, τ) formados por
un álgebra de von Neumann finita M equipada con una traza n.f. normalizada τ . La
mayor parte de los resultados son ciertos también sobre estados no traciales o incluso
sobre álgebras de von Neumann no finitas. No obstante eludiremos tales generalidades
para mayor claridad.
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Consideramos ahora una subálgebra de von Neumann N del álgebra M. Es decir
una ∗-subálgebra con la identidad 1 de M que es cerrada en la topoloǵıa débil de
operadores. Entonces la restricción τ|N de τ a N es una traza normalizada n.f. que
también denotaremos por τ . Por otro lado, es claro que

Lp(N , τ) ↪→ Lp(M, τ)

de forma isométrica. Entonces, dada la inclusión natural j : L1(N , τ) → L1(M, τ),
podemos considerar el operador adjunto E :M→N . Se puede probar que el operador
E satisface las siguientes propiedades [69]

1. E es proyección contractiva.

2. E preserva la traza. τ ◦ E = τ .

3. E es positiva. x ∈M+ ⇒ E(x) ≥ 0.

4. E es bimodular. E(axb) = aE(x)b para a, b ∈ N y x ∈M.

Instamos al lector a que compare estas propiedades con las del Caṕıtulo 1. Un tal
operador E es único y se llama esperanza condicionada deM sobre N . La esperanza
condicionada se puede extender por densidad a un operador E : Lp(M, τ)→ Lp(N , τ)
para 1 ≤ p ≤ ∞. En este contexto más general E conserva las propiedades anteriores
donde la bimodularidad toma la forma siguiente. Si a ∈ Lu(N , τ), b ∈ Lv(N , τ) y
x ∈ Lp(M, τ) con 1/u+ 1/p+ 1/v = 1/q ≤ 1, entonces se tiene

E(axb) = aE(x)b ∈ Lq(N , τ).

Por otro lado, al igual que en el caso conmutativo, la esperanza condicionada debe
suponer una generalización del concepto esperanza o estado. Aśı aparecen las nociones
de normalidad y fidelidad de una esperanza condicionada, que son importantes en
ciertos contextos. Un estudio más detallado de la esperanza condicionada incluyendo
el caso no tracial, se puede encontrar en [36] donde también se estudia dicho operador
sobre Lp(M, τ) con 0 < p < 1.

Una filtración de M es una sucesión creciente (Mn)n≥1 de subálgebras de von
Neumann de M, tales que su unión es densa débil-∗ en M. Si denotamos por En a la
esperanza condicionada de M en Mn, observamos que

En ◦ En+1 y En+1 ◦ En

son también esperanzas condicionadas de M en Mn. De modo que por unicidad se
obtienen las identidades En ◦ En+1 = En = En+1 ◦ En. Definimos una martingala no
conmutativa respecto de la filtración (Mn)n≥1 como una sucesión x = (xn)n≥1 en
L1(M, τ) que satisface

En(xn+1) = xn para todo n ≥ 1.
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Si los xn’s están en Lp(M, τ), decimos que x es una Lp-martingala y añadimos que x
está acotada en Lp(M, τ) cuando ‖x‖p = supn ‖xn‖p es finito. Además, observando
que En es un operador contractivo, deducimos que la sucesión ‖xn‖p es no decreciente
por lo que

‖x‖p = ĺım
n→∞

‖xn‖p.

Dado 1 ≤ p ≤ ∞ y dado un elemento x∞ ∈ Lp(M, τ), la sucesión (xn)n≥1

definida por xn = En(x∞) es una martingala acotada en Lp(M, τ) y que converge a
x∞ en norma si 1 ≤ p <∞ y en la tipoloǵıa débil-∗ cuando p =∞. La afirmación es
trivial si

x∞ ∈
⋃
n≥1

Lp(Mn, τ)

puesto que en ese caso la sucesión (xn)n≥1 es constante a partir de un momento
dado. El caso general se sigue por densidad. Rećıprocamente, dado 1 < p ≤ ∞ y una
martingala (xn)n≥1 acotada en Lp(M, τ), existe cierto x∞ ∈ Lp(M, τ) de manera que
xn = En(x∞) → x∞ en Lp(M, τ) (1 < p < ∞) o en la topoloǵıa débil-∗ (p = ∞)
cuando n → ∞. Efectivamente, puesto que Lp(M, τ) es un espacio dual y la bola
unidad es compacta débil-∗ por el teorema de Banach-Alaoglu, existe una subsucesión
de (xn)n≥1 que converge a cierto x∞ ∈ Lp(M, τ) en dicha topoloǵıa. Como

τ(xnz) = ĺım
k→∞

τ(En(xmk)z) = ĺım
k→∞

τ(xmkz) = τ(x∞z)

para todo z ∈ Lp′(Mn, τ), esto nos lleva a que xn = En(x∞) y a la igualdad

ĺım
n→∞

‖xn‖p = ‖x∞‖p.

De aqúı se deduce fácilmente la afirmación. De acuerdo con la teoŕıa clásica, también
esperamos que L1(M, τ) se identifique con martingalas uniformemente integrables
como se demostró en [60] con la siguiente noción de integrabilidad uniforme. Un
subconjunto K de L1(M, τ) es uniformemente integrable si es acotado y para toda
sucesión decreciente de proyecciones p1, p2, . . . convergente a 0 en L1(M, τ), se tiene
que

ĺım
k→∞

sup
x∈K

∥∥pnxpn∥∥1
= 0.

En definitiva, siguiendo la terminoloǵıa del Caṕıtulo 1 y en virtud de la discusión
anterior, dado 1 ≤ p ≤ ∞ podemos identificar el espacio de martingalas acotadas∗

en Lp(M, τ) con Lp(M, τ) propiamente dicho. Dada una martingala no conmutativa
x = (xn)n≥1, la sucesión dx = (dxk)k≥1 de diferencias de martingala se define por
dxk = xk − xk−1 para todo k ≥ 1 y con la convención de que x0 = 0. Como es
bien sabido, esto da lugar a otra forma de caracterizar las martingalas. Una sucesión
(xn)n≥1 es una martingala respecto de la filtración (Mn)n≥1 cuando su sucesión de
diferencias (dxk)k≥1 está adaptada a la filtración y satisface

Ek−1(dxk) = 0 para todo k ≥ 2.
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Consideramos finalmente algunos ejemplos de martingalas no conmutativas que se
corresponden con los ejemplos sobre espacios Lp no conmutativos que se consideran
en la sección anterior:

a) Martingalas clásicas. Dada un álgebra de von Neumann M finita y abeliana
equipada con una traza normalizada τ y una filtración (Mn)n≥1 de M, existe
un espacio de probabilidad (Ω,Σ, µ) aśı como una sucesión creciente (Σn)n≥1

de σ-subálgebras de Σ tales que

Lp(M, τ) = Lp(Ω,Σ, µ) y Lp(Mn, τ) = Lp(Ω,Σn, µ)

para todo n ≥ 1. Aśı, las martingalas clásicas aparecen como caso particular.

b) Martingalas semi-conmutativas. Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de probabilidad y
tomemos N1 = L∞(Ω) equipada con la traza ν1 =

∫
Ω
· dµ. Sea (N2, ν2) otro

espacio de probabilidad no conmutativo. Dada (Σn)n≥1 una filtración creciente
de σ-subálgebras de Σ, consideramos la filtración

(Mn, τ) =
(
L∞(Ω,Σn, µ;N2),

∫
Ω

ν2(·) dµ
)
,

de

(M, τ) =
(
N1⊗̄N2, ν1 ⊗ ν2

)
=
(
L∞(Ω,Σ, µ;N2),

∫
Ω

ν2(·) dµ
)
.

En este caso, las esperanzas condicionadas están dadas por En = En ⊗ idN2

donde En denota la esperanza en Ω condicionada a la σ-subálgebra Σn. Una
vez más, en esta situación se transforman las martingalas no conmutativas en
martingalas conmutativas con valores vectoriales.

c) Martingalas finitas. En el caso de las clases de Schatten no existe una traza
finita natural a menos que tratemos con clases finito-dimensionales Sp(n), donde
podemos considerar la traza σn = 1

n
Tr. Puesto que trabajamos sobre un espacio

de dimensión finita, las filtraciones y por ende las martingalas resultantes serán
finitas. Una filtración natural se obtiene tomando (Mk, σn) la subálgebra de
matrices n × n con entradas nulas en las n − k últimas filas y columnas (i.e.
el soporte es la esquina k × k superior izquierda). Esta elección es muy útil a
la hora de obtener contraejemplos. Efectivamente, si queremos ver que alguna
propiedad no se cumple para martingalas no conmutativas, este es el primer caso
que uno tiene que comprobar, véase [37].

d) Martingalas diádicas. Dadas ε1, ε2, . . . v.a. de Bernoulli independientes con
función de masa equidistribuida en ±1 (e.g. las funciones de Rademacher), las
martingalas diádicas se construyen sobre la filtración dada por

Σn = σ(ε1, ε2, . . . , εn).
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Puesto que se trata de uno de los ejemplos más relevantes de martingalas, es
interesante saber como construir martingalas diádicas no conmutativas. En este
caso tomamos el factor hiperfinito II1, definido más arriba y equipado con la
filtración

(Rn, τ) =
⊗
m≤n

(Mm, τm)

con (Mm, τm) = (M2, σ2) para todo m,n ≥ 1. Aqúı Rn se incluye en el factor
hiperfinitoR identificando a1⊗· · ·⊗an con a1⊗· · ·⊗an⊗1M2⊗1M2 · · ·. Además
la esperanza condicionada En : R → Rn está completamente determinada por

En
(
a1⊗· · ·⊗ar⊗1M2⊗1M2 · · ·

)
=
( r∏
k=n+1

σ2(ak)
)
a1⊗· · ·⊗an⊗1M2⊗1M2 · · ·

para 1 ≤ n ≤ r. Esta construcción se generaliza de manera natural cuando
consideramos productos tensoriales arbitrarios de espacios de probabilidad no
conmutativos (Nn, νn), véase e.g. [73].

e) Martingalas sobre grupos discretos. Dado G un grupo discreto y (Gn)n≥1

una familia creciente de subgrupos de G tales que
⋃
n Gn = G, definimos el

espacio de probabilidad no conmutativo (M, τ) = (vN(G), τG) equipado con la
filtración (Mn, τ) = (vN(Gn), τG). La esperanza condicionada En :M→Mn

sobre combinaciones lineales finitas de generadores está dada por

En
(∑
g∈G

αgλ(g)
)

=
∑
g∈Gn

αgλ(g).

f) Martingalas libres. Tomamos

(M, τ) =Fn≥1(Nn, νn) y (Mn, τ) =Fm≤n(Nm, νm).

Es decir, en este caso procedemos de forma similar al caso de las martingalas
diádicas, pero sustituyendo productos tensoriales por productos libres. Por otro
lado, la esperanza condicionada En : M →Mn está determinada como sigue.
Sea xj1xj2 · · · xjm una palabra reducida (i.e. j1 6= · · · 6= jm y xjk ∈ Njk con
media 0), entonces

En
(
xj1xj2 · · ·xjm

)
= 0

a menos que máx(j1, j2, . . . , jm) ≤ n, en cuyo caso En deja invariante la palabra
xj1xj2 · · · xjm . Puesto que el producto libre M está generado por la identidad
1 (que queda fijada por En para todo n ≥ 1) y las palabras reducidas, esta
definición determina En por completo.

g) Martingalas q-deformadas. Véase [73].
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4.4 El maximal de Doob

El primer resultado sobre martingalas no conmutativas se remonta a 1971 con el
trabajo de Cuculescu [10], quién obtuvo una extensión al contexto no conmutativo de
la desigualdad maximal de Doob de tipo débil (1, 1). Después del trabajo de Cuculescu
las desigualdades de martingalas no conmutativas entraron en un peŕıodo de relativa
calma hasta el trabajo de Pisier y Xu [60] en 1997, a partir del cual han alcanzado
un espectacular desarrollo. Este largo paréntesis se explica fundamentalmente por el
hecho de que las técnicas clásicas como las funciones maximales, los tiempos de parada,
etc... ya no tienen cabida en el contexto no conmutativo. De este modo, transferir los
resultados clásicos al contexto no conmutativo es por lo general altamente no trivial
y require técnicas adicionales del análisis funcional y la combinatoria. No obstante, la
teoŕıa ha alcanzado hoy por hoy un punto satisfactorio de madurez y muchas de las
desigualdades clásicas han sido transferidas con éxito al contexto no conmutativo.

Para extender la desigualdad maximal de Doob al contexto no conmutativo, la
primera dificultad que uno encuentra es cómo formular un análogo no conmutativo de
la función maximal. Efectivamente, dados dos operadores positivos a y b en un espacio
de HilbertH, la expresión máx(a, b) no tienen ningún sentido. No obstante, en lugar de
considerar la cota superior ḿınima podemos buscar una cota superior que desempeñe
la misma función. Comenzamos con la desigualdad débil de Cuculescu [10].

Teorema 4.3 Dado un espacio de probabilidad no conmutativo (M, τ) y dada una
martingala x = (xn)n≥1 acotada en L1(M, τ), existe para todo λ > 0 una proyección
q(λ) ∈M que satisface∥∥q(λ)xnq(λ)

∥∥
∞ ≤ λ para todo n ≥ 1 y τ

(
1− q(λ)

)
≤ 4‖x‖1

λ
.

Es muy sencillo justificar por qué el resultado de Cuculescu es una generalización
no conmutativa de la desigualdad maximal de Doob de tipo débil (1, 1). Basta con
recordar que las proyecciones ortogonales se corresponden en el caso clásico con las
funciones caracteŕısticas. De manera que la proyección q(λ) se corresponde con la
función caracteŕıstica del conjunto{

sup
n≥1
|fn(w)| ≤ λ

}
.

Aśı, una nueva lectura del Teorema 4.3 conduce en este caso a la desigualdad de tipo
débil (1, 1). Puesto que la prueba de este resultado es muy sencilla y muestra algunas
técnicas habituales en la teoŕıa, la incluimos aqúı. En primer lugar, todo operador x se
escribe como

x =
1

2

(
x+ x∗

)
+ i

1

2i

(
x− x∗

)
.
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Las partes real e imaginaria son ahora operadores autoadjuntos y, utilizando teoŕıa
espectral, podemos escribirlos como la diferencia entre dos operadores positivos. En
definitiva, todo operador x se escribe como una combinación lineal (a− b) + i(c− d)
de operadores positivos. Esto nos permite desarrollar una forma no conmutativa de
la descomposición de Krickeberg, demostrada en [10]. De este modo, basta probar el
Teorema 4.3 para martingalas positivas y con constante 1 en lugar de 4. Definimos
ahora inductivamente una sucesión q(λ)0, q(λ)1, q(λ)2, . . . de proyecciones ortogonales
tomando q(λ)0 = 1 y las resoluciones espectrales

q(λ)n = q(λ)n−1χ[0,λ]

(
q(λ)n−1xnq(λ)n−1

)
= χ[0,λ]

(
q(λ)n−1xnq(λ)n−1

)
q(λ)n−1.

Entonces tomamos
q(λ) =

∧
n≥1

q(λ)n,

la proyección cuyo rango es el resultado de intersecar los rangos de q(λ)n para n ≥ 1.
Nótese que q(λ)n ∈ Mn y que la sucesión (q(λ)n)n≥1 es decreciente. Veamos que
q(λ) es la proyección deseada. Por un lado tenemos

q(λ)nxnq(λ)n = q(λ)n
(
q(λ)n−1xnq(λ)n−1

)
q(λ)n ≤ λq(λ)n.

Por consiguiente, obtenemos

q(λ)xnq(λ) = q(λ)
(
q(λ)nxnq(λ)n

)
q(λ) ≤ λq(λ) ≤ λ1.

De aqúı se sigue la primera parte del Teorema 4.3. Para la segunda observamos que

λτ
(
1− q(λ)n

)
= λ

n∑
k=1

τ
(
q(λ)k−1 − q(λ)k

)
= λ

n∑
k=1

τ
(
p(λ)k

)
,

donde p(λ)k = q(λ)k−1 − q(λ)k es una proyección dado que la sucesión de q’s es
decreciente. Por otro lado, según la definición de q(λ)k, sabemos que el espectro del
operador p(λ)kq(λ)k−1xkq(λ)k−1p(λ)k está contenido en (λ,∞). Esto nos lleva a la
desigualdad

p(λ)k = p(λ)2
k ≤

1

λ
p(λ)k

(
q(λ)k−1xkq(λ)k−1

)
p(λ)k =

1

λ
p(λ)kxkp(λ)k.

De aqúı se deduce que

λτ
(
1− q(λ)n

)
≤

n∑
k=1

τ
(

Ek
(
p(λ)kxnp(λ)k

))
=

n∑
k=1

τ
(
p(λ)kxnp(λ)k

)
≤

n∑
k=1

τ
(
p(λ)kxnp(λ)k

)
+ τ
(
q(λ)nxnq(λ)n

)
= τ(xn).
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La prueba se concluye haciendo n → ∞. Observamos aqúı que en [54] se da una
construcción similar (q(λ)n)n≥0 partiendo de una martingala (xn)n≥1 autoadjunta no
necesariamente positiva. Esto completa el estudio de la desigualdad débil.

Nos centramos ahora en la forma no conmutativa de la desigualdad maximal de
Doob fuerte. Con la desigualdad de tipo débil (1, 1) hemos sorteado la imposibilidad
de construir una función maximal con la ingeniosa construcción de Cuculescu. Pero
la desigualdad débil sólo exige conocer dónde la función maximal se comporta mal y
estimar la medida de dicho conjunto. En la desigualdad fuerte necesitamos ser algo
más agudos. Puesto que no podemos construir la función maximal, observamos que
podemos escribir (∫

Ω

f ∗(w)p dµ(w)
) 1
p

=
∥∥(f1, f2, f3, . . .

)∥∥
Lp(Ω;`∞)

.

Es decir, utilizando el espacio con valores vectoriales Lp(Ω; `∞) evitamos hacer uso
de la función maximal. Inspirado por la teoŕıa de espacios Lp(M, τ ; X) desarrollada
por Pisier [57], Junge explotó esta idea para obtener la desigualdad no conmutativa
de Doob. Como hemos indicado antes, es dif́ıcil dar expresiones expĺıcitas de la norma
en Lp(M, τ ; X). No obstante, en el caso en el que X = `∞, Junge [26] obtuvo la
siguiente caracterización

Lp(M, τ ; `∞) = L2p(M, τ)`∞
(
L∞(M, τ)

)
L2p(M, τ).

En otras palabras, dado x = (x1, x2, . . .) ∈ Lp(M, τ ; `∞) se tiene que

‖x‖Lp(M,τ ;`∞) = ı́nf
{
‖a‖2p

(
sup
n≥1
‖yn‖∞

)
‖b‖2p

∣∣ xn = aynb
}
,

donde el ı́nfimo recorre todas las factorizaciones de x en la forma (xn) = a(yn)b con
a, b ∈ L2p(M, τ) e (yn) ∈ `∞

(
L∞(M, τ)

)
. Un análisis mucho más general de este tipo

de expresiones expĺıcitas para normas Lp vectoriales se puede encontrar en la primera
mitad de [32]. Presentamos ahora el resultado de Junge [26].

Teorema 4.4 Dado 1 < p ≤ ∞, un espacio de probabilidad no conmutativo (M, τ)
y dada una martingala x = (xn)n≥1 acotada en Lp(M, τ), existen a, b ∈ L2p(M, τ) e
(yn)n≥1 ⊂M tales que

xn = aynb, ‖a‖2p‖b‖2p ≤ γp ‖x‖p, ‖yn‖∞ ≤ 1 para todo n ≥ 1.

En otras palabras, se tiene que∥∥(x1, x2, x3, . . .
)∥∥

Lp(M,τ ;`∞)
≤ γp ‖x‖p.
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Para (M, τ) un espacio de probabilidad conmutativo, recuperamos la desigualdad
de Doob clásica. Cuando x es una martingala positiva se pueden tomar a, b e yn
positivos. Es más, se puede escoger una factorización con a = b. De este modo se
deduce del resultado de Junge que xn está uniformemente acotado por a2 ∈ Lp(M, τ)
y que a2 satisface la desigualdad

‖a2‖p ≤ γp‖x‖p.

Es decir, en el caso de martingalas positivas es más transparente la relación entre
los mundos conmutativo y no conmutativo. La demostración original de Junge [26]
se apoya en la teoŕıa de módulos de Hilbert [41] y resulta bastante compleja. Una
demostración casi automática se obtiene utilizando un resultado muy profundo [38]
sobre interpolación real de espacios Lp(M, τ). Esto permite obtener el Teorema 4.4
a partir del resultado de Cuculescu y el caso trivial para p = ∞. Además, esta nueva
demostración permite obtener el orden de crecimiento óptimo de la constant γp

γp ∼ (p− 1)−2 cuando p→ 1.

Es decir, γp se comporta como δ2
p donde δp es la constante en la desigualdad de Doob

clásica, véase [37, 73] para una exposición más detallada. Por último concluimos
observando que las técnicas de Cuculescu y Junge en sus respectivos trabajos nos
conducen a un conocimiento mucho más depurado de la noción de operador maximal
no conmutativo. Esto se ha explotado recientemente en [38] para obtener versiones no
conmutativas de teoremas ergódicos maximales.

4.5 Desomposición de Gundy

La forma no conmutativa de la descomposición de Gundy [54] para martingalas
encuentra esencialmente dos dificultades. Siguiendo la terminoloǵıa del Caṕıtulo 1
para la descomposición clásica de Gundy, la primera es emular el conjunto donde
supk |dγk| > 0, que está definido en términos de una función maximal. Aqúı la idea
consiste en identificar dicho conjunto como una unión de soportes{

sup
k≥1
|dγk| > 0

}
=
⋃
k≥1

{
|dγk| > 0

}
=
⋃
k≥1

supp |dγk|.

Es decir, la estimación de γ es equivalente a

λµ
( ⋃
k≥1

supp |dγk|
)
. ‖f‖1.

La formulación no conmutativa utiliza la noción de proyección soporte de un operador
τ -medible, introducida antes. Por otro lado, la segunda dificultad que aparece es que
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las demostraciones clásicas de la descomposición de Gundy y sus variantes necesitan
en todos los casos hacer uso de al menos un tiempo de parada. Nuevamente la noción
de tiempo de parada es puntual y por tanto carece de sentido en el contexto no
conmutativo. Esta dificultad se solventa en [54] utilizando una construcción de tipo
Cuculescu para martingalas autoadjuntas no positivas, como la descrita en la prueba
del Teorema 4.3. Efectivamente, un momento de reflexión lleva a observar que dicha
construcción es lo más parecido a un tiempo de parada.

Teorema 4.5 Sea (M, τ) un espacio de probabilidad no conmutativo y (Mn)n≥1 una
filtración de M. Si x = (xn)n≥1 es una martingala respecto de (Mn)n≥1 acotada en
L1(M, τ) y λ > 0, existe una descomposición de x como suma x = α + β + γr + γc

de martingalas adaptadas a (Mn)n≥1 y tales que

máx

{
1

λ
‖α‖2

2,

∞∑
k=1

‖dβk‖1, λτ
( ∨
k≥1

supp |(dγrk)∗|
)
, λτ

( ∨
k≥1

supp |dγck|
)}

. ‖x‖1,

donde p ∨ q denota la proyección con rg(p ∨ q) = rg(p) + rg(q).

La diferencia esencial entre la descomposición original de Gundy [23] y su versión
no conmutativa [54] reside en que la primera utiliza tres martingalas mientras que
la segunda necesita cuatro. Efectivamente, sin mucho rigor se puede decir que este
fenómeno se debe a la naturaleza fila/columna de los espacios de Hardy Hp(M, τ) de
martingalas no conmutativas, que analizaremos después. Más concretamente, γr y γc

son las partes fila y columna de su contrapunto conmutativo γ. En [54] se da un sencillo
argumento que justifica que no existe una posible descomposición en tres martingalas
con estas propiedades, porque ello conduciŕıa a la negación de las desigualdades de
Burkholder-Gundy no conmutativas [60]. Por último, la descomposición en [54] no es
sólo un resultado de existencia sino una descomposición expĺıcita donde, como hemos
señalado antes, se utiliza la construcción de Cuculescu [10] como pieza clave. No
damos aqúı la descomposición expĺıcita de x, véase [54] para los detalles y para otras
descomposiciones relacionadas.

Al igual que en el contexto clásico, la descomposición de Gundy es un arma poderosa
para obtener desigualdades de tipo débil. En [54] se obtienen dos aplicaciones en esta
ĺınea. Concretamente, la acotación débil (1, 1) de las transformadas de martingalas
no conmutativas aśı como el análogo no conmutativo de la desigualdad débil para la
función cuadrado, debida a Burkholder. En otras palabras, la acotación débil (1, 1) de
la desigualdad de Burkholder-Gundy que no fue estudiada en [60]. Estos dos resultados
hab́ıan sido probados con anterioridad por Randrianantoanina utilizando argumentos
mucho menos directos [63, 64]. La principal contribución de las demostraciones dadas
en [54] reside en su simplicidad, que se deriva del uso de la descomposición de Gundy
para martingalas no conmutativas.
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4.6 Desigualdades Lp de martingalas no conmutativas

Desde la publicación por Pisier y Xu de [60] en 1997, las desigualdades Lp de
martingalas no conmutativas han experimentado un desarrollo exponencial. Revisamos
aqúı los resultados más importantes no considerados hasta ahora. A saber, la acotación
Lp de las transformadas de martingalas no conmutativas [63], las desigualdades no
conmutativas de Burkholder-Gundy [60]. También comentaremos una generalización
muy reciente [47] que incluye ambos resultados como caso particular.

A. Transformadas de martingalas. Dado un espacio de probabilidad cuántico (M, τ)
sea (Mn)n≥1 una filtración de subálgebras de von Neumann deM. Consideramos una
sucesión ξ = (ξn)n≥0 enM adaptada a (Mn)n≥1 que satisfacen las siguientes propie-
dades:

• ξ0 = 1,

• supn≥1 ‖ξn‖Mn ≤ 1,

• ξn−1 ∈Mn−1 ∩M′
n para n ≥ 1,

donde M′
n denota el conmutador de Mn. Dado 1 ≤ p ≤ ∞, sea x = (xn)n≥1 una

martingala adaptada a la filtración (Mn)n≥1 y acotada en Lp(M, τ). Entonces, el
operador transformada de martingalas Λξ se define como

Λξ

( ∞∑
k=1

dxk

)
=
∞∑
k=1

ξk−1dxk =
∞∑
k=1

dxkξk−1.

Puesto que es evidente que Λξ está acotado en L2(M, τ), combinando el método de
interpolación real con un argumento de dualidad basta con probar la estimación débil
(1, 1) para obtener el resto. Para ello es necesario utilizar el espacio L1,∞(M, τ) que
está determinado por la seminorma

‖x‖L1,∞(M,τ) = sup
λ>0

λ τ
(
χ(λ,∞)(|x|)

)
,

donde χ(λ,∞)(|x|) es la proyección espectral de |x| asociada al intervalo (λ,∞).

Teorema 4.6 Se tiene que∥∥∥ n∑
k=1

ξk−1dxk

∥∥∥
L1,∞(M,τ)

.
∥∥∥ n∑
k=1

dxk

∥∥∥
L1(M,τ)

para todo n ≥ 1 y cierta constante absoluta independiente de ξ = (ξn)n≥0.



90 Teoŕıa de Littlewood-Paley

La demostración original de [63] es bastante técnica. No obstante, haciendo uso
del Teorema 4.5, el argumento es tan sumamente sencillo que merece la pena incluirlo
en estas notas. Tenemos que probar la siguiente desigualdad con constantes que no
dependen de λ > 0

λ τ
(
χ(λ,∞)

(∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dxk

∣∣∣)) . ∥∥∥ n∑
k=1

dxk

∥∥∥
L1(M,τ)

.

Aplicando el Teorema 4.5 para λ, se tiene∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dxk

∣∣∣2 ≤ 4
∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dαk

∣∣∣2 + 4
∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dβk

∣∣∣2
+ 4

∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dγ
r
k

∣∣∣2 + 4
∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dγ
c
k

∣∣∣2,
donde hemos utilizado la desigualdad

|a+ b|2 ≤ 2|a|2 + 2|b|2

para operadores. Tomando trazas y usando la desigualdad quasi-triangular

λτ
(
χ(λ,∞)

(∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dxk

∣∣∣))
≤ λτ

(
χ(λ2/4,∞)

(
4
∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dαk

∣∣∣2))+ λτ
(
χ(λ2/4,∞)

(
4
∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dβk

∣∣∣2))
+ λτ

(
χ(λ2/4,∞)

(
4
∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dγ
r
k

∣∣∣2))+ λτ
(
χ(λ2/4,∞)

(
4
∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dγ
c
k

∣∣∣2))
= A + B + C + D.

Para el primer término utilizamos la desigualdad de Chebychev

A .
1

λ

∥∥∥ n∑
k=1

ξk−1dαk

∥∥∥2

2
=

1

λ

n∑
k=1

‖ξk−1dαk‖2
2 ≤

1

λ

n∑
k=1

‖dαk‖2
2 .

∥∥∥ n∑
k=1

dxk

∥∥∥
1
.

El segundo término se estima de forma similar

B = λ τ
(
χ(λ/2,∞)

(
2
∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dβk

∣∣∣))
.

∥∥∥ n∑
k=1

ξk−1dβk

∥∥∥
1
≤

n∑
k=1

‖dβk‖1 .
∥∥∥ n∑
k=1

dxk

∥∥∥
1
.
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Para el término D, notamos que |
∑n

k=1 ξk−1dγ
c
k|2 está soportado por la proyección∨

1≤k≤n

supp |dγck|.

Con esta observación, se sigue que

D ≤ λτ
( ∨

1≤k≤n

supp |dγck|
)
.
∥∥∥ n∑
k=1

dxk

∥∥∥
1
.

Para el último término utilizamos que la seminorma en L1,∞(M, τ) es invariante al
tomar adjuntos y que ξk−1 conmuta con dxk. De este modo, estimamos C del mismo
modo que D. Esto concluye la prueba. El Teorema 4.6 tiene profundas implicaciones
tanto en teoŕıa de martingalas no conmutativas como a la hora de estimar constantes
UMD de ciertos espacios de funciones no conmutativos, véase [63] o la exposición de
Xu en [73].

B. Desigualdades de Burkholder-Gundy. Dados 1 ≤ p ≤ ∞ y x = (x1, x2, . . . , xn)
una martingala finita en Lp(M, τ), las funciones cuadrado fila y columna asociadas
a x se definen como

Sr(x) =
(∑
k≥1

dxkdx
∗
k

) 1
2

y Sc(x) =
(∑
k≥1

dx∗kdxk

) 1
2
.

Nótese que la no conmutatividad hace que ambas funciones cuadrado sean distintas en
general, pero igualmente leǵıtimas! La dificultad radica en dar una norma que conceda
la misma importancia a ambas expresiones y nos permita obtener una generalización
de las desigualdades de Burkholder-Gundy en este contexto. Nótese también que si eij
es la matriz con todas sus entradas 0 excepto en la entrada (i, j) donde vale 1, se tiene
(ejercicio) que

Sr(x) ∼ Sr(x)⊗ e11 =
∣∣∣∑
k≥1

dxk ⊗ e1k

∣∣∣,
Sc(x) ∼ Sc(x)⊗ e11 =

∣∣∣∑
k≥1

dxk ⊗ ek1

∣∣∣.
Entonces definimos

‖x‖Hrp(M,τ) =
∥∥∥(∑

k≥1

dxkdx
∗
k

) 1
2
∥∥∥
p

=
∥∥∥∑
k≥1

dxk ⊗ e1k

∥∥∥
Lp(M⊗̄B(`2),τ⊗Tr)

,

‖x‖Hcp(M,τ) =
∥∥∥(∑

k≥1

dx∗kdxk

) 1
2
∥∥∥
p

=
∥∥∥∑
k≥1

dxk ⊗ ek1

∥∥∥
Lp(M⊗̄B(`2),τ⊗Tr)

.
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Esto proporciona dos normas en el espacio de las martingalas finitas. Los espacios
de Hardy fila y columna se definen como las correspondientes completaciones y los
denotaremos por Hr

p(M, τ) y Hc
p(M, τ) respectivamente. El espacio de Hardy de

martingalas no conmutativas Hp(M, τ) se define entonces como sigue

Hp(M, τ) =

{
Hr
p(M, τ) +Hc

p(M, τ), si 1 ≤ p ≤ 2
Hr
p(M, τ) ∩Hc

p(M, τ), si 2 ≤ p ≤ ∞.

Las normas que aśı se obtienen son

• Si 1 ≤ p ≤ 2

‖x‖Hp(M,τ) = ı́nf
x=y+z

{
‖y‖Hrp(M,τ) + ‖z‖Hcp(M,τ)

}
.

• Si 2 ≤ p ≤ ∞

‖x‖Hp(M,τ) = máx
{
‖x‖Hrp(M,τ) , ‖x‖Hcp(M,τ)

}
.

Esto sigue una analoǵıa completa con la desigualdad de Khintchine no conmutativa
[42, 43]. La versión no conmutativa de la desigualdad de Burkholder-Gundy es el
resultado principal del trabajo de Pisier y Xu [60].

Teorema 4.7 Dado 1 < p < ∞, el espacio de Hardy Hp(M, τ) es isomorfo a
Lp(M, τ). Concretamente, existen constantes positivas αp y βp que dependen sólo
de p y tal que cualquier martingala x acotada en Lp(M, τ) satisface

α−1
p ‖x‖Hp(M,τ) ≤ ‖x‖Lp(M,τ) ≤ βp‖x‖Hp(M,τ).

Observación 4.8 Sean f1, f2, . . . ∈ Lp(Ω) y ε1, ε2, . . . las funciones de Rademacher
de manera que fk ⊗ εk son diferencias de martingalas respecto de la filtración diádica
en [0, 1] tensorizada con Σ, la σ-álgebra original en Ω. Entonces, las desigualdades de
Burkholder-Gundy nos ofrecen esta forma fuerte de la desigualdad de Khintchine(∫

Ω

∫ 1

0

∣∣∣∑
k≥1

fk(w)εk(s)
∣∣∣p ds dµ(w)

) 1
p ∼cp

∥∥∥(∑
k≥1

|fk|2
) 1

2
∥∥∥
Lp(Ω)

.

Del mismo modo, la desigualdad de Burkholder-Gundy no conmutativa nos lleva a la
desigualdad de Khintchine no conmutativa [42, 43]. Es un problema abierto extender
la desigualdad de Khintchine no conmutativa a valores 0 < p < 1.

Observación 4.9 En [60] también se da una versión no conmutativa del espacio BMO
de martingalas y se demuestra la versión del teorema de dualidad de Fefferman [17]
para martingalas no conmutativas, que asegura que el dual de H1(M, τ) es el espacio
BMO(M, τ), acudir a [60] para más detalles.



Aspectos no conmutativos 93

Observación 4.10 En el Caṕıtulo 1 se mostró que la descomposición de Gundy unida
a ciertas estimaciones BMO sencillas, nos proporcionaban desigualdades débiles de tipo
débil (1, 1) y L∞−BMO, desde las que pod́ıamos interpolar para deducir desigualdades
en toda la escala Lp. Este enfoque se ha revelado el más sencillo para probar esta clase
de desigualdades y no siempre coincide con el que encontramos en la literatura. De
hecho, en el Caṕıtulo 1 demostramos los Teoremas 1.13 y 1.15 que proporcionaban
desigualdades aún más generales que implican las desigualdades clásicas. Un enfoque
paralelo, que también vale para integrales singulares semiconmutativas, se desarrolla
en [47]. Consideramos que el argumento utilizado alĺı es el más directo en el contexto
no conmutativo.

4.7 Material de lectura

Álgebras de von Neumann. [39, 70]

Espacios Lp no conmutativos. [57, 61, 71]

Espacios de operadores. [16, 57, 58]

Probabilidad cuántica y probabilidad libre. [48, 72]

Teorema de Grothendieck para espacios de operadores. [24, 27, 59, 74]

Geometŕıa de los espacios Lp y espacios de operadores. [31, 32, 33, 34]

Maximal de Doob no conmutativo. [10, 26, 38]

Transformadas de martingalas no conmutativas. [47, 54, 63]

Desigualdad de Burkholder-Gundy no conmutativa. [47, 54, 60, 64]

Descomposiciones de Gundy y de Davis no conmutativas. [54, 56]

Desigualdad de Burkholder y función cuadrado condicional. [36, 51, 65]

Desigualdades de tipo Khintchine y Rosenthal para v.a. libres. [11, 35, 53]

Maximal ergódico no conmutativo. [38]

Teoŕıa de Littlewood-Paley-Stein no conmutativa. [28]

Espacios BMO no conmutativos y semigrupos de difusión. [46]

Descomposición de CZ y OCZ’s semiconmutativos. [52]

Funciones cuadrado de Calderón-Zygmund semiconmutativas. [45, 47]

Teoŕıa de Calderón-Zygmund puramente no conmutativa. [29, 30]

Teoŕıa de información cuántica y análisis no conmutativo. [55]
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[4] M. Bożejko, B. Kúmmerer y R. Speicher, q-Gaussian processes: Non-
commutative and classical aspects. Comm. Math. Phys. 185 (1997), 129-154.

[5] D.L. Burkholder, Distribution function inequalities for martingales. Ann. Probab.
1 (1973), 19-42.

[6] D.L. Burkholder y R.F. Gundy, Extrapolation and interpolation of quasi-linear
operators on martingales. Acta Math. 124 (1970), 249-304.

[7] A.P. Calderón y A. Zygmund, On the existence of certain singular integrals. Acta
Math. 88 (1952), 85-139.

[8] B. Davis, On the integrability of the martingale square function. Israel J. Math.
8 (1970), 187-190.

[9] J.B. Conway, A course in operator theory. Grad. Stud. Math. 21, American
Mathematical Society, 2000.

[10] I. Cuculescu, Martingales on von Neumann algebras. J. Multivariate Anal. 1
(1971), 17-27.

[11] M. de la Salle, Strong Haagerup inequalities with operator coefficients. Preprint
2009.

[12] J.L. Doob, Stochastic Procecess. Wiley, New York, 1953.

95
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