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Introducción

Dado un espacio de medida (Ω,A, µ) y una función medible f : Ω → C esencialmente
acotada, podemos representar dicha función como un operador acotado en L2(Ω, µ)
determinado por Λf : g 7→ fg. El proceso de sustituir funciones medibles por
operadores lineales ha tenido un gran impacto en las matemáticas desde los oŕıgenes
de la Mecánica Cuántica. Aśı, la Teoŕıa de Representaciones, las C∗-álgebras y las
álgebras de von Neumann, la Geometŕıa No Conmutativa, la Probabilidad Cuántica
y la Probabilidad Libre o los Espacios de Operadores nacen de este proceso tan
fértil conocido como cuantización. La caracteŕıstica común a todas estas teoŕıas es
la no conmutatividad del producto o composición de operadores. De este modo, se
obtienen generalizaciones no conmutativas de teoŕıas clásicas tales como la Teoŕıa
de Caracteres, la Teoŕıa de la Medida, la Geometŕıa Diferencial, la Probabilidad o
los Espacios de Banach.

El Análisis Armónico No Conmutativo se ha identificado históricamente con el
Análisis Armónico Abstracto sobre grupos topológicos no conmutativos. En pocas
palabras, el estudio de la transformada de Fourier/representaciones unitarias sobre
tales grupos. No obstante, esta teoŕıa se ha desarrollado espectacularmente en los
últimos años y aborda hoy en d́ıa problemas mucho más generales. Con objeto de
poner dicho desarrollo en contexto, debemos rescatar las importantes conexiones
entre Análisis Armónico, Probabilidad y Espacios de Banach, establecidas en los
años 70 y 80. Las desigualdades de Burkholder/Gundy para martingalas, el teorema
de dualidad de Fefferman, la teoŕıa de tipo y cotipo de Maurey/Pisier o los resultados
de Rosenthal ilustran dicha interacción. Muchos de estos resultados ya han sido
generalizados al contexto no conmutativo y dan forma a una nueva interpretación
del Análisis Armónico No Conmutativo. Destacamos el estudio de multiplicadores
de Fourier/Schur, sumas de variables aleatorias independientes, desigualdades de
martingalas, procesos p-estables, descomposiciones de tipo Calderón-Zygmund o
incluso teoremas ergódicos maximales. Este significativo desarrollo, que se basa
en la cuantización de Análisis Armónico, Probabilidad y Geometŕıa de Espacios
de Banach, ha sido posible gracias a la aparición y rápido desarrollo de nuevas y
profundas teoŕıas como la Probabilidad Libre o los Espacios de Operadores. El
objetivo de estas notas es hacer un esbozo del estado actual de la teoŕıa sin ánimo
de completitud y orientadas a un lector sin experiencia en el área.
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El Análisis Armónico No Conmutativo está motivado por diversos campos como
la Geometŕıa No Conmutativa o la F́ısica Matemática. En todo caso, una de nuestras
motivaciones originales proviene del Análisis Armónico Abstracto. Puesto que dicha
disciplina no será tratada en estas notas, hemos decidido que ese sea nuestro punto
de partida en la Introducción. Sea G un grupo compacto equipado con una medida
de Haar µ normalizada por µ(G) = 1. Dada una función f : G → C en L1(G, µ) y
dada una representación π : G → U(Hπ) unitaria e irreducible, se define el π-ésimo
coeficiente de Fourier de f como

f̂(π) =
∫

G
f(g)π(g)∗ dµ(g) ∈Mdπ ,

donde dπ = dimHπ y Mdπ es el álgebra de matrices dπ × dπ. Nótese que dπ es
siempre 1 y que π es un carácter cuando G es abeliano. Más concretamente, para
G = T se tiene que µ es la medida de Lebesgue en [0, 1] y πn(x) = exp(2πinx). El
objeto dual Ĝ es el conjunto de las representaciones irreducibles π : G → C (modulo
equivalencia unitaria) y le asociamos el álgebra de von Neumann

MĜ =
⊕
π∈Ĝ

Mdπ .

En este contexto y gracias Kunze [Ku], la desigualdad de Hausdorff-Young sigue
teniendo validez y dado 1 ≤ p ≤ 2 el operador transformada de Fourier toma la
forma

FG : f ∈ Lp(G, µ) 7→ (f̂(π))
π∈Ĝ ∈ Lp′(MĜ, τ)

donde la traza τ en MĜ está determinada por el Teorema de Peter-Weyl

τ
((
Aπ

)
π∈Ĝ

)
=

∑
π∈Ĝ

dπtr(Aπ).

El espacio Lp(G, µ) es un espacio Lp clásico o conmutativo. Dicho de otro modo,
el álgebra de von Neumann MG = L∞(G, µ) (que sea incluye en B(L2(G, µ)) v́ıa
f 7→ Λf ) es abeliana. Por otro lado, dado que MĜ es un álgebra de von Neumann
no conmutativa, Lp(MĜ, τ) es un espacio Lp no conmutativo. En otras palabras,
cuando G es un grupo compacto no conmutativo, la transformada de Fourier FG se
puede considerar como un operador semi-conmutativo. El operador anterior motiva
la pregunta de si existe un operador puramente no conmutativo que responda a
una situación natural. En estas notas encontraremos varios casos que justifican un
estudio generalizado de dichos operadores. Es en ese contexto en el que se engloba la
noción de Análisis Armónico No Conmutativo que aqúı desarrollamos. Comenzamos
dando un ejemplo de un tal operador (entre espacios Lp no conmutativos) que se
deriva de nuestra discusión de forma natural. Recordamos que Ĝ tiene estructura
de grupo cuando G es abeliano y que esto da lugar al teorema de dualidad de
Pontjragin, una forma de generalizar el teorema de inversión de Fourier. Por el
contrario, en el contexto no conmutativo, no es posible construir una teoŕıa de
dualidad adecuada dentro de la categoŕıa de grupos topológicos. Este problema fue

2



resuelto independientemente por Enock/Schwartz y Kac/Vajnermann en los años
70 sustituyendo los grupos por la categoŕıa (más grande) de álgebras de Kac. Las
álgebras de Kac [ES] son álgebras de von Neumann con ciertas propiedades añadidas
y proporcionan un operador de transformada de Fourier de la forma

FM : Lp(M, τ) → Lp′(M̂, τ̂).

Aqúı M es un álgebra de Kac y M̂ es el álgebra de Kac dual. Dado un grupo
localmente compacto G, casos particulares de álgebras de Kac son las álgebras de
von Neumann MG y MĜ, que son duales entre śı. En tal caso, hemos visto que una
de las álgebras es conmutativa y la otra no. Existen no obstante multitud de casos,
como el de los grupos cuánticos, en los que ambas álgebras de von Neumann son no
conmutativas. Esta es una motivación para estudiar operadores entre espacios Lp
no conmutativos y el Análisis Armónico que se deriva de ello.

Aunque la transformada de Fourier sobre grupos topológicos o cuánticos es una
de nuestras motivaciones, hemos preferido cubrir en estas notas otra ĺınea mucho
más reciente de la teoŕıa. Concretamente, estudiaremos recientes generalizaciones al
contexto no conmutativo de las principales desigualdades Lp para variables aleatorias
en Análisis Armónico. Nos referimos a la desigualdad de Khintchine para funciones
de Rademacher; a la de Rosenthal para variables aleatorias independientes y la
correspondiente generalización de Burkholder para diferencias de martingalas; a las
desigualdades maximales de Doob y el análisis de la función cuadrado de Burkholder
y Gundy, etc... Además estudiaremos el significado de dichas desigualdades en el
contexto de la Probabilidad Libre, una teoŕıa puramente no conmutativa que maneja
una nueva noción de independencia con fuertes implicaciones en Análisis Armónico
y Algebra de Operadores. Por último incluimos una versión no conmutativa de la
descomposición de Gundy (el contrapunto probabiĺıstico de la descomposición de
Calderón-Zygmund) aśı como aplicaciones a la teoŕıa clásica.

Además de por inclinación personal, hemos elegido exponer estos resultados por
dos motivos. El primero es que esta disciplina ilustra las similitudes y diferencias
entre el contexto clásico y el no conmutativo mejor que ninguna otra. El segundo es
que constituye la antesala de la teoŕıa de Calderón-Zygmund no conmutativa, uno
de los agujeros más notables del Análisis Armónico No Conmutativo. Comenzamos
en la Sección 1 con una exposición autocontenida de espacios Lp no conmutativos,
esenciales en el desarrollo de la teoŕıa. La Sección 2 contiene las desigualdades de
tipo Khintchine y Rosenthal no conmutativas, aśı como múltiples generalizaciones
en el contexto de las variables aleatorias libres. En la Sección 3 recogemos todo
lo relacionado con las desigualdades de martingalas no conmutativas. Al final de
cada sección incluimos un apartado dedicado a revisar rápidamente los resultados
recientes, aplicaciones y problemas abiertos más relevantes en la teoŕıa.

Estas notas han sido escritas en la preparación de varias conferencias que han
tenido lugar en la Universidad Autónoma de Madrid, la Universidad de Sevilla y la
Universidad de Barcelona/Universidad Autónoma de Barcelona entre los años 2005
y 2006. Puesto que pretendo revisar estas notas en unos meses, agradeceré a todos
sus lectores cualquier comentario o sugerencia.
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1 Espacios Lp no conmutativos

Un álgebra de Banach A es un espacio de Banach dotado de una multiplicación
respecto de la cual ‖x1x2‖ ≤ ‖x1‖‖x2‖ para todo x1, x2 ∈ A. Una involución
∗ : A → A en un álgebra de Banach A es un anti-automorfismo de orden 2. En
otras palabras, se tiene que

(x1 + x2)∗ = x∗1 + x∗2, (λx)∗ = λx∗, (x1x2)∗ = x∗2x
∗
1, x∗∗ = x.

Una C∗-álgebra A es un álgebra de Banach con unidad 1 y equipada con una
involución ∗ : A → A que satisface ‖x∗x‖ = ‖x‖2 para todo x ∈ A. Dado Ω un
espacio topológico compacto y Hausdorff, el espacio C(Ω) de las funciones continuas
f : Ω → C forma una C∗-álgebra conmutativa con la suma y producto puntuales y la
involución dada por la conjugación f 7→ f . De hecho, toda C∗-álgebra conmutativa
es de la forma C(Ω) para cierto espacio compacto y Hausdorff Ω, véase [KR1]. De este
modo, la teoŕıa de C∗-álgebras constituye una generalización no conmutativa de los
espacios de tipo C(Ω). Por otro lado, debido al teorema de Gelfand-Naimark-Segal
sabemos que toda C∗-álgebra es una subálgebra de B(H), el espacio de operadores
lineales y acotados en cierto espacio de Hilbert H. Esta inclusión es altamente no
canónica. No obstante, en el caso en que A = C(Ω) y Ω viene equipado con una
σ-álgebra y una medida µ, es natural escoger H = L2(Ω, µ) puesto que en ese caso
f ∈ C(Ω) se identifica con el multiplicador Λf : g 7→ fg en L2(Ω, µ).

A partir de aqúı, la extensión no conmutativa de la Teoŕıa de la Medida e
Integración aparece de manera natural. Efectivamente, en primer lugar observamos
que existe una relación biuńıvoca entre conjuntos medibles de (Ω,A, µ) y funciones
caracteŕısticas de L∞(Ω, µ). Seguidamente notamos que toda función caracteŕıstica
χA de un conjunto medible A puede aproximarse por funciones continuas en la
topoloǵıa débil de operadores. Dicho de otro modo, se tiene que∫

A
g(ω)h(ω) dµ(ω) = lim

n→∞

∫
Ω
fn(ω)g(ω)h(ω) dµ(ω)

para cierta sucesión f1, f2, . . . en C(Ω) y cualesquiera g, h ∈ L2(Ω, µ). En otras
palabras, el espacio L∞(Ω, µ) caracteriza al espacio de medida (Ω,A, µ) y resulta
ser el cierre de C(Ω) en la topoloǵıa débil de operadores. En vista de las observaciones
anteriores, concluimos que la estructura no conmutativa que generaliza a los espacios
de medida es el ‘cierre débil de las C∗-álgebras’. No obstante, esa es la definición de
álgebra de von Neumann. Aśı, la Teoŕıa de Algebras de von Neumann resulta
ser el instrumento adecuado para cuantizar la Teoŕıa de la Medida. De hecho, al
igual que ocurre para C∗-álgebras, toda álgebra de von Neumann conmutativa tiene
la forma L∞(Ω, µ) para cierto espacio de medida.

El estudio de espacios Lp sobre álgebras de von Neumann generales o espacios Lp
no conmutativos fue iniciado en los años 50 por Schatten, Segal, Dixmier y Kunze
entre otros. Hoy en d́ıa constituyen una herramienta fundamental en muchas ramas
de las matemáticas. Una de nuestras referencias fundamentales será la excelente
exposición de Pisier y Xu en [PX2].
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1.1 Espacios Lp(M, τ)

Sea M un álgebra de von Neumann. Por el teorema de Gelfand-Naimark-Segal
sabemos que M es una w∗-subálgebra de B(H) para cierto espacio de Hilbert H. El
cono positivo de M se define como

M+ =
{
x∗x

∣∣x ∈M}
.

Una traza en M es un funcional lineal τ : M→ C

• Tracial: τ(ab) = τ(ba) para a, b ∈M.

• Positivo: τ : M+ → [0,∞], i.e. τ(x∗x) ≥ 0 para x ∈M.

Decimos que la traza es

• Fiel: Si x ∈M+ y τ(x) = 0 entonces x = 0.

• Normal: supα τ(xα) = τ(supα xα) para (xα) ⊂M+ creciente y acotada.

• Semifinita: Para todo a ∈M+ no nulo, existe 0 < b ≤ a tal que τ(b) <∞.

Al igual que en el contexto conmutativo, estas últimas propiedades son necesarias
en muchos resultados. En lo que sigue escribiremos que τ es una traza n.s.f. para
denotar que satisface dichas propiedades. Un álgebra de von Neumann M se llama
semifinita cuando admite una traza n.s.f. En el caso general, siempre podemos
considerar pesos n.s.f. ψ : M → C (i.e. funcionales positivos no traciales). Esto
complica considerablemente las cosas pues hace necesario el uso de la Teoŕıa Modular
de Tomita-Takesaki [KR2, Ta1]. Un espacio de medida no conmutativo es un
par (M, ψ) formado por un álgebra de von Neumann equipada con un peso n.s.f. no
necesariamente tracial. Un tal espacio de medida se llama finito cuando ψ(1) <∞
para el operador identidad 1 en M. En este caso se suele normalizar el peso por la
condición ψ(1) = 1. Los pesos normalizados se llaman estados, que denotaremos
habitualmente con las letras ϕ y φ. Todo par (M, ϕ) formado por un álgebra de von
Neumann y un estado n.f. (normal y fiel) no necesariamente tracial es un espacio de
probabilidad no conmutativo o cuántico. En Probabilidad Cuántica es habitual
hablar de estados traciales y no traciales para denotar que, independientemente de
la existencia o no de una traza, trabajamos sobre un espacio de probabilidad.

Construimos ahora los espacios Lp no conmutativos. Sea M un álgebra de von
Neumann semifinita, equipada con una traza n.s.f. τ e isométricamente incluida en
B(H). Dado x ∈ M+, definimos la proyección soporte de x como la proyección
ortogonal p : H → H con rango más pequeño que satisface px = x = xp (la
segunda igualdad se sigue de la primera tomando adjuntos). Esta definición se
puede justificar pensando que la proyección soporte de una función f : Ω → C en
L∞(Ω, µ) es la función caracteŕıstica del soporte de f (dicha función caracteŕıstica
es un proyector en L2(Ω, µ) cuando actúa como multiplicador). Escribimos suppx
para denotar a la proyección soporte de x. Definimos entonces

S+ =
{
x ∈M+

∣∣ τ(suppx) <∞
}

y S = spanS+.
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Por otro lado, dado x ∈M definimos el módulo de x como

|x| = (x∗x)
1
2 .

Utilizando la medida espectral γ : R+ → B(H) de |x| podemos definir

|x|p =
∫

R+

sp dγ(s) para 0 < p <∞.

Resulta entonces que

x ∈ S ⇒ |x|p ∈ S+ ⇒ τ(|x|p) <∞.

Definimos a continuación
‖x‖p = τ(|x|p)

1
p .

Se puede demostrar que ‖ ‖p es una norma en S si 1 ≤ p < ∞ y una p-norma
si 0 < p < 1. Utilizando que S es una ∗-subálgebra w∗-densa en M, definimos
el espacio Lp no conmutativo asociado a (M, τ) y escribimos Lp(M, τ) como
la completación de (S, ‖ ‖p). Por otro lado, debido a nuestra discusión inicial es
natural definir L∞(M, τ) = M equipado con la norma de operadores.

Dado un espacio de medida (Ω,A, µ) y un exponente finito 0 < p < ∞, es bien
conocido que Lp(Ω, µ) se define como el espacio de funciones µ-medibles (modulo
conjuntos de µ-medida 0) que son p-integrables respecto de µ. En el contexto no
conmutativo es importante saber como generalizar la noción de µ-medibilidad. Si
H es el espacio de Hilbert donde M actúa, un operador x cerrado y densamente
definido en H se dice que está afiliado con M si xu = ux para todo operador
unitario u en el conmutador

M′ =
{
y ∈ B(H)

∣∣xy = yx para todo x ∈M
}
.

Observamos que M satisface M′′ = M y que esta es una forma de caracterizar a
las álgebras de von Neumann [KR1] debido al Teorema del Biconmutador de von
Neumann. Por consiguiente, todo x ∈ M está afiliado con M pero el rećıproco no
es cierto pues no exigimos que los operadores afiliados sean acotados. Sea AffM el
espacio de operadores afiliados con M. Dado x ∈ AffM, consideramos la medida
espectral γ de |x| y decimos que x es τ-medible cuando existe λ > 0 tal que

τ
( ∫ ∞

λ
dγ(s)

)
<∞.

La integral de arriba denota la resolución espectral de |x| correspondiente a la
función caracteŕıstica de (λ,∞). Si L0(M, τ) es el espacio de operadores τ -medibles,
obtenemos la esperada caracterización de Lp(M, τ)

Lp(M, τ) =
{
x ∈ L0(M, τ)

∣∣ τ(|x|p) <∞
}
.(1.1)
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Observación 1.1 Es importante observar que la relación de equivalencia ‘modulo
conjuntos de medida cero’ no es aqúı necesaria puesto que nuestra identificación de
Ω con L∞(Ω, µ) ya ha establecido la equivalencia con anterioridad. En el caso de
L∞(M, τ), la caracterización (1.1) asegura que M es el espacio de los operadores
que son τ -medibles y acotados, como se sigue de las definiciones. En los espacios
Lp(M, τ) con p finito pueden aparecer operadores no acotados densamente definidos,
del mismo modo que en Lp(Ω, µ) existen funciones no acotadas. Este fenómeno no
ocurre cuando toda función µ-medible es acotada. Los espacios de medida clásicos
que cumplen dicha propiedad son los completamente atómicos, que dan lugar a los
espacios `p. En el contexto no conmutativo, la generalización natural de los espacios
`p la encontramos en las clases de Schatten Sp, definidas más abajo. Dichas clases
se definen sobre el álgebra M = B(`2), la cual satisface M = L0(M, tr) donde tr
denota la traza habitual en B(`2).

Muchas propiedades fundamentales de los espacios Lp clásicos o conmutativos
se extienden de forma natural a este contexto. Las propiedades más relevantes que
se conservan son las siguientes:

• La traza τ se extiende a un funcional continuo en L1(M, τ) : |τ(x)| ≤ ‖x‖1.

• Desigualdad de Hölder. Dados tres exponentes 0 < p, q, r ≤ ∞ tales que
1/r = 1/p+1/q y dados dos operadores x ∈ Lp(M, τ) e y ∈ Lq(M, τ) se tiene
la desigualdad de Hölder ‖xy‖r ≤ ‖x‖p‖y‖q.

• Dualidad. Cuando r = 1, se tiene que 1/p + 1/q = 1 y la desigualdad de
Hölder proporciona un producto de dualidad 〈x, y〉 = τ(xy) entre Lp(M, τ) y
Lq(M, τ). Es decir, Lp(M, τ)∗ = Lq(M, τ) isométricamente para 1 ≤ p <∞.

• Interpolación compleja. Lp(M, τ) es isométricamente isomorfo al espacio
de interpolación

[
Lp0(M, τ), Lp1(M, τ)

]
θ

para 1/p = (1 − θ)/p0 + θ/p1. Los
espacios Lp(M, τ) también se comportan bien respecto del método real de
interpolación, véase [PX2] para más detalles.

Observación 1.2 Todav́ıa no hemos definido los espacios Lp sobre álgebras de von
Neumann no semifinitas, para las cuales no existe una traza n.s.f. como hemos
estado asumiendo hasta ahora. Dichos espacios se conocen como espacios Lp de
Haagerup y su construcción se revisa en el Apéndice B. En estas notas existen
algunos resultados que se pueden/deben formular con este grado de generalidad.
No obstante, intentaremos evitar tecnicismos innecesarios.

Damos ahora algunos ejemplos básicos de espacios Lp(M, τ):

(a) Espacios Lp conmutativos. Sea M un álgebra de von Neumann semifinita
y abeliana. Entonces existe un espacio de medida semifinito (Ω,A, µ) para
el que se tiene M = L∞(Ω, µ) y Lp(M, τ) = Lp(Ω, µ) con la traza n.s.f. τ
determinada por la relación

τ(f) =
∫

Ω
f(ω) dµ(ω).
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(b) Espacios Lp semi-conmutativos. Dado un espacio de medida (Ω,A, µ),
consideramos el álgebra de von Neumann N1 = L∞(Ω, µ) equipada con la
traza n.s.f. dada por ν1 =

∫
Ω · dµ. Sea (N2, ν2) otro espacio de medida no

conmutativo y semifinito. Es decir, un par formado por un álgebra de von
Neumann semifinita equipada con una traza n.s.f. Entonces consideramos el
par

(M, τ) =
(
N1⊗̄N2, ν1 ⊗ ν2

)
=

(
L∞(Ω, µ;N2),

∫
Ω
ν2(·) dµ

)
.

Esto da lugar a
Lp(M, τ) = Lp

(
Ω, µ;Lp(N2, ν2)

)
.

La última expresión responde a la construcción bien conocida de espacios Lp
vectoriales debida a Bochner. En particular, aunque M es claramente no
conmutativa, en este caso Lp(M, τ) se puede interpretar como un espacio Lp
conmutativo con valores vectoriales.

(c) Clases de Schatten. Sea M = B(H) el álgebra de todos los operadores
lineales y acotados en cierto espacio de Hilbert H. Tomamos entonces la traza
n.s.f. habitual en B(H). Es decir, τ = tr está dada por

tr(x) =
∑
ψ∈Ψ

〈
xψ, ψ

〉
H,

donde 〈 , 〉H es el producto interior de H y Ψ es una base ortonormal de H.
De hecho, se puede comprobar que la definición de tr no depende de la base
ortonormal elegida. Entonces, el espacio Lp asociado Lp(M, τ) es la clase de
Schatten Sp(H). Cuando H es un espacio separable e infinito-dimensional la
clase de Schatten se escribe Sp mientras que Sp(n) denota la clase de Schatten
asociada al espacio de Hilbert `2(n). Sp y Sp(n) proporcionan generalizaciones
no conmutativas de `p y `p(n). Además `p se identifica isométricamente con la
diagonal principal de Sp. Nótese que en nuestra notación S∞(H) no es el ideal
de los operadores compactos en H, sino B(H) propiamente. El lector puede
acudir a [Si] para profundizar en las propiedades de estos espacios.

(d) Productos tensoriales. Dados dos espacios de Hilbert H1 y H2 definimos
H1⊗2H2 como el producto tensorial H1⊗H2 equipado con el producto interior〈 ∑

j
λj u1j ⊗ u2j ,

∑
k
ξk v1k ⊗ v2k

〉
=

∑
j,k
λjξk 〈u1j , v1k〉〈u2j , v2k〉.

Dadas álgebras de von NeumannN1 yN2 actuando sobreH1 yH2, su producto
tensorial algebraico N1 ⊗ N2 es la subálgebra de B(H1 ⊗2 H2) generada por
los tensores simples x1 ⊗ x2. El cierre débil de N1 ⊗N2 es un álgebra de von
Neumann y se denota por N1⊗̄N2. De forma similar, si ν1 y ν2 son trazas
n.s.f. en N1 y N2, determinamos la traza τ : M→ C sobre M = N1⊗̄N2 por
su acción sobre los tensores simples x1 ⊗ x2

τ
(
x1 ⊗ x2

)
= ν1(x1)ν2(x2).
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Esto da lugar a los espacios

Lp(M, τ) = Lp
(
N1⊗̄N2, ν1 ⊗ ν2

)
.

Análogamente se construyen los productos tensoriales infinitos

(M, τ) =
⊗
n≥1

(Mn, τn).

(e) Factor hiperfinito II1. Sea Mn el álgebra de matrices n × n equipada con
la traza normalizada σn = 1

ntr. De este modo y como hemos señalado antes,
(Mn, σn) se puede considerar como un espacio de probabilidad cuantizado o
no conmutativo. Definimos entones el factor hiperfinito II1 como

(R, τ) =
⊗
n≥1

(Mn, τn) con (Mn, τn) = (M2, σ2) para todo n ≥ 1.

R es un álgebra de von Neumann y τ es la única traza normalizada en R,
de manera que R vuelve a ser un espacio de probabilidad no conmutativo.
Además, cualquier par de variables aleatorias no conmutativas (i.e. operadores
en L1(R, τ)) soportadas en dos factores distintos del producto tensorial se
llaman independientes. Esto generaliza una propiedad bien conocida de la
probabilidad clásica. De hecho, R es el análogo no conmutativo del espacio
de probabilidad

Ω =
{
− 1,+1

}N

equipado con la medida de probabilidad usual 1
2δ−1 + 1

2δ1. Aśı, una manera
jocosa de interpretar el factor hiperfinito II1 es como el espacio muestral de
lanzar infinitas veces una moneda cuántica!

R aparece en muchas situaciones de forma natural. La siguiente construcción
también conduce al factor hiperfinito II1. Consideramos una sucesión (εn)n≥1

de operadores unitarios y autoadjuntos en cierto espacio de Hilbert H, que
satisfacen las relaciones canónicas de anticonmutación

εiεj + εjεi = 2δij1.

Definimos R0 como la C∗-álgebra generada por los εn’s. Entonces R0 admite
una única traza normalizada τ que se define como sigue. Para todo conjunto
finito J =

{
j1, j2, . . . , jn

}
de N con j1 < · · · < jn escribimos wJ = εj1 · · · εjn

y w∅ = 1. Entonces τ está completamente determinada por su acción en los
wJ ’s, que a su vez está dada por

τ(wJ ) =
{

1 si J = ∅,
0 en otro caso.

En tal caso consideramos a R0 como una C∗-álgebra actuando sobre L2(R0, τ)
y R resulta isomorfo al cierre débil de R0 en B(L2(R0, τ)). Nótese que la
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familia de los wJ ’s es w∗-densa en R y densa en norma en Lp(R, τ) para
0 < p < ∞. Además dicha familia es claramente una base ortonormal de
L2(R, τ) = L2(R0, τ). Por último, cabe mencionar que la subálgebra de von
Neumann generada por ε1, ε2, . . . , εn es isomorfa a M2n equipada con la traza
normalizada σ2n . El lector puede acudir a [BR] para más información.

Para concluir, el nombre factor hiperfinito II1 nos lleva a introducir cierta
terminoloǵıa. Sin mucho rigor, un álgebra de von Neumann M se llama
hiperfinita cuando se puede aproximar en la topoloǵıa débil de operadores
como ĺımite directo de una red de álgebras de von Neumann de dimensión
finita. M se dice que es un factor cuando su centro es el espacio C1 generado
por la identidad 1 de M. Por último, un factor es de tipo II1 cuando no
posee proyecciones minimales (eso descarta el tipo I), es semifinito (i.e. existe
una traza n.s.f., eso descarta el tipo III) y la traza es finita (sino tendŕıamos
un factor II∞). Para más información véase [Bi].

(f) Algebras de von Neumann de grupos discretos. Dado G un grupo
discreto, escribimos λ : G → B(`2(G)) para referirnos a la representación
regular a la izquierda, determinada por la acción λ(g)(δh) = δgh donde (δg)g∈G
denota la base canónica de `2(G). La C∗-álgebra generada en B(`2(G)) por
λ(G) se llama la C∗-álgebra reducida de G y se denota por C∗λ(G). Su cierre
débil λ(G)′′ es un álgebra de von Neumann que se llama el álgebra de von
Neumann del grupo G y habitualmente se denota por vN(G). La traza canónica
τG : vN(G) → C se define como sigue

τG(x) =
〈
x(δe), δe

〉
`2(G)

,(1.2)

donde e denota el elemento neutro de G. Esto proporciona una traza n.s.f. (de
hecho finita con masa total 1) en vN(G). Un caso particularmente interesante
y con muchas aplicaciones en Análisis Armónico se da con G = Fn, el grupo
libre con n generadores. El lector puede acudir a [FP] para más información
en Análisis Armónico sobre grupos libres.

(g) Productos libres. Una generalización natural del álgebra de von Neumann
del grupo libre Fn es el producto libre de álgebras de von Neumann. Aunque
no vamos a explicar aqúı (véase la Sección 2) la construcción del producto
libre de álgebras de von Neumann [VDN], podemos al menos discutir algunos
aspectos. Consideramos una familia (An, ϕn)n≥1 de espacios de probabilidad
no conmutativos (álgebras de von Neumann con estados no necesariamente
traciales). Entonces el producto libre

(A, φ) =Fn≥1(An, ϕn)

admite una descripción similar a la de los grupos libres en términos de palabras
y letras. Es decir, A está generada por 1 y todas las palabras xj1xj2 · · ·xjm
con m ≥ 1, j1 6= j2 6= · · · 6= jm y donde las letras xjk ∈ Ajk tienen media 0

ϕjk(xjk) = 0.
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Es más, cuando (An, ϕn) =
(
vN(Gn), τGn

)
se tiene que

(A, φ) =Fn≥1

(
vN(Gn), τGn

)
=

(
vN(G), τG

)
(1.3)

donde G es el producto libre de grupos

G =Fn≥1Gn.

El lector puede acudir a [VDN] o a la Sección 2 más abajo para más detalles.

(h) Algebras de von Neumann q-deformadas. Véase [BKS, No, Xu1].

Concluimos este apartado mencionando ciertas patoloǵıas que poseen los espacios
Lp(M, τ) y que no aparecen entre los espacios clásicos de funciones. Esta situación
fuerza en muchas ocasiones a desarrollar nuevas técnicas para extender resultados
clásicos al contexto no conmutativo:

(a) En primer lugar, la desigualdad triangular usual para el módulo de funciones
deja de tener validez para el módulo de operadores. Es decir, en general no se
tiene |x + y| ≤ |x| + |y| para x, y ∈ B(H). No obstante, existe un substituto
[AAP] que asegura que para todo x, y ∈ B(H) existen isometŕıas u y v en
B(H) tales que

|x+ y| ≤ u|x|u∗ + v|y|v∗.

(b) La segunda patoloǵıa tiene que ver con la monotońıa de funciones. Dado α
un número real positivo y dados x, y ∈ B(H)+ tales que x ≤ y, en general
no se tiene que xα ≤ yα. En el caso no conmutativo esta implicación sólo se
cumple para exponentes 0 < α ≤ 1. Esta segunda patoloǵıa tiene que ver con
la convexidad/concavidad de la función x 7→ xα en el cono positivo B(H)+.
Para α < 1 obtenemos una función cóncava, pero para α ≥ 1 la convexidad
sólo se da para 1 ≤ α ≤ 2.

(c) Otra diferencia fundamental con los espacios clásicos reside en la existencia
o no de bases incondicionales. En 1970 Kwapień y Pelczynski probaron que
la clase de Schatten S1 no puede ser isomorfa a ningún subespacio de un
espacio de Banach con una base incondicional, no aśı `1. Pero el resultado
más impactante se debe a Gordon y Lewis [GL], que probaron que Sp no
tiene una base incondicional para p 6= 2, en total contraste con lo que ocurre
para `p o Lp(Ω, µ). Citando a Pisier y Xu en [PX2], este resultado negativo
muestra que Sp y en general Lp(M, τ) para M no abeliana son en cierto
sentido ‘muy no conmutativos’. En la Sección 4 de [PX2] existe un análisis más
detallado de los resultados de Gordon y Lewis. Una de las consecuencias que
nos llaman la atención de la incondicionalidad de Sp es la dificultad añadida
que hay de los multiplicadores de Fourier en Lp(Ω, µ)/conjuntos Λ(p) [Bo] a
los multiplicadores de Schur/conjuntos σ(p) [Hr].
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(d) Por último, una lacra de Lp(M, τ) con gran impacto en Análisis Armónico es
la imposibilidad de construir operadores maximales ad hoc. Esto se debe a que
la cuantización (identificación de funciones con operadores lineales) nos hace
perder las nociones de función o punto y trabajamos sólo con operadores. En
particular, esto imposibilita definir funciones maximales como se hace en el
contexto clásico, cuya definición tiene una naturaleza puntual. Este problema
se resuelve gracias a una ingeniosa construcción de Junge [Ju2] utilizando
técnicas de la teoŕıa vectorial de Pisier [Pi2] y que explicaremos más adelante
al tratar el maximal de Doob no conmutativo.

(e) Otras patoloǵıas interesantes se pueden encontrar en la Sección 4 de [PX2].

1.2 Espacios Lp,q(M, τ)

Los espacios más relevantes que se desprenden de la construcción de los espacios Lp
clásicos son los espacios de Lorentz y de Bochner. En este apartado y en el siguiente
estudiamos las generalizaciones no conmutativas de estos espacios. Si escribimos
L0(M, τ) para referirnos al espacio de los operadores τ -medibles, x ∈ L0(M, τ) y
λ > 0, denotamos por χ(λ,∞)(|x|) a la resolución espectral de |x| correspondiente a
la función caracteŕıstica de (λ,∞). Es decir, si γ : R+ → L0(M, τ) es la medida
espectral de |x|, se tiene

χ(λ,∞)(|x|) =
∫

R+

χ(λ,∞)(s) dγ(s).

Los números singulares generalizados de x se definen como

µt(x) = inf
{
λ > 0

∣∣ τ(χ(λ,∞)(|x|)
)
≤ t

}
para t > 0.

La función t ∈ R+ 7→ µt(x) ∈ R+ es continua por la derecha, no decreciente y
constituye el análogo no conmutativo de la función reordenada, véase [FK] para
más detalles. Sea X un espacio invariante por reordenamiento [BS] sobre el intervalo
[0, τ(1)). Definimos el espacio simétrico no conmutativo

X(M, τ) =
{
x ∈ L0(M, τ)

∣∣ µ(x) ∈ X
}

con ‖x‖X(M,τ) = ‖µ(x)‖X.

En particular, los espacios de Lorentz no conmutativos se definen como

Lp,q(M, τ) =
{
x ∈ L0(M, τ)

∣∣ µ(x) ∈ Lp,q[0, τ(1))
}
,

con la (quasi)-norma dada por

‖x‖p,q =
( ∫ ∞

0
t

q
p µt(x)q

dt

t

) 1
q
,

‖x‖p,∞ = sup
λ>0

λτ
(
χ(λ,∞)(|x|)

) 1
p = sup

t>0
t

1
pµt(x).

(1.4)

El lector puede acudir a [DDP, FK, PX2, Xu3] para más información.
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1.3 Espacios Lp(M, τ ; X)

Al igual que en el caso de los espacios Lp clásicos, existe una generalización vectorial
del espacio Lp(M, τ). La teoŕıa vectorial de integración no conmutativa apareció en
1998 gracias al trabajo fundamental de Pisier [Pi2]. El motivo de que una teoŕıa tan
natural haya tardado tanto en salir a la luz es que, como explica Pisier en su trabajo,
no basta con que el espacio X donde tomamos valores tenga una estructura de espacio
de Banach. Efectivamente, es necesario que X venga equipado con una estructura
de espacio de operadores. Por consiguiente, puesto que la teoŕıa de espacios de
operadores nació en 1988 con la Tesis Doctoral de Ruan [Ru], se explica lo novedoso
de la teoŕıa.

Los espacios de operadores constituyen una generalización no conmutativa de la
teoŕıa de espacios de Banach y han demostrado ser una herramienta fundamental
en Algebra de Operadores y Análisis Armónico No Conmutativo. Un espacio de
operadores X es un subespacio cerrado de B(H) para cierto espacio de Hilbert H.
Denotemos por Mn(X) al espacio vectorial de matrices n×n con entradas en X. De
acuerdo con el teorema de Ruan [Ru], un espacio de operadores X puede definirse
a través de una inclusión isométrica concreta j : X → B(H) o con una sucesión de
normas matriciales en Mn(X) para n ≥ 1 que satisfacen∥∥(

xij
)∥∥
Mn(X)

=
∥∥(
j(xij)

)∥∥
B(Hn)

.

Los axiomas de Ruan [Ru] describen axiomáticamente aquellas sucesiones de normas
matriciales que pueden aparecer como consecuencia de una inclusión isométrica en
B(H). Una tal sucesión de normas proporciona a X una estructura de espacio
de operadores. Todo espacio de Banach se puede equipar con varias (infinitas)
estructuras de espacios de operadores. En particular, la información más importante
que contiene un espacio de operadores no es el espacio en śı mismo sino la forma en
la que se incluye de forma isométrica en B(H). Por esta razón, la principal diferencia
entre las teoŕıas de espacios de Banach y operadores yace en los morfismos más que
en los espacios. Los morfismos en la categoŕıa de espacios de operadores son los
operadores completamente acotados u : X → Y. Es decir, operadores lineales que
satisfacen

‖u‖cb(X,Y) = sup
n≥1

∥∥idMn ⊗ u
∥∥
B(Mn(X),Mn(Y))

<∞.

La teoŕıa ha alcanzado hoy en d́ıa una madurez inusual para su juventud y conceptos
como cocientes, dualidad, interpolación compleja, ultraproductos, tensores, espacios
de Hilbert, etc... han sido generalizados desde los espacios de Banach. Para más
información, el lector puede acudir a las monograf́ıas [ER, Pi4] o al Caṕıtulo 1
de [Pa1] para una exposición sin demostraciones. Aunque no necesitamos tener
gran experiencia con espacios de operadores, en lo que sigue asumiremos cierta
familiaridad con lo expuesto en el Apéndice A de estas notas.

Una manera sencilla de justificar la necesidad de los espacios de operadores se
obtiene tomando el álgebra no conmutativa más sencilla M = B(`2(n)). En tal
caso, las clases de Schatten vectoriales S∞(n; X) con valores en X no son otra cosa
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que los espacios Mn(X) que aparecen en el teorema de Ruan y que dotan a X de
una estructura de espacio de operadores. Pasamos ahora a explicar brevemente
la construcción general. Sea M un álgebra de von Neumann hiperfinita (véase la
definición en [KR1] o en nuestra construcción del factor hiperfinito II1) equipada
con una traza τ : M → C n.s.f. Si M actúa en H y X actúa en K, definimos
L∞(M, τ ; X) como el cierre del producto tensorial algebraico L∞(M, τ) ⊗ X en
B(H⊗2 K). Esto es el producto tensorial minimal

L∞(M, τ ; X) = L∞(M, τ)⊗min X.

Utilizando el producto tensorial proyectivo se define

L1(M, τ ; X) = L1(M, τ)⊗̂X,

donde L1(M, τ) está equipado con la estructura de espacio de operadores que hereda
como subespacio cerrado de L∞(Mop, τ)∗, véase [Pi4] para más información. Aśı
finalmente, los espacios Lp(M, τ ; X) se definen por interpolación compleja en la
categoŕıa de espacios de operadores

Lp(M, τ ; X) =
[
L∞(M, τ ; X), L1(M, τ ; X)

]
1
p
.

Nótese que nuestra definición no es rigurosa porque no hemos demostrado que
los espacios a interpolar formen un par de interpolación. Por otro lado, la definición
dada no proporciona una expresión expĺıcita para la norma. Todos estos detalles e
incluso propiedades básicas como teoremas de Fubini, desigualdades de tipo Hölder,
un análisis de la dualidad, etc... se pueden encontrar en el texto [Pi2]. Para una
exposición sin demostraciones véase el Caṕıtulo 2 de [Pa1].

1.4 Ĺıneas de investigación

Los espacios Lp no conmutativos son una herramienta fundamental en Algebra de
Operadores, Geometŕıa No Conmutativa, Probabilidad Cuántica y Libre o F́ısica
Matemática. No obstante, el Análisis Armónico y el Análisis Funcional son los
campos donde (por razones obvias) esta teoŕıa tiene un mayor impacto. En este
apartado comentamos algunas ĺıneas de investigación en Análisis en las que los
espacios Lp no conmutativos juegan un papel esencial.

(a) Desde el punto de vista del Análisis Funcional, encontramos resultados que
tienen que ver con la geometŕıa de los espacios Lp(M, τ). El hecho de que
Lp(M, τ) es uniformemente convexo para 1 < p < ∞ es una consecuencia de
las desigualdades de Clarkson no conmutativas [H2, Ko]. El tipo y cotipo de
Lp(M, τ) se comporta como en el caso conmutativo. Esto fue demostrado por
Tomczak-Jaegermann [To] para las clases de Schatten y por Fack [Fa] en el
caso general. Otras nociones de convexidad o la validez de la propiedad de
Radon-Nikodym se analizan en la Sección 5 de [PX2].
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(b) En el contexto del Análisis Armónico destacamos aqúı los multiplicadores de
Schur. Dadas dos matrices infinito-dimensionales A = (aij) y B = (bij), se
define el producto de Schur como

A · B =
(
aijbij

)
,

también conocido como el producto del mal estudiante por razones obvias.
Dada una matriz infinito-dimensional A, decimos que A es un multiplicador
de Schur en Sp cuando el operador ΦA : B 7→ A · B está acotado en la
clase de Schatten Sp. La teoŕıa de multiplicadores de Schur presenta muchas
similitudes con la de multiplicadores de Fourier. No obstante, las técnicas
disponibles están mucho más limitadas debido fundamentalmente a que Sp no
posee una base incondicional a menos que p = 2. Una de las ramas más de
moda en la teoŕıa es la noción de conjunto σ(p), un análogo no conmutativo
de los conjuntos Λ(p) de Rudin [Rd] y estudiados por Bourgain [Bo]. Asma
Harcharras [Hr, HNO] posee los progresos más relevantes en esta ĺınea.

(c) Nos centramos ahora en la teoŕıa de isomorfismo e inclusión Lp. Con esto
nos referimos a la clasificación de los espacios Lp(M, τ) salvo isomorfismo
y a las inclusiones isomorfas entre ellos usando métodos probabiĺısticos. En
contraste con la teoŕıa clásica, donde sólo existen dos clases de espacios Lp
(separables e infinito dimensionales) salvo isomorfismo, la situación en el caso
no conmutativo está lejos de ser sencilla. Mencionemos por ejemplo el trabajo
[HRS] de Haagerup, Rosenthal y Sukochev donde encontramos trece clases de
espacios Lp salvo isomorfismo y sólo trabajando con álgebras de von Neumann
semifinitas e hiperfinitas, véanse también [Su1, Su2, SX]. En cuanto a la teoŕıa
de inclusiones entre espacios Lp no conmutativos con diferentes exponentes, el
lector puede acudir al último apartado de la Sección 2 para un análisis más
detallado.

(d) Concluimos revisando dos problemas de la teoŕıa vectorial. En primer lugar, la
construcción de Lp(M, τ ; X) en [Pi2] exige que M sea hiperfinita. Esto es una
restricción fuerte pues existen importantes álgebras de von Neumann, como
los productos libres descritos antes, que no lo son. Recientemente, Junge ha
resuelto este problema en [Ju4] extendiendo la definición de Pisier a álgebras
de von Neumann QWEP, mucho más generales que las hiperfinitas, véase [Pi4].
El segundo problema es que por el momento no se dispone de una definición
natural de los espacios de Lorentz no conmutativos y vectoriales

Lp,q(M, τ ; X).

Como veremos, esto es importante en teoŕıa de martingalas no conmutativas.

(e) Otras ĺıneas de investigación donde los espacios Lp(M, τ) aparecen se pueden
encontrar nuevamente en el excelente art́ıculo de Pisier y Xu [PX2]. Una
de dichas ĺıneas que no hemos tratado aqúı y que tiene gran interés son los
espacios de Hardy no conmutativos. No obstante, trataremos una parte de la
materia más adelante en nuestro estudio de martingalas no conmutativas.
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2 Desigualdades de Khintchine y Rosenthal

Comenzamos nuestra incursión en el Análisis Armónico No Conmutativo con un
estudio de las desigualdades de tipo Khintchine [Kh] y de tipo Rosenthal [Ro1] para
variables aleatorias no conmutativas. Aunque utilizaremos puntualmente variables
aleatorias clásicas (como familias de Bernoullis independientes) y algunas nociones
de independencia no conmutativa, los resultados existentes en la teoŕıa utilizan
fundamentalmente variables aleatorias libres. Los motivos que justifican su uso se
expondrán más adelante. La Probabilidad Libre fue descubierta por Dan Voiculescu
[Vo1] en 1985. El propósito original de su creador era importar herramientas de
la Probabilidad Clásica para estudiar los factores de grupos libres Fn = vN(Fn)
introducidos en la Sección 1. Más concretamente, el problema consist́ıa en saber
si Fn ' Fm para n 6= m. Este problema se ha resistido a todos los ataques hasta
ahora y permanece abierto. No obstante, la Probabilidad Libre se ha convertido
en una profunda teoŕıa que ha demostrado tener un impacto fort́ısimo en Análisis
Armónico y Algebra de Operadores.

La idea básica que rige la noción de libertad es sencilla. A saber, como es
bien conocido, la forma más directa de generar una familia f = (fα)α∈Λ de variables
aleatorias independientes es hacer depender a cada fα de una y sólo una coordenada
dentro del espacio de probabilidad Ω, que se define a su vez como un producto
cartesiano equipado con la medida producto

(Ω,A, µ) =
∏
α∈Λ

(Ωα,Aα, µα),

de modo que se tiene

wα0 = w′α0
⇒ fα0

(
(wα)α∈Λ

)
= fα0

(
(w′α)α∈Λ

)
.

En el contexto no conmutativo, lo natural es reemplazar productos cartesianos de
espacios de probabilidad por productos tensoriales de espacios de probabilidad no
conmutativos. En otras palabras, dada una familia (Mα, ϕα)α∈Λ de álgebras de von
Neumann finitas equipadas con estados n.f. (normales y fieles) no necesariamente
traciales, tomamos

(M, ϕ) =
⊗
α∈Λ

(Mα, ϕα).

Esta construcción nos permite construir variables aleatorias independientes sin más
que tomar x = (xα)α∈Λ con xα ∈Mα. Es más, si escogemos Mα = M0 para cierta
M0 fija, también es sencillo construir una familia independiente e idénticamente
distribuida. Pues bien, la noción de libertad es el sustituto de la independencia
no conmutativa cuando reemplazamos productos tensoriales por productos libres de
álgebras de von Neumann. Aunque esto no es más que una definición informal del
concepto de libertad (la definición es algo más intŕınseca, sin referencia expĺıcita
a un producto libre de álgebras, ver más abajo) ya se obtiene una consecuencia
importante: la Probabilidad Libre es una teoŕıa puramente no conmutativa. Esto se
sigue del hecho de que nuestra definición sólo puede tener lugar en álgebras de von
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Neumann que son a su vez el producto libre de dos o más álgebras. En particular,
no es posible trabajar sobre álgebras de von Neumann abelianas. Esto explica entre
otras cosas porqué la noción de libertad, o una versión simplificada de la misma,
nunca ha aparecido en la Probabilidad Clásica. Las aplicaciones de la Probabilidad
Libre son numerosas y aqúı sólo estudiaremos aquellas que tienen que ver con el
Análisis Armónico. Por ejemplo, entre otros muchos aspectos, ignoraremos en estas
notas la estrecha relación entre Probabilidad Libre y Combinatoria, o la noción de
entroṕıa libre definida por Voiculescu y con profundas aplicaciones en la teoŕıa. En
los siguientes dos apartados daremos una breve introducción que sirva a nuestros
propósitos. Los textos [NS] y [VDN] contienen una exposición más completa.

2.1 Productos libres

Antes de definir rigurosamente la noción de independencia libre, formalizamos la
construcción del producto libre de una familia (Aα)α∈Λ de álgebras de von Neumann.
Supongamos que cada Aα está equipada con un estado ϕα n.f. de manera que el par
(Aα, ϕα) constituye un espacio de probabilidad no conmutativo. Definimos

◦
Aα =

{
aα ∈ Aα

∣∣ ϕα(aα) = 0
}
.

Esto nos permite consider los espacios de Hilbert

Hα = L2(
◦
Aα, ϕα) ⊂ L2(Aα, ϕα).

El correspondiente espacio de Fock se define entonces como

FΩ =
⊕
m≥0

⊕
α1 6=α2 6=···6=αm

Hα1 ⊗2 Hα2 ⊗2 · · · ⊗2 Hαm ,

donde el término asociado a m = 0 es un subespacio unidimensional generado por un
vector distinguido Ω que llamaremos vector vaćıo. Mostramos ahora de qué modo
los elementos de Aα se pueden interpretar como operadores en el espacio de Fock.
Descomponemos cualquier aα ∈ Aα como sigue

aα =
◦
aα + ϕα(aα)1Aα .

La acción de ϕα(aα)1Aα en FΩ transforma un vector ξ en ϕα(aα)ξ. Por consiguiente
nos es suficiente con definir la acción de elementos de Aα con media 0. En otras
palabras, nuestro objeto es construir representaciones πα : Aα → B(FΩ) y para ello
nos queda definir el vector

σ = πα(
◦
aα)(ξα1 ⊗ ξα2 ⊗ · · · ⊗ ξαm).

Dichas acciones se definen como sigue:

• Si m > 0 y α1 6= α tenemos

σ =
◦
aα ⊗ ξα1 ⊗ ξα2 ⊗ · · · ⊗ ξαm .
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• Si m > 0 y α1 = α tenemos

σ = ϕα(
◦
aαξα1)ξα2 ⊗ · · · ⊗ ξαm ⊕

(◦
aαξα1 − ϕα(

◦
aαξα1)1

)
⊗ ξα2 ⊗ · · · ⊗ ξαm .

• Finalmente, si m = 0 tenemos

σ = πα(
◦
aα)(γΩ) = γ

◦
aα.

Nótese que hemos utilizado la contención de
◦
Aα en Hα = L2(

◦
Aα, ϕα) (cuando se

trabaja con estados no traciales aparecen espacios Lp de Haagerup y este punto es
algo más delicado, véase el Apéndice B más abajo). Esto completa la definición del
∗-homomorfismo πα : Aα → B(FΩ). Ahora definimos el producto libre

(A, φ) =Fα∈Λ(Aα, ϕα)

como el cierre en la topoloǵıa débil de operadores de la C∗-álgebra generada por
los operadores πα(aα) con aα ∈ Aα y α ∈ Λ. En otras palabras, el producto libre
de (Aα)α∈Λ es nuevamente un álgebra de von Neumann. De hecho, después de
identificar Aα con πα(Aα), podemos pensar en el producto libre A como el álgebra
de von Neumann

A =
( ⊕
m≥0

⊕
α1 6=α2 6=···6=αm

◦
Aα1

◦
Aα2 · · ·

◦
Aαm

)′′
equipada con el estado

φ : a ∈ A 7→
〈
π(a)Ω,Ω

〉
FΩ
∈ C,

donde π : A → B(FΩ) es la representación del producto libre en el espacio de Fock.

Observación 2.1 Sean (A, φ) y (Aα, ϕα)α∈Λ como antes. Entonces, si ϕα es un
estado tracial para cada α ∈ Λ, se tiene que φ también es un estado tracial. La
demostración es muy sencilla utilizando la noción de libertad definida más abajo,
véase [VDN] para más detalles.

2.2 Variables aleatorias libres

Damos ahora la definición intŕınseca de libertad, sin hacer mención expĺıcita a los
productos libres. Sea (A, φ) un espacio de probabilidad no conmutativo. Una familia
(Aα)α∈Λ de subálgebras de von Neumann de A se dice libremente independiente
sobre φ si

φ(a1a2 · · · am) = 0

cuando φ(ak) = 0 para todo 1 ≤ k ≤ m y ak ∈ Aαk
con α1 6= α2 6= · · · 6= αm. De

forma similar, dada una familia (aα)α∈Λ de variables aleatorias de A, construimos
para cada α ∈ Λ el álgebra de von Neumann Aα generada por aα. Diremos que
(aα)α∈Λ es una familia de variables aleatorias libres cuando la familia (Aα)α∈Λ

sea libremente independiente sobre φ. Repasamos a continuación dos propiedades
básicas de la independencia libre, véase [VDN].
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(a) Comenzamos estableciendo la relación ya anunciada entre libertad y productos
libres. Si (Aα)α∈Λ es una familia libremente independiente en (A, φ) y A está
generada por dicha familia, entonces se tiene

(A, φ) =Fα∈Λ

(
Aα, φ|Aα

)
.

(b) Sea (Aα)α∈Λ una familia libremente independiente en (A, φ) y consideremos
una partición Λ = tβ∈ΣΛβ . Entonces, si definimos Bβ como el álgebra de von
Neumann generada por ∪α∈Λβ

Aα, se tiene que la familia (Bβ)β∈Σ también es
libremente independiente en (A, φ). Esto nos permite agrupar familias libres
en bloques disjuntos para obtener otras familias libres menos finas. De forma
rećıproca, la libertad es una propiedad transitiva. Es decir, familias libres de
familias libres son nuevamente familias libres.

Observación 2.2 En un espacio de probabilidad no conmutativo (A, φ) es claro
que el estado φ (normal, fiel y no necesariamente tracial) desempeña el mismo papel
que la esperanza en Probabilidad Clásica. Del mismo modo, dada una subálgebra de
von Neumann B de A, podemos considerar la esperanza condicionada E : A → B de
A en B. Al final del Apéndice B damos una definición rigurosa. En tal caso, existe
una definición más general de la noción de libertad. Efectivamente, sea (Aα)α∈Λ

una familia de subálgebras de von Neumann de A que contienen a B como una
subálgebra común. Entonces la familia (Aα)α∈Λ se llama libremente independiente
sobre E si

E(a1a2 · · · am) = 0

cuando E(ak) = 0 para todo 1 ≤ k ≤ m y ak ∈ Aαk
con α1 6= α2 6= · · · 6= αm. Esta

noción guarda una relación directa con el productos libre de (Aα)α∈Λ amalgamado
sobre B, del mismo modo que la libertad respecto del estado φ la guarda con el
producto libre habitual. Los productos libres amalgamados aśı como esta noción
de libertad son mucho más fuertes y tienen gran importancia en muchos de los
resultados que siguen. El lector encontrará en el Apéndice C la construcción de
los productos libres amalgamados. Dicho de un modo muy sencillo, la diferencia
entre ambas formulaciones es similar a la diferencia entre la teoŕıa escalar y la teoŕıa
vectorial, véase el Apéndice C para una exposición más detallada.

En Probabilidad Clásica, las variables aleatorias gaussianas juegan un papel
esencial. Por regla general se trabaja con familias (γα)α∈Λ de gaussianas (reales o
complejas) independientes e idénticamente distribuidas con media 0 y varianza 1. En
el contexto de la Probabilidad Libre, el sustituto natural está dado por la variables
semi-circulares y circulares. Este descubrimiento de Voiculescu se fundamenta en un
destacado teorema ĺımite para matrices aleatorias obtenido por Wigner en 1955. En
dicho resultado, una distribución de probabilidad juega un papel central. A saber,
la medida de probabilidad en R soportada en [−2, 2] que se define como

dµW(s) = 1[−2,2]

√
4− s2

2π
ds.
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Diremos que una familia (aα)α∈Λ de variables aleatorias libres y autoadjuntas en
(A, φ) forman un sistema semi-circular libre si cada aα está equipada con la
distribución de Wigner. En otras palabras, se tiene

φ(akα) =
∫

[−2,2]
sk dµW (s)

para todo k ≥ 0. Los sistemas semi-circulares libres sustituyen en Probabilidad
Libre a los sistemas independientes de gaussianas reales estándar. Además, dado un
tal sistema (a′α, a

′′
α)α∈Λ con dos variables libres por cada α ∈ Λ, podemos construir

su complexificación

aα =
1√
2

(
a′α + ia′′α

)
.

Esto es un sistema circular libre y sustituye a los sistemas independientes de
gaussianas complejas estándar. Las variables aleatorias semi-circulares y circulares
también se suelen llamar gaussianas libres por razones obvias. Al igual que las
gaussianas clásicas, los sistemas semi-circulares/circulares son invariantes por la
acción del grupo ortogonal/unitario de donde se deduce que∥∥∥ ∑

α∈Λ

λαaα

∥∥∥
A

= 2
( ∑
α∈Λ

|λα|2
) 1

2
.(2.1)

Como veremos más adelante, esta desigualdad es el primer paso en una larga cadena
de desigualdades de tipo Khintchine o Rosenthal. Además de la invarianza por
rotaciones, uno de los principales resultados de la teoŕıa es el Teorema Central
del Ĺımite para gaussianas libres, un resultado de Voiculescu que profundiza
en las ideas originales de Wigner, véase [VDN].

Mostramos por último cómo construir sistemas semi-circulares libres de forma
expĺıcita utilizando los operadores de creación y aniquilación. Efectivamente, sea H
un espacio de Hilbert cuya dimensión coincide con el cardinal de Λ. Tómese por
ejemplo H = `2(Λ). Definimos el espacio de Fock

F(H) =
⊕
m≥0

H⊗m,

donde H⊗m denota el producto tensorial hilbertiano de H consigo mismo m veces
y el término asociado a m = 0 está generado por el vector vaćıo Ω. Dado ξ en
F(H) 	 CΩ, el operador de creación `(ξ) : F(H) → F(H) está definido por la
relación `(ξ)η = ξ ⊗ η. Es decir, si η = Ω se tiene `(ξ)η = ξ mientras que si
η = η1⊗η2⊗· · ·⊗ηm obtenemos `(ξ)η = ξ⊗η1⊗η2⊗· · ·⊗ηm. El operador adjunto
se llama operador de aniquilación y satisface la relación `(ξ)∗η = 0 para η = Ω y
`(ξ)η = 〈ξ, η1〉 η2 ⊗ · · · ⊗ ηm para η = η1 ⊗ η2 ⊗ · · · ⊗ ηm. El álgebra B(F(H)) está
equipada con el estado φ determinado por el vector vaćıo

φ(a) = 〈aΩ,Ω〉F(H).
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Dada una base ortonormal (ξα)α∈Λ del espacio de Hilbert H, definimos la subálgebra
de von Neumann A del álgebra B(F(H)) generada por las variables aleatorias
(wα)α∈Λ determinadas por

wα = `(ξα) + `(ξα)∗.

El sistema (wα)α∈Λ es semi-circular libre en el espacio de probabilidad (A, φ).

Observación 2.3 El estado φ es tracial en A. Es decir, para todo a1, a2 ∈ A se
tiene que φ(a1a2) = φ(a2a1). Sin embargo, es importante observar que φ no es
tracial en todo B(F(H)). Efectivamente, φ(`(ξ)∗`(ξ)) = 〈ξ, ξ〉 y φ(`(ξ)`(ξ)∗) = 0.

Observación 2.4 Dado q ∈ [−1, 1], consideramos el producto interior〈
ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξm, η1 ⊗ · · · ⊗ ηm′

〉
q

= δmm′
∑
π∈Sm

qi(π)〈ξ1, ηπ(1)〉 · · · 〈ξm, ηπ(m)〉

en el espacio de Fock F(H), donde Sm denota el grupo simétrico de permutaciones de
m elementos y i(π) es el número de inversiones de π. En este caso también se pueden
construir operadores de creación y aniquilación. La misma construcción que hemos
utilizado antes da lugar en este caso a variables q-gaussianas, véase [BKS, No, Xu1]
para más información. Las variables libres se corresponden con el caso q = 0.

2.3 Desigualdades de tipo Khintchine

Sea (Ω,A, µ) un espacio de probabilidad no atómico y sea ε1, ε2, . . . una familia de
variables aleatorias independientes de Bernoulli equidistribuidas en ±1. Si aśı lo
prefiere el lector, podemos tomar Ω el intervalo unidad con la medida de Lebesgue
y ε1, ε2, . . . las funciones de Rademacher

εk(w) = sgn
(
sen(2kπw)

)
.

Dado 0 < p <∞, la desigualdad de Khintchine [Kh] asegura que( ∫
Ω

∣∣∣ n∑
k=1

λkεk(w)
∣∣∣p dµ(w)

) 1
p ∼cp

( n∑
k=1

|λk|2
) 1

2
,

donde ahora y en lo que sigue A ∼c B denota que c−1A ≤ B ≤ cA. Una manera
de interpretar la desigualdad de Khintchine es la siguiente. Denotemos por Kp
al subespacio cerrado de Lp(Ω, µ) generado por las variables ε1, ε2, . . .. Entonces la
desigualdad de Khintchine muestra que Kp es isomorfo a `2 con constantes relevantes
controladas por cp. Existen otras familias independientes de variables aleatorias
que satisfacen las mismas desigualdades, aunque con constantes diferentes. Por
ejemplo podemos tomar una familia independiente z1, z2, . . . de Steinhaus (i.e. zk
está uniformemente distribuida en el circulo unidad del plano complejo) o una familia
independiente γ1, γ2, . . . de gaussianas estándar reales o complejas. En este último
caso y debido a la invarianza por rotaciones mencionada en (2.1), se tiene que∥∥∥ n∑

k=1

λkγk

∥∥∥
Lp(Ω,µ)

= ‖γ1‖p
( n∑
k=1

|λk|2
) 1

2
,
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de manera que el cierre Gp en Lp(Ω, µ) del subespacio generado por γ1, γ2, . . . es
isométrico a `2. La desigualdad de Khintchine juega un papel central en diversas
áreas del Análisis. Aśı por ejemplo, la desigualdad de Rosenthal [Ro1] o la de
Burkholder/Gundy [BG] están inspiradas por la desigualdad de Khintchine. Entre
otras aplicaciones, estas técnicas probabiĺısticas son esenciales en la teoŕıa de tipo y
cotipo de Maurey/Pisier [MP] o la geometŕıa de espacios Lp [Ro2].

En este apartado estudiaremos generalizaciones de todas estas desigualdades en
el contexto no conmutativo. Para ello, comenzamos reemplazando los coeficientes
escalares λ1, λ2, . . . por funciones f1, f2, . . . en Lp(Σ, ν) para cierto espacio de medida
(Σ,F , ν). El teorema de Fubini combinado con la desigualdad de Khintchine nos
asegura que ∥∥∥ n∑

k=1

fk ⊗ εk

∥∥∥
Lp(Σ⊗Ω,ν⊗µ)

∼cp
∥∥∥( n∑

k=1

|fk|2
) 1

2
∥∥∥
Lp(Σ,ν)

.(2.2)

Nuestro objetivo es cuantizar dicho resultado. Es decir, queremos reemplazar las
funciones f1, f2, . . . en Lp(Σ, ν) por operadores a1, a2, . . . en Lp(M, τ) para un
álgebra de von Neumann M dada y equipada con una traza n.s.f. τ . Aqúı no
es necesario asumir que τ es finita. De hecho, ni siquiera es necesario que τ sea una
traza, basta trabajar con pesos n.s.f. En todo caso preferimos trabajar con trazas
por simplicidad. Si atendemos a la forma de la última desigualdad, el término∥∥∥ n∑

k=1

ak ⊗ εk

∥∥∥
Lp(M⊗Ω,τ⊗µ)

debeŕıa ser comparable a la norma en Lp(M, τ) de la función cuadrado asociada
a los operadores a1, a2, . . . , an. El problema que surge aqúı es que en el contexto
no conmutativo existen dos funciones cuadrado igualmente leǵıtimas. Definimos el
operador función cuadrado fila como

Sr(a) =
( n∑
k=1

aka
∗
k

) 1
2
.

Similarmente, el operador función cuadrado columna se define como

Sc(a) =
( n∑
k=1

a∗kak

) 1
2
.

Observación 2.5 Nótese que ambas sumas son operadores positivos y podemos
aśı tomar ráıces cuadradas. Por otro lado, debido a la no conmutatividad, ambos
operadores no tienen porqué coincidir. Para justificar la terminoloǵıa fila/columna
observamos que las sumas arriba empleadas se pueden interpretar como la entrada
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(1, 1) de las siguientes matrices n× n

n∑
k=1

aka
∗
k =


 a1 · · · an


 a∗1

...
a∗n




11

,

n∑
k=1

a∗kak =


 a∗1 · · · a∗n


 a1

...
an




11

.

(2.3)

Estas identificaciones no son sólo importantes para justificar nuestra terminoloǵıa,
sino que dan pie a unas identidades que serán utilizadas frecuentemente en lo que
sigue. Recordamos que Sp(n) denota la p-clase de Schatten sobre el álgebra de
matrices Mn equipada con su traza habitual tr. Entonces, si{

eij | 1 ≤ i, j ≤ n
}

denota la base canónica de Mn, obtenemos las siguientes igualdades∥∥∥( n∑
k=1

aka
∗
k

) 1
2
∥∥∥
Lp(M,τ)

=
∥∥∥ n∑
k=1

e1k ⊗ ak

∥∥∥
Lp(Mn⊗M,tr⊗τ)

,

∥∥∥( n∑
k=1

a∗kak

) 1
2
∥∥∥
Lp(M,τ)

=
∥∥∥ n∑
k=1

ek1 ⊗ ak

∥∥∥
Lp(Mn⊗M,tr⊗τ)

.

(2.4)

Por simetŕıa es claro que ninguna de las dos funciones cuadrado consideradas es
más importante que la otra. A la hora de generalizar la desigualdad de Khintchine
en este contexto, esto plantea el problema de construir normas Lp en las que las dos
funciones cuadrado arriba consideradas jueguen el mismo papel. Este problema fue
resuelto por Lust-Piquard [Lu] para 1 < p <∞ y por Lust-Piquard/Pisier [LP] para
p = 1. Ambos resultados dieron lugar a lo que hoy se conoce como la desigualdad
de Khintchine no conmutativa y que se enuncia como sigue.

Teorema 2.6 Sea (M, τ) un álgebra de von Neumann equipada con una traza n.s.f.
y sea ε1, ε2, . . . una familia independiente de Bernoullis equidistribuidas en ±1 sobre
un espacio de probabilidad (Ω,A, µ). Entonces, dado un exponente 1 ≤ p < ∞ y
dados a1, a2, . . . en Lp(M, τ), se cumplen las siguientes desigualdades:

• Si 1 ≤ p ≤ 2∥∥∥ n∑
k=1

ak ⊗ εk

∥∥∥
Lp(M⊗Ω,τ⊗µ)

∼cp inf
a=b+c

{∥∥∥( n∑
k=1

bkb
∗
k

) 1
2
∥∥∥
p
+

∥∥∥( n∑
k=1

c∗kck

) 1
2
∥∥∥
p

}
.

• Si 2 ≤ p <∞∥∥∥ n∑
k=1

ak ⊗ εk

∥∥∥
Lp(M⊗Ω,τ⊗µ)

∼cp max

{∥∥∥( n∑
k=1

aka
∗
k

) 1
2
∥∥∥
p
,

∥∥∥( n∑
k=1

a∗kak

) 1
2
∥∥∥
p

}
.
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Para dar una interpretación adecuada del resultado de Lust-Piquard/Pisier, es
necesario definir los espacios fila y columna Rp y Cp. Concretamente, Rp es el
subespacio de la clase de Schatten Sp formado por la matrices con todas sus entradas
nulas salvo quizás en la primera fila. Si tomamos en cambio entradas no nulas en la
primera columna, obtenemos el espacio Cp. En otras palabras

Rp =
{∑

k
λke1k

∣∣ λk ∈ C
}
⊂ Sp,

Cp =
{∑

k
λkek1

∣∣ λk ∈ C
}
⊂ Sp.

Nótese que en la terminoloǵıa de los espacios de operadores Rp/Cp y utilizando la
definición de los espacios Lp no conmutativos y vectoriales, las identidades de (2.4)
se pueden reescribir como sigue

‖Sr(a)‖p =
∥∥∥ n∑
k=1

e1k ⊗ ak

∥∥∥
Lp(M,τ ;Rp)

,

‖Sc(a)‖p =
∥∥∥ n∑
k=1

ek1 ⊗ ak

∥∥∥
Lp(M,τ ;Cp)

.

Observación 2.7 En lo que sigue necesitaremos utilizar la estructura de espacios
de operadores de Sp. Aunque ya hemos definido estructuras más generales en el
Apartado 1.3 preferimos recordar aqúı la definición en este caso particular. En
primer lugar S∞ = B(`2) está equipado con una estructura natural de espacio de
operadores. Seguidamente definimos en S1 la estructura que hereda como subespacio
cerrado del espacio de operadores dual B(`2)∗. Finalmente, utilizamos el método de
interpolación compleja para espacios de operadores [Pi1] y definimos

Sp = [S∞, S1] 1
p
.

Explicamos brevemente la última identidad. Lo primero que es necesario notar es
que el par (S1, S∞) forma un par compatible, algo bien conocido. Por otro lado y
según [Pi1], la identidad de interpolación de arriba expresa que todas las normas
matriciales de Ruan (que caracterizan uńıvocamente la estructura de espacio de
operadores) vienen dadas por las siguientes isometŕıas

Mm(Sp) =
[
Mm(S∞),Mm(S1)

]
1
p
.

Ambos espacios Rp y Cp son isométricamente isomorfos a `2 para todo exponente
1 ≤ p ≤ ∞. Es decir, como espacios de Banach, todos los espacios Rp y Cp son
indistinguibles. No obstante, si equipamos a Rp y Cp con la estructura de espacio
de operadores que heredan como subespacios cerrados de Sp, obtenemos una familia
infinita de espacios de operadores no completamente isomorfos. Efectivamente, si
denotamos por R y C a los espacios R∞ y C∞ (como se denotan habitualmente
en la literatura) se tiene que R y C no son completamente isomorfos (de hecho
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son antagónicos en cierto sentido) y además obtenemos las siguientes isometŕıas
completas

Rp = [R,C] 1
p

y Cp = [C,R] 1
p
.

De hecho, los aśı llamados espacios de Hilbert fila y columna R y C son duales
el uno del otro en la categoŕıa de espacios de operadores. En particular, se tiene
que R∗p = Rp′ = Cp y viceversa. Los espacios Rp y Cp son piezas esenciales en
Análisis Armónico No Conmutativo y proporcionan la interpretación adecuada de
la desigualdad de Khintchine no conmutativa. Efectivamente, si denotamos por
Kp al cierre en Lp(Ω, µ) del subespacio generado por nuestra familia de Bernoullis
ε1, ε2, . . . y utilizamos la nomenclatura del Apartado 1.3, el Teorema 2.6 establece
los siguientes isomorfismos entre espacios de Banach

Lp(M, τ ;Kp) '
{
Lp(M, τ ;Rp) + Lp(M, τ ;Cp) si 1 ≤ p ≤ 2,
Lp(M, τ ;Rp) ∩ Lp(M, τ ;Cp) si 2 ≤ p <∞.

En particular, si tomamos (M, τ) = (B(`2), tr) y atendemos a un resultado bien
conocido de Pisier en la teoŕıa de espacios de operadores [Pi2, Corollary 1.2], la
desigualdad de Khintchine no conmutativa proporciona los siguientes isomorfismos
completos entre espacios de operadores

Kp 'cb
{
Rp + Cp si 1 ≤ p ≤ 2,
Rp ∩ Cp si 2 ≤ p <∞.

(2.5)

Observación 2.8 En el isomorfismo completo (2.5), el espacio Kp está obviamente
equipado con la estructura de espacio de operadores que hereda como subespacio
cerrado de Lp(Ω, µ). Por otro lado, si nos fijamos únicamente en las estructuras
de espacio de Banach a derecha e izquierda, recuperamos el isomorfismo Banach
Kp ' `2 que proporciona la desigualdad de Khintchine clásica.

El Teorema 2.6 utiliza coeficientes en Lp(M, τ) y no en C o en Lp(Σ, ν), como
nos permite la desigualdad clásica. No obstante, la variables aleatorias utilizadas
son conmutativas. En nuestros siguientes resultados trabajaremos con variables
no conmutativas. Como veremos, esto da lugar a resultados más profundos. El
equivalente en Probabilidad Libre de la familia de Bernoullis ε1, ε2, . . . está dado
por generadores de un grupo libre. Efectivamente, sea G = F∞ el grupo libre con
generadores g1, g2, . . . Escribiremos (A, φ) para referirnos al espacio de probabilidad
cuántico (vN(G), τG) definido en el ejemplo (f) de la Sección 1, véase (1.2). Dado
que G es el producto libre de infinitas copias de Z, resulta que (A, φ) es el producto
libre de infinitas copias del espacio de probabilidad(

L∞(T, µ),
∫

T
· dµ

)
,

donde µ es la medida de Lebesgue en T = R/Z. Aqúı utilizamos (1.3)

G =Fn≥1Gn ⇒ (A, φ) =Fn≥1

(
vN(Gn), τGn

)
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donde Gn = Z para todo n ≥ 1 y(
vN(Gn), τGn

)
=

(
L∞(T, µ),

∫
T
· dµ

)
.

Por consiguiente, si denotamos por πn : L∞(T, µ) → A a la inclusión natural del
n-ésimo factor del producto libre A en śı mismo y por λZ : Z → B(L2(T, µ)) a la
representación regular a la izquierda de Z dada por

m ∈ Z 7→ exp(2πim ·) ∈ L∞(T, µ),

deducimos que la familia de generadores libres{
λ(gn) = πn(λZ(1))

∣∣ n ≥ 1
}

forman un sistema de variables aleatorias libres en (A, φ). Es decir, sustituiremos
independencia estocástica por independencia libre en lo que sigue. Como veremos,
una de las diferencias más significativas es que las desigualdades de tipo Khintchine
para este tipo de variables satisfacen estimaciones L∞, en contra de lo que ocurre
en el contexto clásico, donde la desigualdad de Khintchine sólo se satisface para
0 < p <∞ y las constantes cp verifican cp ∼

√
p cuando p→∞.

La primera desigualdad de tipo Khintchine para generadores libres se debe a
Leinert [Le], quien demostró en 1974 que para una familia dada de escalares γ1, γ2, . . .
se tiene que ∥∥∥ ∞∑

k=1

γkλ(gk)
∥∥∥
L∞(A,φ)

∼
( ∞∑
k=1

|γk|2
) 1

2
.(2.6)

El hecho de que la primera desigualdad de tipo Khintchine (anterior al resultado
de Lust-Piquard/Pisier, aunque con coeficientes escalares) fuese una estimación L∞
responde a un fenómeno en Probabilidad Libre, en donde las estimaciones Lp para
p < ∞ son más complicadas. Esto se debe fundamentalmente a que no se dispone
en la teoŕıa Lp de una representación en el espacio de Fock, que simplifica mucho
las cosas. La desigualdad de Leinert fue generalizada por Haagerup en [H1], quién
reemplazó generadores libres λ(gk) por palabras reducidas de longitud d

λ
(
gj1gj2 · · · gjd

)
.

Concretamente, dado un entero positivo d, definimos Wd como el subconjunto del
grupo libre G formado por las palabras reducidas de longitud d y Wp(d) como el
cierre en Lp(A, φ) del subespacio generado por λ(Wd)

Wp(d) = span
{
λ(w)

∣∣ w ∈ Wd

}
⊂ Lp(A, φ).

Entonces la desigualdad de Haagerup establece que∥∥∥ ∑
w∈Wd

γwλ(w)
∥∥∥
W∞(d)

∼1+d

( ∑
w∈Wd

|γw|2
) 1

2
.(2.7)

El resultado de Haagerup para d = 1 recupera la desigualdad de Leinert (2.6).
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Observación 2.9 Nuestra noción de palabra reducida es un poco restrictiva pues
habitualmente se permite que aparezcan los inversos de los generadores. Es decir,
palabras de la forma

gα1
j1
gα2
j2
· · · gαd

jd
con αk ∈ ±1

sin cancelaciones. Con esta definición de Wd, la desigualdad de Haagerup también
es válida. De hecho, otra noción posible de palabra reducida es aquella que permite
cualquier combinación de potencias enteras αk y exige j1 6= j2 6= · · · 6= jd. Esta
noción, que es más natural en álgebras A 6= vN(F∞), será la utilizada en el próximo
apartado donde trabajaremos con variables más generales.

Existen dos maneras de extender este tipo de desigualdades. La primera es
tomar operadores y no escalares como coeficientes, como ya hicimos al formular
la desigualdad de Khintchine no conmutativa. En este contexto, el resultado de
Leinert fue generalizado por Haagerup y Pisier en [HP] mientras que la desigualdad
de Haagerup fue generalizada por Buchholz [Bu]. De este modo, Buchholz obtuvo
un resultado que englobaba de una vez a todas las desigualdades. No obstante, al
igual que con las desigualdades de Leinert y Haagerup, el resultado de Buchholz sólo
estudia estimaciones L∞. Este problema ha sido recientemente resuelto en nuestro
trabajo conjunto con Pisier [PP], donde extendemos el resultado de Buchholz para
exponentes arbitrarios 1 ≤ p ≤ ∞. Puesto que el resultado central de [PP] es el más
general de todos ellos, basta con analizar dicho resultado para entender todos los
anteriores. La segunda forma de extender este tipo de resultados es reemplazar los
generadores libres λ(gk) por variables aleatorias libres más generales. Esta segunda
fase será principalmente tratada en el siguiente apartado. Aqúı sólo explicaremos la
validez del resultado central de [PP] para sistemas semi-circulares/circulares libres,
que se sigue del Teorema Central del Ĺımite de Voiculescu.

Para motivar el resultado de [PP] comenzamos tomando palabras de longitud 1
o generadores. Este caso particular fue analizado por Pisier con anterioridad a [PP]
y su formulación es casi idéntica a la desigualdad de Khintchine no conmutativa
enunciada en el Teorema 2.6. Efectivamente, dado (M, τ) un espacio de medida no
conmutativo, se tiene para 1 ≤ p ≤ 2∥∥∥ ∑

w∈W1

aw ⊗ λ(w)
∥∥∥
Lp(M⊗A)

∼ inf
a=b+c

∥∥∥( ∑
w∈W1

bwb
∗
w

) 1
2
∥∥∥
p
+

∥∥∥( ∑
w∈W1

c∗wcw

) 1
2
∥∥∥
p

 ,

mientras que para 2 ≤ p ≤ ∞ se obtiene∥∥∥ ∑
w∈W1

aw ⊗ λ(w)
∥∥∥
Lp(M⊗A)

∼ max

∥∥∥( ∑
w∈W1

awa
∗
w

) 1
2
∥∥∥
p
,

∥∥∥( ∑
w∈W1

a∗waw

) 1
2
∥∥∥
p

 .

En otras palabras, argumentando como antes, equipamos a Wp(1) con la estructura
de espacio de operadores que hereda de Lp(A, φ). Entonces tomamos M = B(`2)
con su traza habitual τ = tr y deducimos

Wp(1) 'cb
{
Rp + Cp si 1 ≤ p ≤ 2,
Rp ∩ Cp si 2 ≤ p ≤ ∞.
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Es decir, la diferencia fundamental con el Teorema 2.6 reside en que el isomorfismo
completo sigue siendo válido para W∞(1), en contra de lo que ocurre con K∞. La
siguiente cuestión que aparece de forma natural es cómo caracterizar al subespacio
de Lp(A, φ)

Wp(2) = span
{
λ(gigj)

∣∣ i, j ≥ 1
}
.

Antes de analizar el espacioWp(2), necesitamos aprender a combinar espacios fila
y columna en Sp. Dados dos espacios de operadores X1 y X2, existe una estructura
de espacio de operadores para el producto tensorial algebraico X1⊗X2 que no tiene
contrapunto en la categoŕıa de espacios de Banach. Dicha estructura está dada
por el producto tensorial de Haagerup X1 ⊗h X2. Para una definición precisa de
dicha estructura, véase el Apéndice A. Aqúı sólo nos interesa saber que el producto
tensorial de Haagerup permite factorizar la clase de Schatten Sp como Cp ⊗h Rp.
En otras palabras, existe una isometŕıa completa

eij ∈ Sp 7→ ei1 ⊗ e1j ∈ Cp ⊗h Rp.

En lo que sigue también será necesario trabajar con las versiones finito-dimensionales
de Rp y Cp. Es decir, Rnp y Cnp denotarán los subespacios de Sp(n) con entradas
nulas salvo quizás en la primera fila/columna. En particular, si Sp(n,m) denota la
p-clase de Schatten sobre Mnm ' B(`2(m), `2(n)), se tiene que

Sp(n,m) 'cb Cnp ⊗h Rmp .

Volvamos a nuestro análisis de Wp(2). Más concretamente, fijado un entero
positivo n, consideramos el subespacio de Wp(2) en el que sólo intervienen los n
primeros generadores de G

Wp(n, 2) = span
{
λ(gigj)

∣∣ 1 ≤ i, j ≤ n
}
⊂ Wp(2) ⊂ Lp(A, φ).

Sabemos que Wp(n, 1) es suma/intersección de Cnp y Rnp . En Wp(n, 2) tenemos n2

variables y la idea es que vamos a obtener sumas/intersecciones de los productos
tensoriales

Rnp ⊗h Rnp , Rnp ⊗h Cnp , Cnp ⊗h Rnp , Cnp ⊗h Cnp .

Nótese que el producto tensorial de Haagerup no conmuta pues

Sp(n) = Cnp ⊗h Rnp 6= Rnp ⊗h Cnp = Cnp′ ⊗h Rnp′ = Sp′(n).

Una de las observaciones centrales en [PP] es que el término cruzado Rnp ⊗h Cnp no
aparece en la desigualdad de Khintchine correspondiente, pues domina (1 ≤ p ≤ 2)
o está dominado (2 ≤ p ≤ ∞) por los otros tres. De este modo, podemos resumir la
desigualdad de Khintchine para Wp(n, 2) como sigue

Wp(n, 2) 'cb

{
Rn

2

p + (Cnp ⊗h Rnp ) + Cn
2

p , si 1 ≤ p ≤ 2,
Rn

2

p ∩ (Cnp ⊗h Rnp ) ∩ Cn
2

p , si 2 ≤ p ≤ ∞.
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A partir de aqúı es más sencillo generalizar la desigualdad de Khintchine para
polinomios homogéneos de grado d respecto de los generadores libres λ(g1), λ(g2), . . .
Efectivamente, el siguiente teorema es el resultado principal de [PP] y caracteriza
la estructura de espacio de operadores de

Wp(n, d) = span
{
λ(gj1gj2 · · · gjd)

∣∣ 1 ≤ jk ≤ n
}
⊂ Lp(A, φ).

Consideramos los espacios de operadores

Kp(n, d) =
d∑

k=0

Cn
k

p ⊗h Rn
d−k

p para 1 ≤ p ≤ 2,

Kp(n, d) =
d⋂

k=0

Cn
k

p ⊗h Rn
d−k

p para 2 ≤ p ≤ ∞.

Teorema 2.10 Se tiene que

Wp(n, d) 'cb Kp(n, d)

con constantes independientes de n ≥ 1 y de 1 ≤ p ≤ ∞. Más concretamente, dado
un espacio de medida no conmutativo (M, τ) y una familia A = (aj1j2···jd)1≤jk≤n de
operadores en Lp(M, τ), la norma

σ(a) =
∥∥∥ n∑
j1,j2,...,jd=1

aj1j2···jd ⊗ λ(gj1gj2 · · · gjd)
∥∥∥
Lp(M⊗A,τ⊗φ)

se caracteriza como sigue. Para cada 0 ≤ k ≤ d, la familia A de coeficientes se
puede interpretar como una matriz donde los k primeros ı́ndices indexan las filas y
los d− k restantes indexan las columnas. Aśı definimos

γk(a) =
∥∥∥(

a(j1···jk),(jk+1···jd)

)∥∥∥
Lp(M,τ ;Sp(nk,nd−k))

.

Pues bien, tenemos las siguientes equivalencias

• σ(a) ∼cd inf
{ d∑
k=0

γk(ak)
∣∣ a =

∑
k a

k
}

cuando 1 ≤ p ≤ 2.

• σ(a) ∼cd max
{
γ0(a), γ1(a), . . . , γd(a)

}
cuando 2 ≤ p ≤ ∞.

Observación 2.11 El Teorema 2.10 es susceptible de algunas generalizaciones. En
primer lugar, la noción de palabra reducida se puede cambiar como en la Observación
2.9 sin consecuencias en el resultado. En segundo lugar, las identificaciones entre
Bernoullis y generadores libres aśı como entre gaussianas y variables circulares hacen
suponer que el Teorema 2.10 debeŕıa satisfacerse cuando reemplazamos generadores
libres por variables circulares libres. Efectivamente, la versión libre del Teorema
Central del Ĺımite [VDN] es exactamente lo que se necesita aqúı. Por último,
resultados similares para q-gaussianas aparecen en el trabajo de Nou [No] y en el
trabajo reciente [JPX] con Junge y Xu.
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Observación 2.12 La noción de suma p-ortogonal en espacios Lp no conmutativos
y su generalización multilineal para familias multi-indexadas están muy relacionadas
con los resultados expuestos en este apartado. El lector interesado puede acudir a
[Pa3, Pi3] para más información.

2.4 Desigualdades de tipo Rosenthal

Dado 2 ≤ p < ∞ y fijado un espacio de probabilidad (Ω,A, µ), consideramos una
familia f1, f2, . . . de variables aleatorias independientes con media 0 en Lp(Ω, µ). En
tal caso, la desigualdad de Rosenthal [Ro1] asegura que

( ∫
Ω

∣∣∣ n∑
k=1

fk(w)
∣∣∣p dµ(w)

) 1
p ∼cp

( n∑
k=1

‖fk‖pp
) 1

p +
( n∑
k=1

‖fk‖22
) 1

2
.

Nótese que la desigualdad de Khintchine se sigue fácilmente de la desigualdad de
Rosenthal, al menos (de momento) para 2 ≤ p < ∞. Motivados por un fenómeno
t́ıpicamente no conmutativo que ya hemos encontrado en el apartado anterior, Junge
y Xu extendieron en [JX1] la desigualdad de Rosenthal al rango de exponentes
1 < p ≤ 2. Efectivamente, dado que el lado derecho de la desigualdad de Rosenthal
es una norma en el espacio intersección Lp(Ω, µ; `p) ∩ L2(Ω, µ; `2), es natural que
en el caso 1 < p ≤ 2 nos encontremos con la suma de los espacios duales. Aśı
obtenemos las desigualdades

∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥
Lp(Ω,µ)

∼cp


inf

f=g+h

{( n∑
k=1

‖gk‖pp
) 1

p +
( n∑
k=1

‖hk‖22
) 1

2

}
si 1 < p ≤ 2,

max

{( n∑
k=1

‖fk‖pp
) 1

p
,

( n∑
k=1

‖fk‖22
) 1

2

}
si 2 ≤ p <∞.

La desigualdad de Rosenthal fue la motivación de Burkholder para su desigualdad de
martingalas sobre la función cuadrado condicional, que será analizada más adelante
en estas notas. Una de las principales aplicaciones de la desigualdad de Rosenthal
es la construcción de inclusiones entre espacios Lp de diferentes exponentes. Esta
relación, aśı como una interpretación geométrica del resultado de Rosenthal (y otras
generalizaciones) serán estudiados en los siguientes apartados, tanto en el contexto
clásico como en el no conmutativo. Desigualdades débiles de tipo (1, 1) que extienden
la desigualdad de Rosenthal se pueden encontrar en [Pa4] o en la Sección 3.

Como ya hicimos en el apartado anterior, nuestro objetivo es estudiar versiones
no conmutativas de la desigualdad de Rosenthal reemplazando coeficientes escalares
por operadores y variables independientes con media 0 por variables libres. Para ello
es importante notar que en [JSZ] se probó que el orden de crecimiento de cp (que
no depende de n) cuando p → ∞ es p/ log p. En particular, la desigualdad clásica
de Rosenthal no se satisface en L∞(Ω, µ). Nuevamente, en contraste directo con la
teoŕıa clásica, encontramos la desigualdad de Voiculescu [Vo2] y su extensión con
valores en operadores [Ju3], que se formulan en L∞. Efectivamente, dada una familia
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A1,A2, . . . ,An de álgebras de von Neumann equipadas con estados n.f. ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn
construimos su producto libre

(A, φ) =F1≤k≤n(Ak, ϕk).

Entonces, dados a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, . . . , an ∈ An variables con media 0 (i.e. libremente
independientes en A) y b1, b2, . . . , bn ∈ B(H) operadores lineales acotados en cierto
espacio de Hilbert H, la desigualdad de Voiculescu nos asegura que∥∥∥ n∑

k=1

ak ⊗ bk

∥∥∥
A⊗̄B(H)

∼ sup
1≤k≤n

∥∥ak ⊗ bk
∥∥

Ak⊗̄B(H)
(2.8)

+
∥∥∥( n∑

k=1

ϕk(a∗kak)b
∗
kbk

) 1
2
∥∥∥
B(H)

+
∥∥∥( n∑

k=1

ϕk(aka∗k)bkb
∗
k

) 1
2
∥∥∥
B(H)

.

Observación 2.13 Si tomamos coeficientes b1, b2, . . . , bn escalares, recuperamos
una versión libre de la desigualdad de Rosenthal en L∞. Más concretamente, si
asumimos por simplicidad que ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn son traciales, el segundo y el tercer
término colapsan en uno solo que resulta ser el término de variación cuadrática. El
primer término es obviamente una generalización en `∞ de la p-variación.

La desigualdad (2.8) la demostró Voiculescu [Vo2] en el caso tracial y escalar
apuntado en la Observación 2.13 El caso general enunciado en (2.8) lo obtuvo
Junge en [Ju3]. Antes de pasar a resultados más generales, reescribimos (2.8) en un
lenguaje más adecuado. Utilizamos la esperanza condicionada E : A⊗̄B(H) → B(H)
dada por E(a ⊗ b) = φ(a)b. En tal caso, las variables αk = ak ⊗ bk son libres en
A⊗̄B(H) respecto de E en el sentido de la Observación 2.2. En otras palabras,
utilizando el lenguaje de los productos libres amalgamados (Apéndice C), se tiene
que (

A⊗̄B(H),E
)

=FB(H)

(
Ak⊗̄B(H),Ek

)
con 1 ≤ k ≤ n y Ek = ϕk ⊗ idB(H). En particular, como las variables aleatorias
α1, α2, . . . , αn pertenecen a factores distintos del producto libre B(H)-amalgamado
de arriba y satisfacen Ek(αk) = 0, son libres y (2.8) se reescribe∥∥∥ n∑

k=1

αk

∥∥∥
A⊗̄B(H)

∼ sup
1≤k≤n

‖αk‖∞(2.9)

+
∥∥∥( n∑

k=1

E(α∗kαk)
) 1

2
∥∥∥
∞

+
∥∥∥( n∑

k=1

E(αkα∗k)
) 1

2
∥∥∥
∞
.

En lo que sigue presentamos el resultado central de [JPX]. Este resultado, al
que nos referiremos como desigualdad de Rosenthal libre, es una generalización de
la desigualdad de Voiculescu en varios sentidos:
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(a) Obtenemos desigualdades Lp para todo exponente 1 ≤ p ≤ ∞. Nótese que la
desigualdad clásica de Rosenthal no sólo falla en L∞(Ω, µ) sino que en esta
ocasión tampoco se satisface en L1(Ω, µ). Esto justifica que nuestros resultados
hacen uso esencial de la noción de libertad.

(b) Trabajamos sobre productos libres amalgamados. Más concretamente, dadas
álgebras de von Neumann B ⊂ A1,A2, . . . ,An con esperanzas condicionadas
Ek : Ak → B, trabajaremos sobre(

Â ,E
)

=FB(Ak,Ek) con E : Â → B.

Aśı, utilizaremos variables aleatorias libres sobre E. En (2.9) ya hemos visto
un caso particular de esta formulación general tomando las siguientes álgebras
y esperanzas condicionadas(
Â ,Ak,B ;E,Ek

)
=

(
A⊗̄B(H),Ak⊗̄B(H),B(H);φ⊗ idB(H), ϕk ⊗ idB(H)

)
.

Una vez hechas estas identificaciones, volvemos a la notación habitual(
Â ,Ak,B ;E,Ek

)
 

(
A,Ak,B;E,Ek

)
.

Si B está equipado con un estado n.f. ϕ, equipamos a A con el estado φ = ϕ◦E.

(c) Usando la terminoloǵıa
(A,E) =FB(Ak,Ek),

una palabra reducida de longitud d tiene la forma aj1aj2 · · · ajd con ajk ∈
◦
Ajk

y j1 6= j2 6= · · · 6= jd, mientras que las palabras vaćıas son los elementos de B.
Aśı, un polinomio homogéneo de grado d se escribe en general como

a =
∑
α∈Λ

∑
j1 6=j2 6=···6=jd

aj1(α)aj2(α) · · · ajd(α),(2.10)

con ajk(α) ∈
◦
Ajk y α recorriendo un conjunto finito Λ. Escribiremos PA(p, d)

para denotar el cierre en Lp(A, φ) del subespacio de polinomios homogéneos
de grado d. En particular, PA(p, 0) = Lp(B, ϕ). Pues bien, la generalización
consiste en permitir polinomios homogéneos de un grado fijo d ≥ 0. Esto ya
se hizo antes en el contexto de los generadores de un grupo libre. En este
caso y en analoǵıa con el caos gaussiano, obtendremos desigualdades de tipo
Rosenthal para el caos libre. El trabajar sobre polinomios homogéneos y no
sobre polinomios arbitrarios (formados por palabras arbitrariamente largas)
es esencial en este contexto, véase [JPX] para más información.

Observación 2.14 La forma general dada en (2.10) para polinomios d-homogéneos
no es del todo correcta en Lp(A, φ) para p finito. Efectivamente, en tal caso hay
que utilizar la densidad dφ asociada (Apéndice B) cuando φ es no tracial. Nosotros
evitaremos dicha terminoloǵıa por la claridad de la presentación. El lector puede
acudir a [JPX] para una exposición más detallada.
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Dado 1 ≤ k ≤ n, consideramos el operador Qk : PA(p, d) → PA(p, d) que
colecciona aquellas palabras reducidas que comienzan y finalizan con una letra en
Ak. Más concretamente, utilizando la forma (2.10), se tiene que

Qk(a) =
∑
α∈Λ

∑
k=j1 6=···6=jd=k

aj1(α)aj2(α) · · · ajd(α).

Teorema 2.15 Si 2 ≤ p ≤ ∞ y a1, a2, . . . , an ∈ PA(p, d), tenemos∥∥∥ n∑
k=1

Qk(ak)
∥∥∥
p
∼cd7

( n∑
k=1

∥∥Qk(ak)
∥∥p
p

) 1
p

+
∥∥∥( n∑

k=1

E
(
Qk(ak)∗Qk(ak)

)) 1
2
∥∥∥
p

+
∥∥∥( n∑

k=1

E
(
Qk(ak)Qk(ak)∗

)) 1
2
∥∥∥
p
.

Observación 2.16 Un buen ejercicio para el lector es comprobar que el Teorema
2.15 constituye una generalización de la desigualdad de Rosenthal clásica aśı como
de la desigualdad de Voiculescu en los términos descritos arriba en (a), (b) y (c).

Observación 2.17 Puesto que la noción de independencia libre es más fuerte que
la de independencia no conmutativa, el Teorema 2.15 para 2 ≤ p <∞ y polinomios
homogéneos libres de grado 1 se sigue de la desigualdad de Rosenthal no conmutativa
[JX1, JX4] que trataremos en el Teorema 3.8. No obstante, las constantes obtenidas
de este modo dependen de p y divergen cuando p→∞.

Observación 2.18 Finalmente, observamos que el Teorema 2.15 se generaliza al
caso 1 ≤ p ≤ 2 fácilmente por un argumento de dualidad. De este modo y como viene
siendo habitual, reemplazamos intersecciones por sumas de espacios de Banach,
véase [JPX] para más detalles.

Nuestro segundo resultado central en este apartado es una formula de reducción
de longitud para polinomios homogéneos libres en Lp(A, φ). De nuevo necesitamos
fijar algo de notación. En lo que sigue, Λ denotará un conjunto de ı́ndices finito y
mantendremos nuestra terminoloǵıa para A, B y E : A → B. También introducimos
la siguiente notación motivada por la Mecánica Cuántica∥∥∥ ∑

α∈Λ

b(α)
〈
a(α)|

∥∥∥
p

=
∥∥∥( ∑

α,β∈Λ

b(α)E
(
a(α)a(β)∗

)
b(β)∗

) 1
2
∥∥∥
p
,

∥∥∥ ∑
α∈Λ

|a(α)
〉
b(α)

∥∥∥
p

=
∥∥∥( ∑

α,β∈Λ

b(α)∗E
(
a(α)∗a(β)

)
b(β)

) 1
2
∥∥∥
p
.

Por último, dado 1 ≤ k ≤ n consideramos el operador Lk (resp. Rk) en PA(p, d)
que colecciona las palabras reducidas que comienzan (resp. finalizan) con una letra
en Ak. Aśı obtenemos Qk = LkRk = RkLk. Escribiremos PA(d) para referirnos al
espacio PA(∞, d). El segundo resultado de [JPX] es el siguiente.
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Teorema 2.19 Dado 2 ≤ p ≤ ∞, sea xk(α) ∈ Lp(Ak, φAk
) con E(xk(α)) = 0 para

cada 1 ≤ k ≤ n y cada α ∈ Λ. Dado un entero no negativo d, sea wk(α) ∈ PA(d)
tal que Rk(wk(α)) = 0 para todo 1 ≤ k ≤ n y todo α ∈ Λ. Entonces, se tiene la
equivalencia∥∥∥∑

k,α

wk(α)xk(α)
∥∥∥
Lp(A)

∼cd2
∥∥∥∑
k,α

wk(α)
〈
xk(α)|

∥∥∥
p
+

∥∥∥∑
k,α

|wk(α)
〉
xk(α)

∥∥∥
p
.

Similarmente, si Lk(wk(α)) = 0 tenemos∥∥∥∑
k,α

xk(α)wk(α)
∥∥∥
Lp(A)

∼cd2
∥∥∥∑
k,α

|xk(α)
〉
wk(α)

∥∥∥
p
+

∥∥∥∑
k,α

xk(α)
〈
wk(α)|

∥∥∥
p
.

Observación 2.20 Nótese que las palabras en el lado izquierdo del Teorema 2.19
son de longitud d + 1 mientras que las que aparecen en el lado derecho tienen
longitudes d y 1 respectivamente. En esto consiste la fórmula de reducción. Nuestra
principal aplicación de la fórmula de reducción es una desigualdad de Khintchine
generalizada. Efectivamente, del mismo modo que en el Teorema 2.10 sobreviven
los d + 1 términos no cruzados (recuérdese nuestro análisis para longitud 2) de los
2d términos que se producen al iterar la desigualdad de Khintchine no conmutativa
(longitud 1) d veces, el Teorema 2.19 proporciona la desigualdad que hay que iterar
para obtener el resultado deseado, que en este caso produce 2d+ 1 términos. Para
más detalles, el lector puede acudir al Teorema C de [JPX].

Observación 2.21 Si descomponemos un polinomio libre de grado d en sus partes
homogéneas, obtenemos automáticamente generalizaciones triviales de los Teoremas
2.15 y 2.19 para polinomios libres no homogéneos de un grado fijado d. Esta es una
generalización que se aplica a muchos otros resultados en [JPX].

2.5 Normas mixtas de variables aleatorias

La desigualdad de Rosenthal clásica y su contrapunto libre motivan un estudio más
exhaustivo de este tipo de desigualdades y de sus aplicaciones. En este apartado
analizamos una variante más de la desigualdad de Rosenthal, una caracterización de
normas mixtas de familias de variables aleatorias independientes/libres. Tomemos
una colección finita f1, f2, . . . , fn de variables aleatorias independientes en un espacio
de probabilidad (Ω,A, µ). Entonces afirmamos que( ∫

Ω

[ n∑
k=1

|fk|2
] p

2
dµ

) 1
p ∼cp

∥∥∥ n∑
k=1

fk ⊗ εk

∥∥∥
p
∼cp

( n∑
k=1

‖fk‖pp
) 1

p +
( n∑
k=1

‖fk‖22
) 1

2
,

donde ε1, ε2, . . . , εn es como de costumbre una familia independiente de Bernoullis
equidistribuida en ±1. Efectivamente, la primera equivalencia se sigue de la forma
que toma la desigualdad de Khintchine en (2.2). Ahora bien, puesto que las fk⊗εk’s
siguen siendo independientes y tienen media 0 (las fk’s no tienen necesariamente
media 0 pero las εk’s son simétricas), la segunda equivalencia es consecuencia de la
desigualdad de Rosenthal clásica y de la unimodularidad de las εk’s.
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Ahora es sencillo calcular normas mixtas de la familia f1, f2, . . . , fn. A saber, si
tomamos 1 ≤ q ≤ p <∞ y definimos g1, g2, . . . , gn por la relación gk = |fk|q/2 para
1 ≤ k ≤ n, entonces obtenemos la siguiente identidad para s = 2p/q

( ∫
Ω

[ n∑
k=1

|fk|q
] p

q
dµ

) 1
p =

( ∫
Ω

[ n∑
k=1

|gk|2
] s

2
dµ

) 2
qs
.

Por consiguiente, la equivalencia de antes origina

( ∫
Ω

[ n∑
k=1

|fk|q
] p

q
dµ

) 1
p ∼cp max

r∈{p,q}

{( n∑
k=1

∫
Ω
|fk|rdµ

) 1
r

}
.(2.11)

Observación 2.22 Esto proporciona una realización natural de

J n
p,q(Ω, µ) = n

1
pLp(Ω, µ) ∩ n

1
qLq(Ω, µ)

en Lp(Ω, µ; `nq ). Más en concreto, si tomamos f1, f2, . . . , fn copias independientes
de una variable aleatoria f , el lado derecho de (2.11) es la norma de f en el espacio
intersección J n

p,q(Ω, µ) y la desigualdad (2.11) genera una inclusión isomorfa

f ∈ J n
p,q(Ω, µ) 7→ (f1, f2, . . . , fn) ∈ Lp(Ω, µ; `nq ).

Por otro lado, un sencillo argumento de dualidad nos permite también construir una
inclusión isomorfa del espacio Knp′,q′(Ω, µ) (que resulta de sumar los espacios duales
de los que aparecen en J n

p,q(Ω, µ)) en el espacio Lp′(Ω, µ; `q′). A estas alturas, esto
ya no es sorprendente en absoluto.

La versión libre de la desigualdad (2.11) es el resultado principal de [JP2]. Puesto
que su formulación es excesivamente técnica, se sale de nuestros objetivos aqúı. Aśı
que nos contentaremos con una explicación informal. En primer lugar, es necesario
notar que no sólo estamos interesados en una versión de (2.11) para variables libres,
sino que además buscamos que la inclusión obtenida en la Observación 2.22 sea
completamente isomorfa. Eso requiere generalizar el espacio J n

p,q(Ω, µ) en el contexto
de las variables aleatorias libres y equiparlo con una estructura natural de espacio
de operadores. La sorpresa principal que encontramos es que dicho espacio es el
resultado de intersecar cuatro espacios y no dos como sucede en el contexto clásico,
utilizando los aśı llamados espacios Lp asimétricos. La primera vez que apareció
este fenómeno fue cuando estudiábamos el caso q = 1 en [JP1]. Con objeto de
explicarlo, en lugar de acudir a definiciones técnicas, observamos que la desigualdad
de Hölder da lugar a Lp = L2pL2p, queriendo decir con ello que la p-norma de f
es el ı́nfimo de ‖g‖2p‖h‖2p sobre todas las posibles factorizaciones f = gh. Si Lrp y
Lcp denotan las cuantizaciones fila y columna de Lp (ir al Caṕıtulo 1 de [JP2] para
la definición), la versión para espacios de operadores de la isometŕıa de arriba está
dada por la isometŕıa completa

Lp = Lr2pL
c
2p.
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Aśı definimos
J n
p,q =

(
n

1
2pLr2p ∩ n

1
2qLr2q

)(
n

1
2pLc2p ∩ n

1
2qLc2q

)
.

Esto da lugar al espacio intersección

J n
p,q = n

1
pLr2pL

c
2p ∩ n

1
2q

+ 1
2pLr2qL

c
2p ∩ n

1
2p

+ 1
2qLr2pL

c
2q ∩ n

1
qLr2qL

c
2q.

Observación 2.23 Como espacios de Banach

Lr2pL
c
2q = Ls = Lr2qL

c
2p con 1/s = 1/2p+ 1/2q.

Es más, utilizando de nuevo la desigualdad de Hölder está claro que

n
1
s ‖f‖s ≤ max

{
n

1
p ‖f‖p, n

1
q ‖f‖q

}
.

Aśı, los términos cruzados del medio desaparecen a nivel de espacios de Banach. No
obstante, sustituyendo escalares por operadores en el contexto de libertad sobre una
subálgebra de von Neumann, las estimaciones Banach ya no son válidas y los cuatro
términos contribuyen significativamente en el resultado.

Observación 2.24 Fue exactamente la necesidad de entender en profundidad la
estructura natural de espacio de operadores de los espacios Lp asimétricos lo que
condujo en [JP2] a introducir los espacios Lp amalgamados y también los espacios
Lp condicionales. Ambas familias generalizan a una amplia gama de espacios de
funciones no conmutativos que han aparecido en la literatura reciente, véanse los
Caṕıtulos 2, 3 y 4 de [JP2] para más detalles.

Con objeto de enunciar el resultado principal de [JP2], definimos formalmente
la versión libre del espacio intersección J n

p,q(Ω, µ), que ya ha sido descrita antes sin
mucho rigor. Dada un álgebra de von Neumann M equipada con un estado n.f. ϕ
y dados 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, definimos para cada n ≥ 1 el espacio

J n
p,q(M, ϕ) =

⋂
u,v∈{2p,2q}

n
1
u
+ 1

v Lru(M, ϕ)Lcv(M, ϕ).

Por otro lado, consideramos el producto libre

(A, φ) =F1≤k≤n(Ak, ϕk)

donde Ak = M⊕M para 1 ≤ k ≤ n y ϕk : Ak → C es el estado

ϕk(x1, x2) =
1
2
(
ϕ(x1) + ϕ(x2)

)
.

Sea πk : Ak → A la inclusión natural de Ak en A. Entonces, dado un elemento
x ∈ M, escribiremos xk como una abreviación de πk(x,−x). Nótese que los xk’s
tienen media 0. El resultado principal de [JP2] es como sigue.
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Teorema 2.25 Sea 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞. El operador

u : x ∈ J n
p,q(M, ϕ) 7→

n∑
k=1

xk ⊗ δk ∈ Lp(A, φ; `nq )

es un isomorfismo con imagen cb-complementada y constantes independientes de n.

Observación 2.26 Concluimos con alguna nota sobre el Teorema 2.25. En primer
lugar, nuevamente por dualidad podemos caracterizar el caso 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ sin
más que reemplazar nuestro espacio intersección por la suma de los duales, véase
[JP1, JP2] para más detalles. En segundo término y como de costumbre, el Teorema
2.25 para J n

∞,q(M, ϕ) se sigue gracias a la sustitución de independencia estocástica
por independencia libre, pues en el contexto de variables aleatorias clásicas dicho
resultado no es cierto. Además, el comentario anterior motiva la pregunta de si el
Teorema 2.25 (excluyendo el caso J n

∞,q(M, ϕ)) se satisface con independencia no
conmutativa, una noción más débil que la de independencia libre. Dicho resultado
también es cierto, véase [JP1, JP2]. En último lugar, conviene notar que el Teorema
2.25 es el caso más sencillo del resultado central de [JP2]. Efectivamente, el caso
general se formula en términos de productos libres amalgamados (como ya hicimos
en el Teorema 2.15). Los espacios Lp amalgamados y condicionales mencionados
antes provienen de esta formulación más general.

2.6 Ĺıneas de investigación

Una de las principales aplicaciones de las desigualdades de tipo Khintchine es la
teoŕıa de tipo y cotipo de espacios de Banach, iniciada por Maurey y Pisier [MP] en
1976. Una generalización de dicha teoŕıa en la categoŕıa de espacios de operadores
se inició en [Pa1] estudiando las nociones de tipo y cotipo de Fourier [GMP, GP1]
o de tipo y cotipo de Rademacher y Gauss [GP2, JP1, Pa2]. No obstante, uno
de los resultados de [JP1] evidencia que dicha noción de tipo y cotipo no permite
generalizar el Teorema de Maurey/Pisier [MP], resultado central de la teoŕıa.

El Teorema de Maurey/Pisier estableció una conexión fort́ısima entre Análisis
Armónico y Geometŕıa de Espacios de Banach, pues proporciona una relación entre
la validez de ciertas desigualdades de tipo Khintchine (tipo y cotipo) con el rango
de p’s para los que el espacio `p es finitamente representable en el espacio de Banach
considerado. Una piedra angular en la demostración de dicho resultado fue el uso
de técnicas probabiĺısticas en la teoŕıa Lp. Aśı, la primera aportación se debe a
Bretagnolle, Dacunha-Castelle y Krivine [BDK] en 1966. Ellos construyeron una
inclusión isométrica de Lq en Lp (1 ≤ p < q ≤ 2) utilizando la representación
de Lévy-Khintchine de variables aleatorias infinitamente divisibles. Este resultado
fue una motivación fundamental y el famoso Teorema de Rosenthal [Ro2] se puede
considerar como la siguiente aportación relevante. Sea (Ω, µ) una espacio de medida.
En su forma más sencilla, el Teorema de Rosenthal afirma que todo subespacio
reflexivo de L1(Ω, µ) se incluye isomórficamente en Lp(Ω, ν) para cierto p > 1 y
cierta medida absolutamente continua ν � µ determinada por una densidad de
probabilidad f tal que dν = fdµ.
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Hoy por hoy parece claro que una versión del Teorema de Maurey/Pisier para
espacios de operadores pasa por entender la teoŕıa de inclusiones de espacios Lp
no conmutativos en la categoŕıa de espacios de operadores. En este contexto, cabe
mencionar los recientes resultados de [JP3, JP4] en los que se obtienen versiones no
conmutativas de los resultados de Bretagnolle et al. y Rosenthal. Más en concreto,
el primero de dichos resultados [JP3] se enuncia como sigue.

Inclusión completa de Lq en Lp. Si 1 ≤ p < q ≤ 2 y M es un álgebra de von
Neumann cualquiera, existe un álgebra de von Neumann (suficientemente grande) A
aśı como una inclusión completamente isomorfa de Lq(M) en Lp(A), donde ambos
espacios están equipados con su estructura natural de espacio de operadores. Es
más, se cumplen las siguientes propiedades

(a) Si dimM = ∞, A es necesariamente de tipo III.

(b) Si M es hiperfinita, podemos escoger A hiperfinita.

(c) Si M es QWEP, el álgebra de von Neumann A se puede tomar QWEP.

El segundo resultado [JP4] es el siguiente.

Teorema de Rosenthal no conmutativo. Sean 1 ≤ p < q ≤ 2 y sea M un
álgebra de von Neumann σ-finita equipada con un estado normal y fiel ϕ. Sea X un
subespacio de Lp(M, ϕ) con tipo de Rademacher q. Entonces existe una inclusión
isomorfa de X en cierto Lr para todo ı́ndice r en (p, q). Más en concreto, existe una
inclusión isomorfa u : X → Lr(M, φ) ⊕ Lr(M, φ) (con φ un estado normal y fiel
en M) tal que, si π1 y π2 denotan las proyecciones coordenadas y dφ es la densidad
asociada a φ, todo x ∈ X satisface

x =
d

1
p
− 1

r

φ π1(u(x)) + π2(u(x))d
1
p
− 1

r

φ

2
.

El primer resultado está formulado en la categoŕıa de espacios de operadores. Si
sólo trabajamos en la categoŕıa de espacios de Banach, el correspondiente resultado
fue obtenido en [Ju1]. Nótese que la diferencia entre ambas categoŕıas es notable en
este contexto. Efectivamente, el apartado (a) nos asegura que si queremos construir
un cb-embedding (inclusión completamente isomorfa entre espacios de operadores)
de `q en cierto espacio Lp, dicho espacio se tiene que construir sobre un álgebra de
tipo III!! Esto entra en contraste directo con los resultados clásicos, que usan la
categoŕıa de espacios de Banach. Por último, cabe mencionar que el caso particular
que toma (p, q) = (1, 2) es un resultado reciente de Junge [Ju3].

El segundo resultado está formulado en la categoŕıa de espacios de Banach. La
generalización de dicho resultado para espacios de operadores seŕıa fundamental en
la tarea de generalizar el Teorema de Maurey/Pisier. La demostración de ambos
resultados se basa principalmente en el método desarrollado en [JP2] para estudiar
normas mixtas de variables aleatorias libres.
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Por último y sin que guarde ninguna relación con lo anterior, cabe mencionar
que la desigualdad de Khintchine clásica tiene validez para 0 < p < ∞, mientras
que la extensión no conmutativa y sus generalizaciones a variables aleatorias libres
sólo se han estudiado para 1 ≤ p <∞ y también para p = ∞ en el caso de variables
aleatorias libres. Esto sugiere el problema de encontrar una extensión natural para
0 < p < 1 de las desigualdades de tipo Khintchine estudiadas. Hoy por hoy no
existe ningún progreso en esta ĺınea.
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3 Desigualdades de martingalas no conmutativas

Estudiamos ahora las desigualdades recientes de martingalas no conmutativas. Una
de nuestras referencias principales aqúı será la excelente exposición de Xu [Xu1]
que incluye casi todos los resultados obtenidos hasta la fecha. Aqúı recogemos
también los recientes progresos obtenidos tras la publicación del trabajo de Xu. En
lo que sigue, trabajaremos sobre espacios de probabilidad no conmutativos (M, τ)
formados por un álgebra de von Neumann finita M equipada con un estado tracial
τ normal y fiel. La mayor parte de nuestros resultados son ciertos también sobre
estados no traciales o incluso sobre álgebras de von Neumann no finitas. No obstante
eludiremos tales generalidades (que se pueden encontrar en las referencias de los
resultados originales que daremos a lo largo del texto) para mayor claridad.

Consideramos ahora una subálgebra de von Neumann N del álgebra M. Es
decir, una ∗-subálgebra con la identidad 1 de M que es cerrada en la topoloǵıa
débil de operadores. Entonces la restricción τ|N de τ a N es un estado tracial n.f.
que también denotaremos por τ . Por otro lado, es claro que

Lp(N , τ) ↪→ Lp(M, τ)

de forma isométrica. Entonces, dada la inclusión natural j : L1(N , τ) → L1(M, τ),
podemos considerar el operador adjunto E : M→N . Es sencillo comprobar que el
operador E satisface las siguientes propiedades [Ta3]

(a) E es una proyección contractiva.

(b) E preserva la traza: τ ◦ E = τ .

(c) E es positiva: x ∈M+ ⇒ E(x) ≥ 0.

(d) E es bimodular : E(axb) = aE(x)b para a, b ∈ N y x ∈M.

Se puede probar que un operador con semejantes propiedades es único y como el
lector habrá podido imaginar, el operador E se llama esperanza condicionada
de M sobre N . La esperanza condicionada se puede extender por densidad a un
operador E : Lp(M, τ) → Lp(N , τ) para 1 ≤ p ≤ ∞. En este contexto más general
E es una proyección contractiva que conserva las propiedades (b), (c) y la siguiente
forma generalizada de (d). Si a ∈ Lu(N , τ), b ∈ Lv(N , τ) y x ∈ Lp(M, τ) con
1/u+ 1/p+ 1/v = 1/q ≤ 1, entonces se tiene

E(axb) = aE(x)b ∈ Lq(N , τ).

Por otro lado, al igual que en el caso conmutativo, la esperanza condicionada
debe suponer una generalización del concepto esperanza o estado. Aśı aparecen
las nociones de normalidad y fidelidad de una esperanza condicionada, que son
importantes en ciertos contextos. Un estudio algo más detallado de la esperanza
condicionada incluyendo el caso no tracial, se puede encontrar al final del Apéndice
B. Para un análisis de la esperanza condicionada sobre los espacios Lp(M, τ) con
0 < p < 1, véase el Teorema 7.1 de [JX1].
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Una filtración de M es una sucesión creciente (Mn)n≥1 de subálgebras de von
Neumann de M, tales que su unión es w∗-densa en M. Si denotamos por En a la
esperanza condicionada de M en Mn, observamos que

En ◦ En+1 y En+1 ◦ En

son también esperanzas condicionadas de M en Mn. De modo que por unicidad se
obtienen las identidades En ◦ En+1 = En = En+1 ◦ En. Definimos una martingala
no conmutativa respecto de la filtración (Mn)n≥1 como una sucesión x = (xn)n≥1

en L1(M, τ) que satisface

En(xn+1) = xn para todo n ≥ 1.

Si además los xn’s están en Lp(M, τ), decimos que x es una Lp-martingala no
conmutativa y añadimos que x está acotada en Lp(M, τ) cuando ‖x‖p = supn ‖xn‖p
es finito. Además, observando que En es un operador contractivo, deducimos que la
sucesión ‖xn‖p es no decreciente por lo que

‖x‖p = lim
n→∞

‖xn‖p.

Dado 1 ≤ p < ∞ y dado un elemento x∞ ∈ Lp(M, τ), la sucesión (xn)n≥1

definida por xn = En(x∞) es una martingala acotada en Lp(M, τ) y que converge a
x∞ en norma si 1 ≤ p <∞. Efectivamente, la afirmación es trivial cuando

x∞ ∈
⋃
n≥1

Lp(Mn, τ)

puesto que en ese caso la sucesión (xn)n≥1 es constante a partir de un momento
dado. El caso general se sigue por densidad. Rećıprocamente, dado 1 < p < ∞
y una martingala (xn)n≥1 acotada en Lp(M, τ), existe cierto x∞ ∈ Lp(M, τ) tal
que xn = En(x∞) → x∞ en Lp(M, τ) cuando n → ∞. Efectivamente, puesto
que Lp(M, τ) es un espacio dual y la bola unidad es débilmente compacta por el
teorema de Banach-Alaoglu, existe una subsucesión de (xn)n≥1 que converge a cierto
x∞ ∈ Lp(M, τ) en dicha topoloǵıa. Esto nos lleva a que xn = En(x∞) y a la igualdad

lim
n→∞

‖xn‖p = ‖x∞‖p.

Por consiguiente, puesto que Lp(M, τ) es uniformemente convexo para 1 < p < ∞
deducimos que (xn)n≥1 converge a x∞ en Lp(M, τ). En definitiva, en virtud de la
discusión anterior, dado 1 < p < ∞ podemos identificar el espacio de martingalas
acotadas en Lp(M, τ) con Lp(M, τ) propiamente dicho.

Observación 3.1 De acuerdo con la teoŕıa clásica, también es de esperar que
L1(M, τ) se identifique con las martingalas uniformemente integrables. Esto se
demostró en [PX1] utilizando la siguiente definición de integrabilidad uniforme. Un
subconjunto K de L1(M, τ) es uniformemente integrable si es acotado y para
toda sucesión decreciente de proyecciones p1, p2, . . . convergente a 0 en L1(M, τ), se
tiene que

lim
n→∞

sup
{∥∥pnxpn∥∥1

∣∣ x ∈ K
}

= 0.
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Dada una martingala no conmutativa x = (xn)n≥1, la sucesión dx = (dxk)k≥1

de diferencias de martingala se define por dxk = xk − xk−1 para todo k ≥ 1 y
con la convención de que x0 = 0. Como es bien sabido, esto da lugar a otra forma
de caracterizar las martingalas. Una sucesión (xn)n≥1 es una martingala respecto
de la filtración (Mn)n≥1 cuando su sucesión de diferencias (dxk)k≥1 está adaptada
a la filtración y satisface

Ek−1(dxk) = 0 para todo k ≥ 2.

Consideramos ahora algunos ejemplos de martingalas no conmutativas que se
corresponden con los ejemplos sobre espacios Lp no conmutativos que se consideran
en la Sección 1:

(a) Martingalas clásicas. Dada un álgebra de von NeumannM finita y abeliana
equipada con una traza normalizada τ y una filtración (Mn)n≥1 de M, existe
un espacio de probabilidad (Ω,A, µ) aśı como una sucesión creciente (An)n≥1

de σ-subálgebras de A tales que

Lp(M, τ) = Lp(Ω,A, µ) y Lp(Mn, τ) = Lp(Ω,An, µ)

para todo n ≥ 1. Aśı, las martingalas clásicas aparecen como caso particular.

(b) Martingalas semi-conmutativas. Sea (Ω,A, µ) un espacio de probabilidad
y tomemos N1 = L∞(Ω, µ) equipada con la traza ν1 =

∫
Ω · dµ. Sea (N2, ν2)

otro espacio de probabilidad no conmutativo. Dada (An)n≥1 una filtración
creciente de σ-subálgebras de A, consideramos la filtración

(Mn, τ) =
(
L∞(Ω,An, µ;N2),

∫
Ω
ν2(·) dµ

)
,

de
(M, τ) =

(
N1⊗̄N2, ν1 ⊗ ν2

)
=

(
L∞(Ω,A, µ;N2),

∫
Ω
ν2(·) dµ

)
.

En este caso, las esperanzas condicionadas están dadas por En = En ⊗ idN2

donde En denota la esperanza en Ω condicionada a la σ-subálgebra An. Una
vez más, en esta situación se transforman las martingalas no conmutativas en
martingalas conmutativas con valores vectoriales.

(c) Martingalas finitas. En el caso de las clases de Schatten no existe una traza
finita natural a menos que tratemos con clases finito-dimensionales Sp(n),
donde podemos considerar la traza σn = 1

ntr. Puesto que trabajamos sobre
un espacio de dimensión finita, las filtraciones y por ende las martingalas
resultantes serán finitas. Una filtración natural se obtiene tomando (Mk, σn)
la subálgebra de matrices n×n con entradas nulas en las n− k últimas filas y
columnas (i.e. el soporte es la esquina k×k superior izquierda). Esta elección
es muy útil a la hora de obtener contraejemplos. Efectivamente, si queremos
ver que alguna propiedad no se cumple para martingalas no conmutativas, este
es el primer caso que uno tiene que comprobar, véase [JX2].
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(d) Martingalas diádicas. Dada una familia ε1, ε2, . . . de v.a. de Bernoulli
independientes con función de masa equidistribuida en ±1, las martingalas
diádicas se construyen sobre la filtración dada por

An = σ(ε1, ε2, . . . , εn).

Puesto que se trata de uno de los ejemplos más relevantes de martingalas, es
interesante saber como construir ‘martingalas diádicas no conmutativas’. En
este caso tomamos el factor hiperfinito II1, definido más arriba y equipado con
la filtración

(Rn, τ) =
⊗
m≤n

(Mm, τm)

con (Mm, τm) = (M2, σ2) para todo m,n ≥ 1. Aqúı Rn se incluye en el factor
hiperfinito R identificando a1⊗ · · ·⊗ an con a1⊗ · · ·⊗ an⊗ 1⊗ 1 · · ·. Además,
la esperanza condicionada En : R→ Rn está completamente determinada por

En
(
a1 ⊗ · · · ⊗ ar ⊗ 1⊗ 1 · · ·

)
=

( r∏
k=n+1

σ2(ak)
)
a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ 1⊗ 1 · · ·

para 1 ≤ n ≤ r. Esta construcción se generaliza de manera natural cuando
consideramos productos tensoriales arbitrarios de espacios de probabilidad no
conmutativos (Nn, νn), véase e.g. [Xu1].

(e) Martingalas sobre grupos discretos. Dado G un grupo discreto y (Gn)n≥1

una familia creciente de subgrupos de G tales que
⋃
n Gn = G, definimos el

espacio de probabilidad no conmutativo (M, τ) = (vN(G), τG) equipado con la
filtración (Mn, τ) = (vN(Gn), τG). La esperanza condicionada En : M→Mn

sobre combinaciones lineales finitas de generadores está dada por

En
( ∑
g∈G

αgλ(g)
)

=
∑
g∈Gn

αgλ(g).

(f) Martingalas libres. Tomamos

(M, τ) =Fn≥1(Nn, νn) y (Mn, τ) =Fm≤n(Nm, νm).

Es decir, en este caso procedemos de forma similar al caso de las martingalas
diádicas, pero sustituyendo productos tensoriales por productos libres. Por
otro lado, la esperanza condicionada En : M → Mn está determinada como
sigue. Sea xj1xj2 · · ·xjm una palabra reducida (i.e. j1 6= · · · 6= jm y xjk ∈ Njk

con media 0), entonces
En

(
xj1xj2 · · ·xjm

)
= 0

a menos que max(j1, j2, . . . , jm) ≤ n, en cuyo caso En deja invariante la palabra
xj1xj2 · · ·xjm . Puesto que el producto libre M está generado por la identidad
1 (que queda fijada por En para todo n ≥ 1) y las palabras reducidas, esta
definición determina En por completo.
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(g) Martingalas q-deformadas. Véase [Xu1].

A continuación nos centramos en la teoŕıa de desigualdades de martingalas no
conmutativas. Es decir, la versión no conmutativa de la teoŕıa desarrollada por
Burkholder, Davis, Doob y Gundy entre otros entre los años 50 y 70. Como es
bien conocido, los resultados mencionados tienen una fuerte conexión con el Análisis
Armónico y más en particular con la teoŕıa de Integrales Singulares desarrollada por
Calderón y Zygmund. Como hemos indicado al comienzo de estas notas, cabe pensar
que las técnicas desarrolladas en martingalas no conmutativas sean la antesala de
una teoŕıa de Calderón-Zygmund no conmutativa.

El primer resultado sobre martingalas no conmutativas se remonta a 1971 con el
trabajo de Cuculescu [Cu], quién obtuvo una extensión al contexto no conmutativo
de la desigualdad maximal de Doob de tipo débil (1, 1). Después del trabajo de
Cuculescu, las desigualdades de martingalas no conmutativas entraron en un peŕıodo
de relativa calma hasta el trabajo de Pisier y Xu [PX1] en 1997, a partir del cual
han alcanzado un espectacular desarrollo. Este largo paréntesis sin progresos en la
teoŕıa se explica fundamentalmente por el hecho de que las técnicas clásicas como
las funciones maximales, los tiempos de parada, etc... ya no tienen cabida en el
contexto no conmutativo. De este modo, transferir los resultados clásicos al contexto
no conmutativo es por lo general altamente no trivial y require técnicas adicionales
del Análisis Funcional y la Combinatoria. No obstante, la teoŕıa ha alcanzado hoy
por hoy un punto satisfactorio de madurez y muchas de las desigualdades clásicas
han sido transferidas con éxito al contexto no conmutativo.

3.1 El maximal de Doob

Dado 1 < p ≤ ∞, un espacio de probabilidad (Ω,A, µ) y una martingala f = (fn)n≥1

acotada en Lp(Ω, µ) respecto de cierta sucesión A1,A2, . . . de σ-subálgebras de A,
la desigualdad maximal de Doob [Do] nos asegura que( ∫

Ω
f∗(w)p dµ(w)

) 1
p ∼cp lim

n→∞

( ∫
Ω
|fn(w)|p dµ(w)

) 1
p
.(3.1)

En otras palabras, tenemos
‖f∗‖p ≤ δp‖f‖p,

donde la función maximal de Doob f∗ se define como

f∗(w) = sup
n≥1

|fn(w)|.

Aqúı la mejor constante δp crece como (p − 1)−1 cuando p → 1. Por supuesto, la
desigualdad (3.1) es falsa para p = 1. En todo caso, tenemos un sustituto que está
dado por la siguiente desigualdad de tipo débil (1, 1)

sup
λ>0

λµ
{
f∗ > λ

}
≤ lim

n→∞

∫
Ω
|fn(w)| dµ(w) = ‖f‖1.(3.2)
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Al intentar extender estas desigualdades al contexto no conmutativo, la primera
dificultad que uno encuentra es cómo formular un análogo no conmutativo de la
función maximal. Efectivamente, dados dos operadores a y b en un espacio de Hilbert
H y como ya hemos señalado en la Sección 1, la expresión max(a, b) no tienen ningún
sentido. No obstante, en lugar de considerar la cota superior mı́nima podemos
buscar una cota superior que desempeñe la función que necesitamos. Comenzamos
con la desigualdad débil de Cuculescu [Cu].

Teorema 3.2 Dado un espacio de probabilidad no conmutativo (M, τ) y dada una
martingala x = (xn)n≥1 acotada en L1(M, τ), existe para todo λ > 0 una proyección
q(λ) ∈M que satisface

∥∥q(λ)xnq(λ)
∥∥
∞ ≤ λ para todo n ≥ 1 y τ

(
1− q(λ)

)
≤ 4‖x‖1

λ
.

Es muy sencillo justificar por qué el resultado de Cuculescu es una generalización
no conmutativa de la desigualdad maximal de Doob de tipo débil (1, 1). Basta con
recordar que las proyecciones se corresponden en el caso clásico con las funciones
caracteŕısticas. De manera que la proyección q(λ) se corresponde con la función
caracteŕıstica del conjunto {

sup
n≥1

|fn(w)| ≤ λ
}
.

Aśı, una nueva lectura del Teorema 3.2 conduce en este caso a (3.2). Puesto que la
prueba de este resultado es muy sencilla y muestra algunas técnicas habituales en
la teoŕıa, la incluimos aqúı. En primer lugar, todo operador x se escribe como

x =
1
2
(
x+ x∗

)
+ i

1
2i

(
x− x∗

)
.

Las partes real e imaginaria son ahora operadores autoadjuntos y, utilizando teoŕıa
espectral, podemos escribirlos como la diferencia entre dos operadores positivos. En
definitiva, todo operador x se escribe como una combinación lineal

(a− b) + i(c− d)

de operadores positivos. Si aplicamos esto a cada xn, obtenemos una descomposición
de la martingala x = (xn)n≥1 en cuatro martingalas positivas. Efectivamente, el
hecho de que las sucesiones resultantes son martingalas se sigue de la descomposición
de Krickeberg para martingalas no conmutativas, demostrada en [Cu]. De este
modo, basta probar el Teorema 3.2 para martingalas positivas y con constante 1 en
lugar de 4. Ahora definimos inductivamente una sucesión q(λ)0, q(λ)1, q(λ)2, . . . de
proyecciones tomando q(λ)0 = 1 y las resoluciones espectrales

q(λ)n = q(λ)n−1χ[0,λ]

(
q(λ)n−1xnq(λ)n−1

)
= χ[0,λ]

(
q(λ)n−1xnq(λ)n−1

)
q(λ)n−1.

Entonces tomamos
q(λ) =

∧
n≥1

q(λ)n,
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la proyección cuyo rango es el resultado de intersecar los rangos de q(λ)n para n ≥ 1.
Nótese que q(λ)n ∈ Mn y que la sucesión (q(λ)n)n≥1 es decreciente. Veamos que
q(λ) es la proyección deseada. Por un lado tenemos

q(λ)nxnq(λ)n = q(λ)n
(
q(λ)n−1xnq(λ)n−1

)
q(λ)n ≤ λq(λ)n.

Por consiguiente, obtenemos

q(λ)xnq(λ) = q(λ)
(
q(λ)nxnq(λ)n

)
q(λ) ≤ λq(λ) ≤ λ1.

De aqúı se sigue la primera parte del Teorema 3.2. Para la segunda observamos que

λτ
(
1− q(λ)n

)
= λ

n∑
k=1

τ
(
q(λ)k−1 − q(λ)k

)
= λ

n∑
k=1

τ
(
p(λ)k

)
,

donde p(λ)k = q(λ)k−1 − q(λ)k es una proyección dado que la sucesión de q’s es
decreciente. Por otro lado, según la definición de q(λ)k, sabemos que el espectro del
operador p(λ)kq(λ)k−1xkq(λ)k−1p(λ)k está contenido en (λ,∞). Esto nos lleva a la
desigualdad

p(λ)k = p(λ)2k ≤
1
λ
p(λ)k

(
q(λ)k−1xkq(λ)k−1

)
p(λ)k =

1
λ
p(λ)kxkp(λ)k.

De aqúı se deduce que

λτ
(
1− q(λ)n

)
≤

n∑
k=1

τ
(
Ek

(
p(λ)kxnp(λ)k

))
=

n∑
k=1

τ
(
p(λ)kxnp(λ)k

)
≤

n∑
k=1

τ
(
p(λ)kxnp(λ)k

)
+ τ

(
q(λ)nxnq(λ)n

)
= τ(xn).

La prueba se concluye haciendo n → ∞. Observamos aqúı que en [PR] se da una
construcción similar (q(λ)n)n≥0 partiendo de una martingala (xn)n≥1 autoadjunta
no necesariamente positiva. Esto completa el estudio de la desigualdad débil.

Nos centramos ahora en la generalización no conmutativa de la desigualdad
maximal fuerte (3.1). En el caso de la desigualdad de tipo débil (1, 1) hemos sorteado
la imposibilidad de construir una función maximal con la ingeniosa construcción de
Cuculescu. Pero la desigualdad débil sólo exige conocer donde la función maximal
se comporta mal y estimar la medida de dicho conjunto. En la desigualdad fuerte
necesitamos ser algo más agudos. Puesto que no podemos construir la función
maximal, observamos que podemos reescribir la parte izquierda de (3.1) como sigue( ∫

Ω
f∗(w)p dµ(w)

) 1
p =

∥∥(
f1, f2, f3, . . .

)∥∥
Lp(Ω,µ;`∞)

.
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Es decir, utilizando el espacio con valores vectoriales Lp(Ω, µ; `∞) evitamos hacer
uso de la función maximal en (3.1). Inspirado por la teoŕıa de espacios Lp(M, τ ; X)
desarrollada por Pisier [Pi2] y descrita en la Sección 1, Junge explotó esta idea para
obtener la desigualdad de Doob no conmutativa. Como hemos indicado antes, es
dif́ıcil dar expresiones expĺıcitas de la norma en Lp(M, τ ; X). No obstante, en el
caso en el que X = `∞, Junge [Ju2] obtuvo la siguiente caracterización

Lp(M, τ ; `∞) = L2p(M, τ)`∞
(
L∞(M, τ)

)
L2p(M, τ).

En otras palabras, dado x = (x1, x2, . . .) ∈ Lp(M, τ ; `∞) se tiene que

‖x‖Lp(M,τ ;`∞) = inf
{
‖a‖2p

(
sup
n≥1

‖yn‖∞
)
‖b‖2p

∣∣ xn = aynb
}
,

donde el ı́nfimo recorre todas las factorizaciones de x en la forma (xn) = a(yn)b con
a, b ∈ L2p(M, τ) e (yn) ∈ `∞

(
L∞(M, τ)

)
. Un análisis mucho más general de este

tipo de expresiones expĺıcitas para normas Lp vectoriales se puede encontrar en la
primera mitad de [JP2]. Presentamos ahora el resultado de Junge [Ju2].

Teorema 3.3 Dado 1 < p ≤ ∞, un espacio de probabilidad no conmutativo (M, τ)
y dada una martingala x = (xn)n≥1 acotada en Lp(M, τ), existen a, b ∈ L2p(M, τ)
e (yn)n≥1 ⊂M tales que

xn = aynb, ‖a‖2p‖b‖2p ≤ γp ‖x‖p, ‖yn‖∞ ≤ 1 para todo n ≥ 1.

En otras palabras, se tiene que∥∥(
x1, x2, x3, . . .

)∥∥
Lp(M,τ ;`∞)

≤ γp ‖x‖p.

Para (M, τ) un espacio de probabilidad clásico/conmutativo, recuperamos la
desigualdad de Doob clásica (3.1). Cuando x es una martingala positiva se pueden
tomar a, b e yn positivos. Es más, se puede escoger una factorización con a = b. De
este modo se deduce del resultado de Junge que xn está uniformemente acotado por
a2 ∈ Lp(M, τ) y que a2 satisface la desigualdad

‖a2‖p ≤ γp‖x‖p.

Es decir, en el caso de martingalas positivas es más transparente la relación entre los
mundos conmutativo y no conmutativo. La demostración original de Junge [Ju2]
se apoya fuertemente en la teoŕıa de módulos de Hilbert [La] y resulta bastante
compleja. Una demostración casi automática se obtiene utilizando un resultado
muy profundo [JX3] sobre interpolación real de espacios Lp(M, τ). Esto permite
obtener el Teorema 3.3 a partir del resultado de Cuculescu y el caso trivial para
p = ∞. Además, esta nueva demostración permite obtener el orden de crecimiento
óptimo de la constant γp

γp ∼ (p− 1)−2 cuando p→ 1.
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Es decir, γp se comporta como δ2p donde δp es la constante en la desigualdad de Doob
clásica, véase [JX2, Xu1] para una exposición más detallada. Por último concluimos
observando que las técnicas de Cuculescu y Junge en sus respectivos trabajos nos
conducen a un conocimiento mucho más depurado de la noción de operador maximal
no conmutativo. Esto se ha explotado recientemente en [JX3] para obtener versiones
no conmutativas de teoremas ergódicos maximales.

3.2 Las funciones cuadrado

Dado 1 < p < ∞, un espacio de probabilidad (Ω,A, µ) y una martingala f1, f2, . . .
acotada en Lp(Ω, µ), la desigualdad de Burkholder-Gundy [BG] proporciona
la siguiente equivalencia de normas

lim
n→∞

( ∫
Ω
|fn(w)|p dµ(w)

) 1
p ∼cp

( ∫
Ω
S(f)(w)pdµ(w)

) 1
p
.(3.3)

En otras palabras, se tiene que

σ−1
p ‖S(f)‖p ≤ ‖f‖p ≤ ξp‖S(f)‖p,

donde la función cuadrado S(f) asociada se define como

S(f)(w) =
( ∞∑
k=1

|dfk(w)|2
) 1

2
.

El espacio de Hardy de martingalas Hp(Ω, µ) es el espacio de las martingalas en
Lp(Ω, µ) cuya función cuadrado está en Lp(Ω, µ) (otra definición equivalente usa el
maximal de Doob) y con la norma dada por la expresión

‖f‖Hp(Ω,µ) =
( ∫

Ω

[ ∞∑
k=1

|dfk|2
] p

2
dµ

) 1
p
.

La desigualdad de Burkholder-Gundy para martingalas no conmutativas [PX1]
supuso el renacimiento de la teoŕıa a finales de los años 90. Antes de enunciar
dicho resultado, definimos los espacios de Hardy para martingalas no conmutativas
Hp(M, τ), introducidos en [PX1]. Dados 1 ≤ p ≤ ∞ y x = (x1, x2, . . . , xn) una
martingala finita en Lp(M, τ), las funciones cuadrado fila y columna asociadas a x
se definen como ya lo hicimos en la Sección 2

Sr(x) =
( ∑
k≥1

dxkdx
∗
k

) 1
2 y Sc(x) =

( ∑
k≥1

dx∗kdxk

) 1
2
.

Entonces definimos

‖x‖Hr
p(M,τ) =

∥∥∥( ∑
k≥1

dxkdx
∗
k

) 1
2
∥∥∥
p

=
∥∥∥∑
k≥1

e1k ⊗ dxk

∥∥∥
Lp(M,τ ;Rp)

,
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‖x‖Hc
p(M,τ) =

∥∥∥( ∑
k≥1

dx∗kdxk

) 1
2
∥∥∥
p

=
∥∥∥∑
k≥1

ek1 ⊗ dxk

∥∥∥
Lp(M,τ ;Cp)

.

Esto proporciona dos normas en el espacio de las martingalas finitas. Los espacios
de Hardy fila y columna se definen como las correspondientes completaciones y los
denotaremos por Hr

p(M, τ) y Hc
p(M, τ) respectivamente. El espacio de Hardy

de martingalas no conmutativas Hp(M, τ) se define entonces como sigue

Hp(M, τ) =
{
Hr
p(M, τ) +Hc

p(M, τ), si 1 ≤ p ≤ 2
Hr
p(M, τ) ∩Hc

p(M, τ), si 2 ≤ p ≤ ∞.

Las normas que aśı se obtienen son

• Si 1 ≤ p ≤ 2

‖x‖Hp(M,τ) = inf
x=y+z

{
‖y‖Hr

p(M,τ) + ‖z‖Hc
p(M,τ)

}
.

• Si 2 ≤ p ≤ ∞

‖x‖Hp(M,τ) = max
{
‖x‖Hr

p(M,τ) , ‖x‖Hc
p(M,τ)

}
.

Esto sigue una analoǵıa completa con la desigualdad de Khintchine no conmutativa
[Lu, LP]. La versión no conmutativa de la desigualdad (3.3) de Burkholder-Gundy
es el resultado principal del trabajo de Pisier y Xu [PX1].

Teorema 3.4 El espacio de Hardy Hp(M, τ) es isomorfo a Lp(M, τ) para todo
1 < p <∞. Concretamente, existen constantes positivas αp y βp que dependen sólo
de p y tal que cualquier martingala x acotada en Lp(M, τ) satisface

α−1
p ‖x‖Hp(M,τ) ≤ ‖x‖Lp(M,τ) ≤ βp‖x‖Hp(M,τ).

Concluimos este apartado con una serie de observaciones:

(a) Sea g1, g2, . . . una martingala acotada en Lp(Ω, µ) y sea ε1, ε2, . . . una familia
de Bernoullis en [0, 1] independientes y equidistribuidas en ±1. En ese caso, las
funciones dfk = dgk⊗εk son diferencias de martingalas respecto de la filtración
(An⊗B[0,1])n≥1 donde g es una martingala adaptada a (An)n≥1 y B[0,1] denota
la σ-álgebra de Borel. Entonces, las desigualdades de Burkholder-Gundy nos
ofrecen la forma (2.2) de la desigualdad de Khintchine con valores en Lp(Ω, µ)( ∫

Ω

∫ 1

0

∣∣∣ ∑
k≥1

εk(s)dgk(w)
∣∣∣p ds dµ(w)

) 1
p ∼cp

∥∥∥( ∑
k≥1

|dgk|2
) 1

2
∥∥∥
Lp(Ω,µ)

.

Del mismo modo, la desigualdad de Burkholder-Gundy no conmutativa nos
lleva a la desigualdad de Khintchine no conmutativa [Lu, LP]. Por supuesto
con la salvedad de que cp → ∞ cuando p → 1, a diferencia de lo que ocurre
con la desigualdad de Khintchine.
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(b) Hoy en d́ıa existen al menos tres demostraciones distintas del resultado de
Pisier y Xu. La prueba original utiliza como ingrediente principal, una versión
no conmutativa de la desigualdad de Stein [St]. Esta prueba fue extendida al
caso no tracial en [JX1]. Las otras dos se deben a Randrianantoanina. La
primera [Ra1] combina las desigualdades de Khintchine no conmutativas con
su acotación débil (1, 1) de las transformadas de martingalas no conmutativas
(ver más abajo). La segunda se obtiene por interpolación real desde la versión
débil (1, 1) de la desigualdad de Burkholder-Gundy [Ra2]. Estas dos últimas
se simplifican mucho utilizando la descomposición de Gundy para martingalas
no conmutativas [PR]. Consideramos que la prueba más sencilla se obtiene
por este camino. Más adelante daremos más detalles.

(c) Los órdenes de crecimiento de las constantes óptimas αp y βp se han estudiado
en [JX1, JX2, Pi3, Ra1, Ra2]. Se tiene que βp ∼ p cuando p → 1 y cuando
p → ∞ mientras que αp ∼ (p− 1)−1 cuando p → 1 y αp ∼ p cuando p → ∞.
Todos estos órdenes de crecimiento coinciden con los que se obtienen en el caso
conmutativo con la salvedad de αp, que crece como

√
p cuando p → ∞ en el

caso conmutativo. Por otro lado, puesto que βp está acotado a medida que
p → 1, es razonable pensar que la segunda desigualdad del Teorema 3.4 sea
cierta para p = 1. Efectivamente aśı es. No obstante, la primera desigualdad
no es cierta en ese caso y se reemplaza por una desigualdad de tipo débil (1, 1)
de la que hablaremos más abajo.

(d) En [PX1] también se construye una versión no conmutativa del espacio BMO
de martingalas y se demuestra la versión del teorema de dualidad de Fefferman
[Fe] para martingalas no conmutativas, que asegura que el dual de H1(M, τ)
es el espacio BMO(M, τ), acudir a [PX1] para más detalles.

3.3 Las funciones cuadrado condicionales

La función cuadrado condicional fue introducida por Burkholder [Br] en un intento
de generalizar la desigualdad de Rosenthal para diferencias de martingalas. Junge y
Xu han generalizado en [JX1] dicha desigualdad al contexto no conmutativo. Como
siempre, comenzamos por recordar la desigualdad clásica. Sea (Ω,A, µ) un espacio
de probabilidad y (An)n≥1 una filtración con esperanzas condicionadas

En : Lp(Ω,A, µ) → Lp(Ω,An, µ).

Asumiremos también en lo que sigue la convención E0 = 0. Dado 2 ≤ p < ∞ y
f = (fn)n≥1 una martingala acotada en Lp(Ω, µ), la desigualdad de Burkholder
[Br] nos asegura que

‖f‖p ∼cp
( ∫

Ω
Scnd(f)(w)p dµ(w)

) 1
p +

( ∞∑
k=1

∫
Ω
|dfk(w)|p dµ(w)

) 1
p
.(3.4)

En otras palabras, se tiene que

ζ−1
p ‖f‖p ≤

∥∥Scnd(f)
∥∥
p
+

( ∑
k
‖dfk‖pp

) 1
p ≤ ηp‖f‖p,
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donde la función cuadrado condicional Scnd(f) se define como

Scnd(f)(w) =
( ∞∑
k=1

Ek−1

(
|dfk|2

)
(w)

) 1
2
.

La generalización no conmutativa de (3.4) se debe a Junge y Xu [JX1].

Teorema 3.5 Dado un espacio de probabilidad no conmutativo (M, τ) y dada una
martingala x = (xn)n≥1 acotada en Lp(M, τ) para cierto exponente 2 ≤ p <∞, se
tiene que existen constantes positivas ρp y ψp tales que

ρ−1
p ‖x‖p ≤ Sp,cnd(x) ≤ ψp‖x‖p,

donde Sp,cnd(x) toma la forma

Sp,cnd(x) =
( ∑
k≥1

‖dxk‖pp
) 1

p +
∥∥∥( ∑

k≥1

Ek−1

(
|dxk|2

)) 1
2
∥∥∥
p
+

∥∥∥( ∑
k≥1

Ek−1

(
|dx∗k|2

)) 1
2
∥∥∥
p
.

Observación 3.6 Si reemplazamos Sp,cnd(x) por

inf

( ∑
k≥1

‖dαk‖pp
) 1

p +
∥∥∥( ∑

k≥1

Ek−1

(
|dβk|2

)) 1
2
∥∥∥
p
+

∥∥∥( ∑
k≥1

Ek−1

(
|dγ∗k |2

)) 1
2
∥∥∥
p

 ,

donde el ı́nfimo recorre las descomposiciones de x en una suma x = α + β + γ
de martingalas en Lp(M, τ), entonces el Teorema 3.5 pasa a tener validez para
1 < p ≤ 2. Efectivamente, la idea es similar a lo que ocurre en las desigualdades
de Khintchine, Rosenthal y Burkholder-Gundy. Esta extensión para 1 < p ≤ 2
era desconocida incluso en el caso conmutativo hasta la aparición de [JX1] y está
motivada por el enfoque dado a la teoŕıa desde el Análisis Funcional, que fuerza el
contexto no conmutativo. Más adelante estudiaremos lo que ocurre para p = 1.

La desigualdad de Rosenthal [Ro1] es un caso particular de la desigualdad de
Burkholder (para martingalas con diferencias independientes) y es especialmente
relevante pues sirvió de motivación para Burkholder además de para muchos otros
resultados relacionados con la geometŕıa de los espacios Lp, como hemos indicado al
final de la Sección 2. En sus trabajos [JX1, JX4], Junge y Xu dedujeron una forma
no conmutativa de la desigualdad de Rosenthal distinta de la ofrecida en el Teorema
2.15. Efectivamente, ellos utilizaron una noción de independencia estocástica para
variables aleatorias no conmutativas menos restrictiva que la independencia libre.
Por un lado, esto significa que su resultado es aplicable a una familia más extensa
de variables aleatorias. Por el otro, la desigualdad resultante es más débil. Aśı,
como ya notásemos en la Observación 2.17, la constante de equivalencia cp → ∞
cuando p → ∞. Además, aqúı no podemos considerar polinomios homogéneos de
grado d > 1 como hiciésemos en el Teorema 2.15.
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Observación 3.7 Existen varias nociones diferentes de independencia para una
familia de variables aleatorias no conmutativas, todas ellas no obstante relacionadas.
La que presentamos a continuación se introduce en [JX4, Xu1]. Sea (M, τ) un
espacio de probabilidad no conmutativo, N una subálgebra de von Neumann de M
y EN : M→ N la correspondiente esperanza condicionada. Una sucesión (Ln)n≥1

de subálgebras de von Neumann deM se llama independiente por orden respecto
de EN si para todo n ≥ 1, Ln contiene a N y para todo a ∈ Ln y b en el álgebra de
von Neumann generada por L1,L2, . . . ,Ln−1, se tiene que

EN (ab) = EN (a)EN (b).

Una sucesión (an)n≥1 en Lp(M, τ) se llama independiente por orden respecto de EN
cuando existe una familia (Ln)n≥1 de subálgebras de von Neumann independientes
por orden respecto de EN y tales que an ∈ Lp(Ln, τ) para todo n ≥ 1. Cuando
N = C se tiene que EN = τ1 y hablamos de ‘independencia respecto de τ ’.

Teorema 3.8 Sea (M, τ) un espacio de probabilidad no conmutativo y N una
subálgebra de von Neumann de M con la correspondiente esperanza condicionada
EN : M→N . Dado 2 ≤ p <∞ y (an)n≥1 en Lp(M, τ) una sucesión independiente
por orden respecto de EN tal que EN (an) = 0 para todo n ≥ 1, se tiene que∥∥∥∑

k
ak

∥∥∥
p
∼cp

∥∥∥( ∑
k
EN

(
aka

∗
k + a∗kak

)) 1
2
∥∥∥
p
+

( ∑
k
‖ak‖pp

) 1
p
.

En particular, si N = C se tiene que∥∥∥∑
k
ak

∥∥∥
p
∼cp

( ∑
k
‖ak‖22

) 1
2 +

( ∑
k
‖ak‖pp

) 1
p
.

3.4 La descomposición de Gundy

Dado (Ω,A, µ) un espacio de probabilidad, λ > 0 y f = (f1, f2, . . .) una martingala
acotada en L1(Ω, µ), la descomposición de Gundy [Gu] permite descomponer f
como una suma f = α+β+γ de martingalas α, β, γ adaptadas a la misma filtración
y que satisfacen las siguientes estimaciones para cierta constante absoluta c

(a) La martingala α satisface

‖α‖1 ≤ c‖f‖1 y ‖α‖∞ ≤ cλ.

(b) La martingala β satisface

∞∑
k=1

‖dβk‖1 ≤ c‖f‖1.

(c) La martingala γ satisface

λµ
(

sup
k≥1

|dγk| > 0
)
≤ c‖f‖1.
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Además, la desigualdad de Hölder proporciona la estimación

1
λ
‖α‖22 ≤

1
λ
‖α‖1‖α‖∞ ≤ c‖f‖1.

La descomposición de Gundy juega un papel central en la teoŕıa de martingalas
clásicas y se puede interpretar como el contrapunto probabiĺıstico de la conocida
descomposición de Calderón-Zygmund en Análisis Armónico [CZ]. Concretamente,
es muy útil a la hora de establecer desigualdades de tipo débil (1, 1) para ciertos
operadores quasi-lineales como la función cuadrado o el maximal de Doob. Véase
también [Br, BG] para ciertas variaciones del resultado de Gundy. En el contexto
no conmutativo existe una generalización muy reciente de la descomposición de
Gundy [PR]. En este trabajo aparecen esencialmente dos dificultades. La primera
es emular el conjunto donde supk |dγk| > 0, que está definido en términos de una
función maximal. Aqúı la idea consiste en identificar dicho conjunto como una unión
de soportes {

sup
k≥1

|dγk| > 0
}

=
⋃
k≥1

{
|dγk| > 0

}
=

⋃
k≥1

supp |dγk|.

Es decir, la estimación (c) es equivalente a

λµ
( ⋃
k≥1

supp |dγk|
)
≤ c‖f‖1.

Una formulación no conmutativa de esta condición se obtiene utilizando la noción
de proyección soporte de un operador medible, introducida en la Sección 1. Por
otro lado, la segunda dificultad que aparece es que las demostraciones clásicas de la
descomposición de Gundy y sus variantes necesitan en todos los casos hacer uso de al
menos un tiempo de parada. Nuevamente la noción de tiempo de parada es puntual y
no tiene ningún sentido en el contexto no conmutativo. Esta dificultad se solventa en
[PR] utilizando una construcción de tipo Cuculescu para martingalas autoadjuntas
no positivas, como la descrita en la prueba del Teorema 3.2. Efectivamente, un
momento de reflexión lleva a observar que dicha construcción es lo más parecido a
un tiempo de parada.

Teorema 3.9 Sea (M, τ) un espacio de probabilidad no conmutativo y (Mn)n≥1

una filtración deM. Si x = (xn)n≥1 es una martingala respecto de (Mn)n≥1 acotada
en L1(M, τ) y λ es un número real positivo, existe una descomposición de x como
suma x = α+ β + γr + γc de martingalas adaptadas a (Mn)n≥1 y tales que:

(a) La martingala α satisface

‖α‖1 ≤ c‖x‖1,
1
λ
‖α‖22 ≤ c‖x‖1, ‖α‖∞ ≤ cλ.

(b) La martingala β satisface
∞∑
k=1

‖dβk‖1 ≤ c‖x‖1.
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(c) Las martingalas γr y γc están en L1(M, τ) y satisfacen

max

λτ( ∨
k≥1

supp |(dγrk)∗|
)
, λτ

( ∨
k≥1

supp |dγck|
) ≤ c‖x‖1.

Observación 3.10 Dadas p y q dos proyecciones, p ∨ q denota la proyección con

rg(p ∨ q) = rg(p) + rg(q).

La diferencia más relevante entre la descomposición original de Gundy [Gu] y
su versión no conmutativa [PR] reside en que la primera utiliza tres martingalas
mientras que la segunda necesita cuatro martingalas. Efectivamente, sin mucho
rigor se puede decir que este fenómeno se debe a la naturaleza fila/columna de los
espacios de Hardy Hp(M, τ) de martingalas no conmutativas. Más concretamente,
γr y γc se pueden interpretar como las partes fila y columna respectivamente de
su contrapunto conmutativo γ. En el trabajo [PR] se puede encontrar un sencillo
argumento que justifica que no existe una posible descomposición en tres martingalas
con estas propiedades, porque ello conduciŕıa a la negación de las desigualdades de
Burkholder-Gundy no conmutativas [PX1]. Por último, la descomposición en [PR]
no es sólo un resultado de existencia sino una descomposición expĺıcita donde, como
hemos señalado antes, se utiliza la construcción de Cuculescu [Cu] como pieza clave.
Esto permite emular los tiempos de parada que aparecen en la demostración original
de Gundy. No damos aqúı la descomposición expĺıcita de x, véase [PR] para los
detalles y para otras descomposiciones relacionadas.

Al igual que en el contexto clásico, la descomposición de Gundy es un arma
poderosa para obtener desigualdades de tipo débil. En el trabajo [PR] se han
obtenido dos aplicaciones en esta ĺınea. Concretamente, la acotación débil (1, 1) de
la transformada de martingalas no conmutativas aśı como el análogo no conmutativo
de la desigualdad débil para la función cuadrado, debida a Burkholder. En otras
palabras, la acotación débil (1, 1) de la desigualdad de Burkholder-Gundy que no fue
estudiada en [PX1]. Estos dos resultados hab́ıan sido probados con anterioridad por
Randrianantoanina [Ra1, Ra2] utilizando argumentos mucho menos directos. No
obstante, la principal contribución de las demostraciones dadas en [PR] reside en
su simplicidad, que se deriva del enfoque proporcionado por la descomposición de
Gundy para martingalas no conmutativas.

3.5 Desigualdades de tipo débil

Estudiamos tres desigualdades de tipo débil (1, 1). A saber, en primer lugar la
acotación débil para transformadas de martingalas no conmutativas. En segundo
lugar, la estimación de tipo débil asociada a la desigualdad de Burkholder-Gundy no
conmutativa. Por último nos centraremos en las desigualdades débiles que surgen
(curiosamente existen dos) en relación a la desigualdad de Burkholder para la función
cuadrado condicional. De acuerdo con este esquema, dividiremos este apartado en
tres partes.
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3.5.1 Transformadas de martingalas

Sea (M, τ) un espacio de probabilidad no conmutativo y sea (Mn)n≥1 una filtración
de subálgebras de von Neumann de M. Consideramos una sucesión ξ = (ξn)n≥0 en
M adaptada a (Mn)n≥1 que satisfacen las siguientes propiedades:

• ξ0 = 1,

• supn≥1 ‖ξn‖Mn ≤ 1,

• ξn−1 ∈Mn−1 ∩M′
n para n ≥ 1,

donde M′
n denota el conmutador de Mn. Dado 1 ≤ p ≤ ∞, sea x = (xn)n≥1 una

martingala adaptada a la filtración (Mn)n≥1 y acotada en Lp(M, τ). Entonces, el
operador transformada de martingalas Λξ se define como

Λξ
( ∞∑
k=1

dxk

)
=

∞∑
k=1

ξk−1dxk =
∞∑
k=1

dxkξk−1.

Las transformadas de martingalas conmutativas son de tipo (p, p) fuerte para todo
1 < p < ∞ y de tipo (1, 1) débil. En el contexto no conmutativo es obvio que
el operador Λξ está acotado en L2(M, τ). En particular, combinando el método
de interpolación real con un argumento de dualidad, es claro que basta con probar
la estimación débil para obtener el resto. Para ello es necesario utilizar el espacio
L1,∞(M, τ) introducido en (1.4). El resultado principal de [Ra1] es el siguiente.

Teorema 3.11 Se tiene que∥∥∥ n∑
k=1

ξk−1dxk

∥∥∥
L1,∞(M,τ)

≤ c
∥∥∥ n∑
k=1

dxk

∥∥∥
L1(M,τ)

para todo n ≥ 1 y cierta constante absoluta c independiente de ξ = (ξn)n≥0.

La demostración original de [Ra1] es bastante técnica. No obstante, haciendo
uso del Teorema 3.9, el argumento es tan sumamente sencillo que merece la pena
incluirlo en estas notas. De acuerdo con (1.4), tenemos que ver que

λ τ
(
χ(λ,∞)

(∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dxk

∣∣∣))
≤ c

∥∥∥ n∑
k=1

dxk

∥∥∥
L1(M,τ)

,(3.5)

para todo λ > 0. Aplicando el Teorema 3.9 para λ, se tiene∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dxk

∣∣∣2 ≤ 4
∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dαk

∣∣∣2 + 4
∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dβk

∣∣∣2
+ 4

∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dγ
r
k

∣∣∣2 + 4
∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dγ
c
k

∣∣∣2,
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donde hemos utilizado la desigualdad

|a+ b|2 ≤ 2|a|2 + 2|b|2

para operadores. Tomando trazas y usando la desigualdad quasi-triangular

λτ
(
χ(λ,∞)

(∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dxk

∣∣∣))
≤ 4λτ

(
χ(λ2/4,∞)

(
4
∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dαk

∣∣∣2))
+ 4λτ

(
χ(λ2/4,∞)

(
4
∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dβk

∣∣∣2))
+ 4λτ

(
χ(λ2/4,∞)

(
4
∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dγ
r
k

∣∣∣2))
+ 4λτ

(
χ(λ2/4,∞)

(
4
∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dγ
c
k

∣∣∣2))
= a + b + c + d.

Para el primer término utilizamos la desigualdad de Chebychev

a ≤ 64
λ

∥∥∥ n∑
k=1

ξk−1dαk

∥∥∥2

2
=

64
λ

n∑
k=1

‖ξk−1dαk‖22 ≤
64
λ

n∑
k=1

‖dαk‖22 ≤ c
∥∥∥ n∑
k=1

dxk

∥∥∥
1
.

El segundo término se estima de forma similar

b = 4λ τ
(
χ(λ/2,∞)

(
2
∣∣∣ n∑
k=1

ξk−1dβk

∣∣∣))
≤ 16

∥∥∥ n∑
k=1

ξk−1dβk

∥∥∥
1
≤ 16

n∑
k=1

‖dβk‖1 ≤ c
∥∥∥ n∑
k=1

dxk

∥∥∥
1
.

Para el término d, notamos que |
∑n

k=1 ξk−1dγ
c
k|2 está soportado por la proyección∨

1≤k≤n
supp |dγck|.

Con esta observación, se sigue que

d ≤ 4λτ
( ∨

1≤k≤n
supp |dγck|

)
≤ c

∥∥∥ n∑
k=1

dxk

∥∥∥
1
.

Para el último término basta con observar que la norma en L1,∞(M, τ) es invariante
al tomar adjuntos y que ξk−1 conmuta con dxk. De este modo, estimamos c del
mismo modo que d. Esto concluye la prueba. El Teorema 3.11 tiene profundas
implicaciones tanto en teoŕıa de martingalas no conmutativas como a la hora de
estimar constantes UMD de ciertos espacios de funciones no conmutativos, véase
[Ra1] o la exposición de Xu en [Xu1].
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3.5.2 Desigualdad de Burkholder-Gundy

Nos ocupamos ahora de la estimación de tipo débil asociada a la desigualdad de
Burkholder-Gundy no conmutativa. En primer lugar definimos el espacio de Hardy
H1,∞(M, τ) en consonancia con Hp(M, τ). En otras palabras, los espacios de Hardy
fila y columna Hr

1,∞(M, τ) y Hc
1,∞(M, τ) se definen como la completación de las

martingalas finitas en L1,∞(M, τ) respecto de las normas

‖x‖Hr
1,∞(M,τ) =

∥∥∥( ∑
k≥1

dxkdx
∗
k

) 1
2
∥∥∥

1,∞
,

‖x‖Hc
1,∞(M,τ) =

∥∥∥( ∑
k≥1

dx∗kdxk

) 1
2
∥∥∥

1,∞
.

El espacio de Hardy débil H1,∞(M) se define entonces como

H1,∞(M) = Hr
1,∞(M) +Hc

1,∞(M).

De acuerdo con [PX1], la segunda desigualdad en el Teorema 3.4 se satisface incluso
para p = 1 como consecuencia de la dualidad entre H1(M, τ) and BMO(M, τ). No
aśı la primera. Es por tanto natural preguntarse si existe una formulación de tipo
débil (1, 1) para dicha desigualdad. Randrianantoanina resolvió este problema en
[Ra2]. No obstante, la prueba original es de nuevo demasiado técnica y susceptible
de ser simplificada por medio de la descomposición de Gundy [PR].

Desafortunadamente y en contraste con lo que ocurre en la teoŕıa clásica, la
desigualdad de tipo débil que buscamos no se sigue de la descomposición de Gundy
de forma trivial. Efectivamente, en el contexto conmutativo, dado λ > 0 uno prueba
la desigualdad débil para dicho λ estimando por separado las tres partes de la
descomposición de Gundy. Además, dichas estimaciones son automáticas utilizando
la desigualdad de Chebychev y poco más, como hicimos por ejemplo en nuestra
prueba del Teorema 3.11. La principal dificultad en el contexto no conmutativo
reside en que, al ser H1,∞(M, τ) un espacio que viene dado como suma de espacios
de Banach, su norma es el ı́nfimo de las descomposiciones de x en suma de dos
martingalas y y z. Esto nos conduce a buscar la descomposición x = y+z adecuada
antes de ser capaces de aplicar la descomposición de Gundy!! Nótese que uno podŕıa
pensar a priori que la misma dificultad aparece en la prueba del Teorema 3.4 para
los exponentes 1 < p ≤ 2, pues los correspondientes espacios de Hardy son también
sumas de espacios fila/columna. No obstante, en esa situación la dificultad se puede
sortear probando el caso 2 ≤ p <∞ y utilizando un argumento de dualidad.

La descomposición adecuada x = y+z en suma de dos martingalas para obtener
la estimación de tipo débil está dada por una descomposición triangular. Otra
dificultad que aparece es que no podemos hacer las descomposiciones de Gundy de
y y z por separado, porque ni siquiera sabemos que estén en L1(M, τ). Eso hace que
la forma en la que la descomposición de Gundy ayuda a demostrar este resultado
sea bastante sutil, véase [PR] para más detalles.
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Teorema 3.12 Sea (M, τ) un espacio de probabilidad no conmutativo. Dada una
filtración (Mn)n≥1, sea x = (xn)n≥1 una martingala acotada en L2(M, τ) adaptada
a dicha filtración. Entonces x se puede escribir como suma x = y + z de dos
martingalas adaptadas a la misma filtración y que satisfacen la siguiente desigualdad
para cierta constante absoluta c∥∥∥( ∑

k≥1

dykdy
∗
k

) 1
2
∥∥∥

1,∞
+

∥∥∥( ∑
k≥1

dz∗kdzk

) 1
2
∥∥∥

1,∞
≤ c‖x‖1.

La necesidad de que x esté acotada en L2(M, τ) es una consecuencia de la
descomposición triangular elegida y el problema de decidir si dicha hipótesis es
evitable sigue abierto. No obstante, esto no supone un problema para obtener la
principal aplicación del Teorema 3.12. A saber, existe una prueba alternativa del
Teorema 3.4 combinando interpolación real y dualidad. De hecho, dicha prueba
proporciona el orden óptimo de crecimiento de la constante αp cuando p→ 1.

Corolario 3.13 El comportamiento de αp cuando p→ 1 es αp ∼ 1/(p− 1).

Observación 3.14 La descomposición de Gundy [PR] proporciona un nuevo modo
de reconstruir la teoŕıa conocida de martingalas no conmutativas. Efectivamente,
los resultados expuestos sobre transformadas de martingalas y funciones cuadrado
se siguen de dicha descomposición. Lo que de momento se queda al margen son las
desigualdades maximales y las funciones cuadrado condicionales. Las primeras son
de hecho necesarias (construcción de Cuculescu) para probar la descomposición de
Gundy. En cuanto a las segundas, en seguida veremos que la descomposición de
Gundy juega nuevamente un papel central.

3.5.3 Desigualdad de Burkholder/Rosenthal

Como ya hemos dicho, la formulación de la desigualdad de Burkholder para la
función cuadrado condicional en el rango 1 < p ≤ 2 es un resultado reciente (incluso
en el contexto conmutativo) que se desprende del trabajo de Junge y Xu [JX1]. En
particular, el problema de encontrar una desigualdad de tipo débil que complete
el cuadro es bastante nuevo. Dicho problema se estudia en profundidad en [Pa4]
para martingalas clásicas y de forma algo indirecta en [Ra3] para martingalas no
conmutativas. La solución obtenida en [Pa4] es muy curiosa, pues parecen existir
dos desigualdades de tipo débil no equivalentes que desempeñan ese papel. Nosotros
nos centraremos fundamentalmente en el caso clásico, pero resumimos brevemente
al final los resultados de [Ra3].

Observación 3.15 La desigualdad de Rosenthal es un caso particular de la de
Burkholder. En particular, las desigualdades débiles que aqúı presentamos también
generalizan a la de Rosenthal. Recuérdese no obstante que esta generalización sólo
tiene sentido para variables independientes (conmutativas o no) no aśı para variables
libres, para las que hemos visto en la Sección 2 que se tienen desigualdades de tipo
fuerte en L1, véase el Teorema 2.15.
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Antes de presentar las desigualdades de tipo débil, formulamos la desigualdad
de Burkholder de una manera más conveniente. Sea A1,A2, . . . una filtración de
σ-subálgebras en un espacio de probabilidad (Ω,A, µ) con esperanzas condicionadas
correspondientes E1,E2, . . . Dado 1 < p < ∞ y una martingala f = (f1, f2, . . .)
acotada en Lp(Ω, µ) y adaptada a esta filtración, tenemos

‖f‖p ∼cp


inf

f=g+h

{∥∥∥( ∞∑
k=1

Ek−1(|dgk|2)
) 1

2
∥∥∥
p
+

∥∥∥( ∞∑
k=1

|dhk|p
) 1

p
∥∥∥
p

}

max

{∥∥∥( ∞∑
k=1

Ek−1(|dfk|2)
) 1

2
∥∥∥
p
,

∥∥∥( ∞∑
k=1

|dfk|p
) 1

p
∥∥∥
p

} ,(3.6)

de acuerdo como siempre con el valor de p. Por otro lado, el problema de determinar
el comportamiento de la desigualdad de Burkholder en L1(Ω, µ) salió a la luz de
forma natural como consecuencia del trabajo de Junge y Xu. De hecho, como se
observa en [JX1], la estimación superior se satisface con una constante absoluta c

‖f‖1 ≤ c inf
f=g+h

{∥∥∥( ∞∑
k=1

Ek−1(|dgk|2)
) 1

2
∥∥∥

1
+

∥∥∥ ∞∑
k=1

|dhk|
∥∥∥

1

}
.

Para la otra desigualdad, nuestra primera estimación de tipo débil es la siguiente.

Teorema 3.16 Dada una martingala f = (f1, f2, . . .) acotada en L1(Ω, µ), existe
una descomposición de f como suma f = g + h de dos martingalas adaptadas a
la misma filtración y que satisfacen la siguiente desigualdad con cierta constante
absoluta c ∥∥∥( ∞∑

k=1

Ek−1(|dgk|2)
) 1

2
∥∥∥

1,∞
+

∥∥∥ ∞∑
k=1

|dhk|
∥∥∥

1,∞
≤ c ‖f‖1.(3.7)

La primera dificultad que aparece en la demostración del Teorema 3.16 reside en
el hecho de que necesitamos conjeturar cuál es la descomposición adecuada de f antes
de estimar las normas de los correspondientes espacios de Hardy. Nótese que este
problema se evitó en [JX1] utilizando un argumento de dualidad que no es válido en
nuestro caso. La solución a este problema resulta elegante. De forma sorprendente,
la descomposición adecuada está dada por la descomposición clásica de Davis [Da].
Una vez utilizada dicha descomposición, la prueba resulta algo complicada porque
se hace necesario combinar a la vez las descomposiciones de Davis y Gundy.

Observación 3.17 La descomposición de Davis es una herramienta fundamental
en desigualdades de martingalas. Davis la aplicó inicialmente en [Da] para probar
su conocido teorema sobre la equivalencia en L1(Ω, µ) entre la función cuadrado de
martingalas y la función maximal de Doob

‖f∗‖1 ∼c

∥∥∥( ∞∑
k=1

|dfk|2
) 1

2
∥∥∥

1
.
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Tomando las funciones maximales truncadas

f∗n(w) = sup
1≤k≤n

|fk(w)|,

formulamos la descomposición de Davis f = g + h por medio de las diferencias

dgk = dfkχ{f∗k<2f∗k−1} − Ek−1

(
dfkχ{f∗k<2f∗k−1}

)
,

dhk = dfkχ{f∗k≥2f∗k−1} − Ek−1

(
dfkχ{f∗k≥2f∗k−1}

)
.

Es claro que dgk y dhk son diferencias de martingalas, de modo que g y h son
martingalas adaptadas a la misma filtración que f . Las propiedades fundamentales
de la descomposición de Davis son las siguientes

|dgk| ≤ 8f∗k−1 y
∥∥∥ ∞∑
k=1

|dhk|
∥∥∥
p
≤ (4 + 4p) ‖f∗‖p(3.8)

para 1 ≤ p < ∞. La demostración de estas propiedades es bastante sencilla, en
contraste con sus análogos de tipo débil que aparecen en el Teorema 3.16. En otras
palabras, nuestra desigualdad de tipo débil también puede considerarse como una
mejora de la descomposición de Davis (3.8). El lector interesado puede acudir a
[Pa4] para una explicación más detallada.

El primer término a la izquierda de (3.7) es claramente el análogo débil del
término correspondiente en (3.6). Sin embargo, el segundo término a la izquierda
de (3.7) es sólo una posible interpretación del correspondiente término Lp. A saber,
hemos elegido la norma L1,∞ de la variación absoluta de h. En otras palabras,
la norma de la sucesión de diferencias de martingala dh en L1,∞(Ω, µ; `1). Esta
elección está motivada por el hecho de que el término Lp es exactamente la norma
de dh en Lp(Ω, µ; `p). En todo caso, otra posible interpretación aparece al escribir
el espacio con valores vectoriales Lp(Ω, µ; `p) como un espacio con valores escalares
Lp(Ω⊕∞, µ⊕∞) donde la medida asociada es

µ⊕∞

( ⊕
k≥1

Ak

)
=

∑
k≥1

µ(Ak).

Visto aśı, el análogo débil de la p-variación está dado por∥∥∥ ∞∑
k=1

δk ⊗ dhk

∥∥∥
L1,∞(Ω⊕∞)

= sup
λ>0

λ

∞∑
k=1

µ
{
|dhk| > λ

}
,

donde (δk)k≥1 denota la base canónica. En este momento es importante observar
que las normas de L1,∞(Ω, µ; `1) y L1,∞(Ω⊕∞, µ⊕∞) no son equivalentes, ni siquiera
comparables. De hecho, tomando ϕk = χ[0,1/k] y ξk = 1

kχ[0,1], se tiene

sup
λ>0

λµ
{ m∑
k=1

ϕk > λ
}
∼ 1 << logm ∼ sup

λ>0
λ

m∑
k=1

µ
{
ϕk > λ

}
,
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sup
λ>0

λµ
{ m∑
k=1

ξk > λ
}
∼ logm >> 1 ∼ sup

λ>0
λ

m∑
k=1

µ
{
ξk > λ

}
.

Con objeto de enunciar la segunda desigualdad de tipo débil, necesitamos recordar
la noción de filtración regular. La filtración A1,A2, . . . se dice k-regular para cierta
constante k > 1 si toda martingala no negativa f = (f1, f2, . . .) adaptada a dicha
filtración satisface fn ≤ kfn−1. Todos los sistemas de Vilenkin acotados generan
filtraciones regulares. En particular, las martingalas diádicas son las más conocidas
de esta clase, véase [We] para más información.

Teorema 3.18 Dada una martingala f = (f1, f2, . . .) acotada en L1(Ω, µ) adaptada
a una filtración k-regular, existe una descomposición de f como suma f = g + h
de dos martingalas adaptadas a la misma filtración y que satisfacen la siguiente
desigualdad con cierta constante absoluta c∥∥∥( ∞∑

k=1

Ek−1(|dgk|2)
) 1

2
∥∥∥

1,∞
+

∥∥∥ ∞∑
k=1

δk ⊗ dhk

∥∥∥
L1,∞(Ω⊕∞)

≤ ck ‖f‖1.(3.9)

La noción de k-regularidad es necesaria en muchas desigualdades de martingalas,
véase por ejemplo [Br, BG] o el Caṕıtulo 2 de [We]. No obstante, todav́ıa no está
claro si la k-regularidad es necesaria en el Teorema 3.18. En todo caso, nuestra
segunda desigualdad de tipo débil presenta algunas ventajas. En primer lugar, a la
hora de redemostrar (v́ıa interpolación real y dualidad) la desigualdad de Burkholder
el Teorema 3.16 no es apropiado (ver [Pa4] para más detalles), en contra de lo que
ocurre con el Teorema 3.18. En segundo lugar, si no exigimos una descomposición
en suma de martingalas, podemos prescindir de la k-regularidad.

Corolario 3.19 Dada una martingala f = (f1, f2, . . .) acotada en L1(Ω, µ), existe
una descomposición de cada fn como suma fn = gn + hn de dos funciones (no
necesariamente martingalas) adaptadas a la misma filtración y que satisfacen la
siguiente desigualdad con cierta constante absoluta c∥∥∥( ∞∑

k=1

Ek−1(|dgk|2)
) 1

2
∥∥∥

1,∞
+

∥∥∥ ∞∑
k=1

δk ⊗ dhk

∥∥∥
L1,∞(Ω⊕∞)

≤ c ‖f‖1.

En el contexto no conmutativo los resultados conocidos son más limitados. En
concreto, Randrianantoanina probó de forma independiente [Ra3] la versión del
Corolario 3.19 para martingalas no conmutativas. No obstante, los Teoremas 3.16
y 3.18 no se consideran alĺı. La principal aplicación que Randrianantoanina ha
obtenido de este resultado es calcular las constantes óptimas en la desigualdad de
Burkholder no conmutativa de Junge y Xu. Para una mayor comprensión de la
estrecha relación que existe entre los trabajos [Pa4] y [Ra3], acúdase a la última
sección de [Pa4]. Más concretamente, aunque esto no se menciona en el trabajo de
Randrianantoanina, la descomposición de Davis aparece (de forma muy indirecta)
en [Ra3].
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3.6 Ĺıneas de investigación

Cerramos esta sección con un resultado reciente sobre martingalas libres (definidas
al comienzo de la sección) y revisando un problema abierto en la teoŕıa. Más en
concreto, en vista de la validez de las desigualdades de Khintchine y Rosenthal en
L∞ para variables aleatorias libres, es natural preguntarse si sucede lo mismo con
la desigualdad de Burkholder-Gundy cuando trabajamos con martingalas libres. La
respuesta es que dicha desigualdad no se cumple. Para ser más preciso, tomemos
una familia infinita (Nn, νn)n≥1 de espacios de probabilidad no conmutativos y sea

(M, τ) =Fn≥1(Nn, νn)

el correspondiente producto libre. Consideramos la filtración natural

Mn = N1 ?N2 ? · · · ?Nn.

Toda martingala adaptada a esta filtración es una martingala libre. Ahora, sea Kn la
mejor constante para la que se satisface la estimación inferior de Burkholder-Gundy
para todas las martingalas libres x1, x2, . . . en L∞(M, τ)

max

{∥∥∥( 2n∑
k=1

dxkdx
∗
k

) 1
2
∥∥∥
∞
,

∥∥∥( 2n∑
k=1

dx∗kdxk

) 1
2
∥∥∥
∞

}
≤ Kn

∥∥∥ 2n∑
k=1

dxk

∥∥∥
∞
.

Entonces, el siguiente resultado se obtuvo en [JPX].

Teorema 3.20 Kn satisface Kn ≥ c log n para cierta constante absoluta c.

Pasamos ahora a enunciar un conocido problema abierto. Los espacios de Banach
que satisfacen la propiedad UMD (unconditional martingale differences) juegan un
papel esencial en Análisis Armónico Vectorial. Un espacio de Banach X es UMD
cuando existen constantes finitas γp para todo 1 < p <∞ tales que∥∥∥ n∑

k=1

εkdfk

∥∥∥
Lp(Ω,µ;X)

≤ γp

∥∥∥ n∑
k=1

dfk

∥∥∥
Lp(Ω,µ;X)

para toda martingala f = (fn)n≥1 acotada en Lp(Ω, µ; X), toda familia de signos
εk = ±1 y todo n ≥ 1. En otras palabras, la correspondiente transformada de
martingalas está acotada en Lp(Ω, µ; X) para todo 1 < p <∞. Pisier demostró que
la acotación para un cierto p implica la acotación para todos los p’s. También es
bien conocido, gracias a los trabajos de Bourgain y Burkholder, que el problema de
decidir cuándo un espacio de Banach X es UMD es equivalente al de la acotación
de la transformada de Hilbert en Lp(Ω, µ; X).

En el contexto no conmutativo, Pisier introdujo en [Pi2] una generalización de
la propiedad UMD para espacios de operadores. Dado 1 < p < ∞ y un espacio de
operadores X, decimos que X es UMDp cuando existe una constante finita σp tal
que ∥∥∥ n∑

k=1

εkdxk

∥∥∥
Lp(M,τ ;X)

≤ σp

∥∥∥ n∑
k=1

dxk

∥∥∥
Lp(M,τ ;X)
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para toda martingala x = (xn)n≥1 no conmutativa y acotada en Lp(M, τ ; X), toda
familia de signos εk = ±1 y todo n ≥ 1. Pisier conjeturó en [Pi2] que la propiedad
UMDp no depende de 1 < p <∞. Los últimos resultados en esta dirección aparecen
en [Mu]. No obstante, este problema se ha resistido ya a varios intentos de solución.
Por motivos en los que no nos vamos a detener, creemos que dicho problema tiene
que ver con una versión adecuada de la descomposición de Davis para martingalas
no conmutativas. Combinada con la descomposición de Gundy [PR], proporcionaŕıa
una herramienta muy fuerte para abordar dichos problemas.

La conjetura de Pisier evidencia que no existe todav́ıa una teoŕıa vectorial de
martingalas no conmutativas bien establecida. Esto conduce de forma natural a
la necesidad de definir los espacios de Lorentz Lp,q(M, τ ; X) con valores en cierto
espacio de operadores X, pues seŕıa necesario trabajar con desigualdades de tipo
débil. Este problema ya fue mencionado en la Sección 1.
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A. Espacios de operadores

Un espacio de operadores es un espacio de Banach X dotado de una inclusión
isométrica j : X → B(H) en el espacio B(H) de operadores lineales y acotados en
cierto espacio de Hilbert H. Con un pequeño abuso de notación, identificaremos X
con j(X). Aśı, un espacio de operadores es simplemente un subespacio cerrado de
B(H). Debido al teorema de Gelfand-Naimark-Segal, también podemos identificar
a los espacios de operadores como subespacios cerrados de C∗-álgebras.

Sea X ⊂ B(H) un espacio de operadores y Mn(X) = Mn ⊗ X el espacio de las
matrices n × n con entradas en X. Si `2H(n) denota el espacio de Hilbert formado
por vectores de longitud n y entradas en H con su producto interior habitual

Mn(B(H)) ' B(`2(n))⊗ B(H) ' B(`2H(n)).

Esto proporciona una estructura natural de espacio de operadores para Mn(X),
identificándolo como subespacio de B(`2H(n)). Sea ahora Λ : X1 → X2 una aplicación
lineal entre espacios de operadores y denotemos por idMn al operador identidad en
Mn. Definimos Λn : Mn(X1) →Mn(X2) por la relación Λn(xij) = (Λ(xij)) o, lo que
es lo mismo, Λn = idMn⊗Λ. Entonces diremos que Λ : X1 → X2 es completamente
acotada cuando

‖Λ‖cb = sup
n≥1

‖Λn‖B(Mn(X1),Mn(X2)) <∞.

Denotaremos por CB(X1,X2) al espacio de los operadores completamente acotados
de X1 en X2 equipado con la norma cb. Por supuesto se tiene Λ1 = Λ, de donde
‖Λ‖ ≤ ‖Λ‖cb. Por tanto CB(X1,X2) es un subespacio de B(X1,X2), el espacio de los
operadores acotados de X1 en X2.

Una vez definida la acotación completa surgen nuevas definiciones paralelas a
las que ya existen en la teoŕıa de espacios de Banach. Aśı por ejemplo, diremos
que Λ ∈ CB(X1,X2) es una isometŕıa completa si Λn es una isometŕıa para todo
n ≥ 1. Análogamente, una aplicación Λ : X1 → X2 entre espacios de operadores
es completamente contractiva si ‖Λ‖cb ≤ 1. Dos espacios de operadores X1 y
X2 son completamente isomorfos si existe un isomorfismo completo entre ambos.
Es decir, un isomorfismo lineal Λ : X1 → X2 completamente acotado con inverso
completamente acotado. Por último diremos que Λ : X1 → X2 es un isomorfismo
completamente isométrico si es un isomorfismo lineal y una isometŕıa completa
al mismo tiempo. Aśı, diremos que X1 y X2 son completamente isométricos.

Observación A.1 En lo que sigue, dos espacios de operadores serán considerados
idénticos si existe un isomorfismo completamente isométrico entre ambos. Por tanto
no es del todo correcto afirmar que un espacio de operadores es un subespacio
cerrado de B(H) para cierto espacio de Hilbert H. Más bien debeŕıamos decir
que un espacio de operadores es una clase de equivalencia de tales subespacios,
donde la relación de equivalencia viene dada por la existencia de un isomorfismo
completamente isométrico entre los espacios de operadores considerados.
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En la teoŕıa de espacios de operadores existe un sustituto natural de la distancia
de Banach-Mazur entre dos espacios de Banach. Se trata de la distancia cb que
fue introducida por Pisier y se define como sigue. Sean dos espacios de operadores
completamente isomorfos X1 y X2, entonces

dcb(X1,X2) = inf
{
‖Λ‖cb‖Λ−1‖cb

∣∣ Λ : X1 → X2 es isomorfismo completo
}
.

Los operadores completamente acotados aparecieron al principio de los años 80
de forma independiente en los trabajos de Haagerup [H3], Paulsen [Pl] y Wittstock
[W1, W2]. Nótese que todos estos trabajos son anteriores a la definición de espacio
de operadores. Sea X un espacio vectorial complejo, diremos que X posee una
estructura matricial cuando para cada n ≥ 1 se tenga una norma αn definida
en el espacio Mn(X). Diremos que la estructura matricial es completa cuando
todas las normas mencionadas den lugar a espacios de Banach. Por último se dice
que X posee una estructura L∞-matricial cuando la sucesión de normas (αn)n≥1

satisface los siguientes axiomas:

(R1) Dados n ≥ 1, γ1, γ2 ∈Mn y a ∈Mn(X), se tiene que

αn(γ1aγ2) ≤ ‖γ1‖B(`2(n)) αn(a) ‖γ2‖B(`2(n)).

(R2) Dados n1, n2 ≥ 1, a1 ∈Mn1(X) y a2 ∈Mn2(X), se tiene que

αn1+n2(a1 ⊕ a2) = max
{
αn1(a1), αn2(a2)

}
.

Es habitual referirse a un espacio de Banach como el resultado de completar
un espacio normado. El Teorema de Ruan, que presentamos a continuación, nos
permitirá adoptar el mismo punto de vista en el caso de los espacios de operadores.
Se trata del resultado central de [Ru].

Teorema A.2 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Las sucesión (αn)n≥1 forma una estructura L∞-matricial completa.

(b) Existe una inclusión lineal j : X → B(H) tal que

idMn ⊗ j :
(
Mn(X), αn

)
→

(
Mn(j(X)), ‖ ‖B(`2H(n))

)
es una isometŕıa para todo entero positivo n ≥ 1.

A.1 Cocientes y dualidad

Sea X un espacio de operadores y Z un subespacio cerrado de X. Utilizando

Mn(X/Z) 'Mn(X)/Mn(Z)

para todo n ≥ 1, podemos dotar a X/Z de una estructura matricial imponiendo en
Mn(X/Z) la norma inducida porMn(X)/Mn(Z) para cada n ≥ 1. Es fácil comprobar
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que de este modo obtenemos una estructura de espacio de operadores en X/Z. Nos
referiremos a este espacio como espacio de operadores cociente. Sean ahora X1

y X2 dos espacios de operadores. De la identificación natural

Mn(CB(X1,X2)) ' CB(X1,Mn(X2))

obtenemos una estructura matricial para CB(X1,X2). Resulta que esta estructura
es L∞-matricial completa y por tanto proporciona una estructura de espacio de
operadores en CB(X1,X2). Dado un espacio de operadores X, esto nos permite
definir el espacio de operadores dual de X como el espacio CB(X,C) con la
estructura de espacio de operadores mencionada. Esta definición plantea el siguiente
problema. Por un lado, el dual de X como espacio de Banach es X∗ = B(X,C) y
por otro tenemos X∗ = CB(X,C) como espacio de operadores. De modo que se
debeŕıa dar la igualdad ‖ξ‖cb = ‖ξ‖ para todo ξ ∈ B(X,C). Afortunadamente es aśı
puesto que la única cuantización posible para C es la cuantización minimal, véase
[ER, Pi4] para más detalles. Las propiedades habituales de la dualidad en la teoŕıa
de los espacios de Banach siguen siendo válidas.

Proposición A.3 Se cumplen las siguientes propiedades:

(a) La inclusión natural X → X∗∗ de X en su bidual es una isometŕıa completa.

(b) Los isomorfismos Z∗ ' X∗/Z⊥ y (X/Z)∗ ' Z⊥ son completamente isométricos.

(c) Dado Λ : X1 → X2, el operador adjunto Λ∗ : X∗
2 → X∗

1 satisface ‖Λ∗‖cb = ‖Λ‖cb.

A.2 Productos tensoriales

Dados a ∈Mn1(X1) y b ∈Mn2(X2), definimos

a⊗ b =
(
aij ⊗ bkl

)
∈Mn1n2

(
X1 ⊗X2

)
.

Supongamos que tenemos una estructura L∞-matricial γ = (γn)n≥1 en X1 ⊗ X2.
Decimos entonces que γ es una norma tensorial en X1 ⊗ X2 si para todo par a, b
con las caracteŕısticas anteriores se tiene que

γn1n2(a⊗ b) = ‖a‖Mn1 (X1)‖b‖Mn2 (X2).

X1 ⊗γ X2 denotará el espacio de operadores que resulta de completar la estructura
L∞-matricial (X1 ⊗ X2, γ). En la teoŕıa de espacios de Banach, los resultados más
relevantes sobre normas tensoriales se deben a Grothendieck [DF, Gr]. En estas
notas revisamos las tres normas tensoriales más importantes en la categoŕıa de
espacios de operadores.

(a) Sean X1 y X2 dos espacios de operadores incluidos de forma isométrica en
B(H1) y B(H2) respectivamente. Definimos el producto tensorial minimal
X1⊗minX2 como el resultado de completar X1⊗X2 (tensor algebraico) respecto
de la norma inducida por el espacio B(H1 ⊗2 H2), donde H1 ⊗2 H2 denota
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el producto tensorial hilbertiano. Se tiene por ejemplo que la norma que
se impuso en Mn(X) = Mn ⊗ X para definir los operadores completamente
acotados es precisamente la norma tensorial minimal Mn⊗min X. Podemos aśı
expresar la norma cb de un operador Λ : E1 → E2 como

‖Λ‖cb(X1,X2) = sup
n≥1

‖idMn ⊗ Λ‖B(Mn⊗minX1,Mn⊗minX2).

(b) Sean X1 y X2 espacios de operadores y tomemos un elemento a ∈Mn(X1⊗X2).
Consideramos descomposiciones de a de la forma a = α(a1 ⊗ a2)β, donde
α ∈Mn,n1n2 , a1 ∈Mn1(X1), a2 ∈Mn2(X2) y β ∈Mn1n2,n. Definimos entonces
la siguiente norma en Mn(X1 ⊗X2)

‖a‖n = inf
{
‖α‖B(`2(n1n2),`2(n))‖a1‖Mn1 (X1)‖a2‖Mn2 (X2)‖β‖B(`2(n),`2(n1n2))

}
donde el ı́nfimo se toma sobre todas las posibles descomposiciones de a en la
forma dada. Estas normas son una estructura matricial en X1⊗X2 que cumple
los axiomas de Ruan. El producto tensorial proyectivo X1⊗̂X2 se define
como el espacio de operadores que resulta de completar el producto tensorial
algebraico X1 ⊗X2 respecto de esta estructura matricial.

(c) Dado un espacio de operadores X, denotaremos porMp,q(X) al espacioMp,q⊗X
de las matrices p×q con entradas en X. Añadiendo ceros si es preciso, podemos
considerar al espacio Mp,q como subespacio de Mn con n = max(p, q). Esto
nos permite imponer en Mp,q(X) la estructura de espacio de operadores dada
por Mp,q ⊗min X. Sean ahora dos espacios de operadores X1 y X2. Dados
a ∈Mp,r(X1) y b ∈Mr,q(X2) definimos el producto

a� b =
( r∑

k=1

aik ⊗ bkj

)
∈Mp,q(X1 ⊗X2).

Por último, si a ∈Mn(X1 ⊗X2), definimos la norma

‖a‖n = inf
{
‖a1‖Mn,m(X1)‖a2‖Mm,n(X2)

}
donde el ı́nfimo recorre todas las descomposiciones de la forma a = a1 � a2

con a1 ∈ Mn,m(X1), a2 ∈ Mm,n(X2) y m ≥ 1. Nuevamente, esta sucesión
de normas proporciona una estructura L∞-matricial. El producto tensorial
de Haagerup X1 ⊗h X2 se define como el resultado de completar X1 ⊗ X2

respecto de la estructura matricial dada.

Observación A.4 No mencionamos aqúı las propiedades principales de las tres
normas tensoriales consideradas arriba. El lector interesado puede acudir a las
monograf́ıas [ER] y [Pi4] para una exposición mucho más detallada. En el Caṕıtulo
1 de [Pa1] aparece un resumen bastante condensado de las mismas.
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A.3 Interpolación compleja

En 1960 Calderón [Ca] introdujo el método de interpolación compleja para espacios
de Banach. Sean X0 y X1 espacios de Banach sobre el cuerpo de los números
complejos. Recuérdese que (X0,X1) es un par compatible cuando ambos espacios
están incluidos de manera lineal y continua en un espacio vectorial topológico X.
Imponemos entonces en el espacio X0 ∩X1 la norma

‖x‖X0∩X1 = max
{
‖x‖X0 , ‖x‖X1

}
.

También definimos en X0 + X1 la norma

‖x‖X0+X1 = inf
{
‖x0‖X0 + ‖x1‖X1

∣∣ x = x0 + x1, x0 ∈ X0, x1 ∈ X1

}
.

Consideramos la siguiente región del plano complejo

S =
{
z ∈ C

∣∣ 0 < Re(z) < 1
}

y la partición de su frontera ∂S

∂0 =
{
z ∈ C

∣∣ Re(z) = 0
}

y ∂1 =
{
z ∈ C

∣∣ Re(z) = 1
}
.

Denotaremos por Φ(X0,X1) al conjunto de todas las funciones acotadas y continuas
f : S → X0 + X1 que son anaĺıticas en S y tales que su restricción a ∂0 y ∂1 son
funciones continuas y acotadas con valores en X0 y X1 respectivamente. Si además
dotamos a Φ(X0,X1) de la norma

‖f‖Φ(X0,X1) = max
{

sup
z∈∂0

‖f(z)‖X0 , sup
z∈∂1

‖f(z)‖X1

}
obtenemos una estructura de espacio de Banach para Φ(X0,X1). Sea 0 < θ < 1,
decimos que x ∈ X0 + X1 pertenece al espacio de interpolación Xθ = [X0,X1]θ si
existe f ∈ Φ(X0,X1) tal que f(θ) = x. La norma

‖x‖Xθ
= inf

{
‖f‖Φ(X0,X1)

∣∣ f ∈ Φ(X0,X1), f(θ) = x
}

proporciona a Xθ una estructura de espacio de Banach. Una vez revisado el método
de interpolación compleja para espacios de Banach, ahora supongamos que X0 y
X1 son además espacios de operadores. Es claro que Mn(X0) y Mn(X1) forman un
par compatible dado que (X0,X1) también lo es. El siguiente paso parece obvio,
imponemos en Xθ la estructura matricial interpolada identificando isométricamente
Mn(Xθ) ' (Mn(X0),Mn(X1))θ. Se comprueba que tal imposición satisface los dos
axiomas de la caracterización de Ruan y definimos aśı el espacio de operadores
interpolado Xθ. Existen también estructuras naturales de espacio de operadores
para los espacios X0 ∩X1 y X0 + X1, véase [Pi1] para más información. El método
complejo para espacios de operadores satisface las siguientes propiedades.
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Teorema A.5 Se cumplen las siguientes propiedades:

(a) Sean (X0,X1) y (Z0,Z1) pares compatibles de espacios de operadores. Sea
Λ : X0 + X1 → Z0 + Z1 un operador lineal, entonces Λ : Xθ → Zθ y se tiene la
desigualdad

‖Λ‖CB(Xθ,Zθ) ≤ ‖Λ‖1−θCB(X0,Z0)‖Λ‖
θ
CB(X1,Z1).

(b) Sea (X0,X1) un par compatible de espacios de operadores. Consideremos los
espacios de interpolación Xθ0 = (X0,X1)θ0 y Xθ1 = (X0,X1)θ1 para ciertos
0 < θ0, θ1 < 1. Sea θ = (1 − α)θ0 + αθ1 para cierto 0 < α < 1. Entonces, el
isomorfismo isométrico Xθ ' (Xθ0 ,Xθ1)α es completamente isométrico.

(c) El producto tensorial de Haagerup conmuta con el functor de interpolación
compleja entre espacios de operadores. Es decir, tenemos un isomorfismo
completamente isométrico

(X0 ⊗h Z0,X1 ⊗h Z1)θ ' (X0,X1)θ ⊗h (Z0,Z1)θ

cuando (X0,X1) y (Z0,Z1) son pares compatibles de espacios de operadores.

El método de interpolación complejo para espacios de operadores apareció en
1996 gracias al trabajo de Pisier [Pi1]. Nosotros hemos presentado sólo algunos de los
resultados que aparecen alĺı. Existe también una versión del método de interpolación
real para espacios de operadores [Xu2] debida a Xu.

Observación A.6 Muchos conceptos básicos en la teoŕıa de espacios de operadores
no han sido siquiera mencionados en este resumen. Entre otras nociones centrales,
hemos obviado la definición del espacio de operadores OH de Pisier (el análogo a los
espacios de Hilbert en la categoŕıa de espacios de operadores), la construcción de
ultraproductos de familias de espacios de operadores, las cuantizaciones maximal y
minimal, etc... El lector interesado puede acudir a los textos [ER] y [Pi4].
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B. Integración no conmutativa

Los espacios Lp sobre álgebras de von Neumann no semifinitas aparecen de forma
natural en Probabilidad Cuántica. Existen dos construcciones compatibles de Lp
en este contexto general. A saber, los espacios Lp de Haagerup y los espacios de
interpolación de Kosaki. Revisamos aqúı estas construcciones, aśı como la noción
de esperanza condicionada para estos espacios.

B.1 Espacios Lp de Haagerup

Sea (M, ϕ) un álgebra de von Neumann con un estado normal y fiel. La construcción
GNS (Gelfand-Naimark-Segal) aplicada a ϕ da lugar a una representación fiel ρ de
M en B(H), de manera que ρ(M) es un álgebra de von Neumann actuando en H
con un vector unitario u que satisface ϕ(x) = 〈u, ρ(x)u〉 para todo x ∈M. En lo que
sigue identificamos M con ρ(M). Entonces, el operador modular ∆ es el operador
generalmente no acotado que se obtiene de la descomposición polar S = J∆1/2 de
la aplicación anti-lineal S : Mu → Mu dada por S(xu) = x∗u, véase la Sección
9.2 de [KR2] o [Ta1]. Denotaremos por σs : M→M al grupo modular asociado al
estado ϕ. En otras palabras, dado s ∈ R tenemos un automorfismo de M dado por

σs(x) = ∆isx∆−is.

Entonces consideramos el producto semidirecto R = M oσ R, que se define
como el álgebra de von Neumann que actúa en L2(R;H) y está generado por las
representaciones π : M→ B(L2(R;H)) y λ : R → B(L2(R;H)) con(

π(x)ξ
)
(s) = σ−s(x)ξ(s) y

(
λ(t)ξ

)
(s) = ξ(s− t)

para s ∈ R y ξ ∈ L2(R;H). Nótese que la representación π es fiel, de manera
que podemos identificar M con π(M). La acción dual de R en R se define como
sigue. Sea W : R → B(L2(R;H)) la representación unitaria

(
W(s)ξ

)
(t) = e−istξ(t).

Entonces definimos el grupo 1-paramétrico de automorfismos σ̂s : R→ R como

σ̂s(x) = W(s)xW(s)∗.

Resulta que M es el espacio de puntos fijos de la acción dual

M =
{
x ∈ R

∣∣ σ̂s(x) = x para todo s ∈ R
}
.

De acuerdo con [PT], el producto semidirecto R es un álgebra de von Neumann
semifinita y admite una única traza n.s.f. τ que satisface τ ◦ σ̂s = e−sτ para todo
s ∈ R. Sea L0(R, τ) la ∗-álgebra topológica de operadores τ -medibles afiliados con
R y sea 0 < p ≤ ∞. El espacio Lp no conmutativo de Haagerup sobre M se
define como

Lp(M, ϕ) =
{
x ∈ L0(R, τ)

∣∣ σ̂s(x) = e−s/px para todo s ∈ R
}
.

Es claro por definición que L∞(M, ϕ) coincide con M. Además, como es esperable
L1(M, ϕ) se puede identificar canónicamente con el predual M∗ del álgebra de von
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Neumann M. Esto exige una pequeña explicación. Dado un peso n.s.f. ω ∈ M+
∗ ,

el peso dual ω̃ : R+ → [0,∞] se define como

ω̃(x) = ω
( ∫

R
σ̂s(x) ds

)
.

Observamos que, debido a la invarianza por traslaciones de la medida de Lebesgue,
la integral vectorial de arriba es invariante por la acción dual. En particular, se
puede interpretar como un elemento de M. Como peso n.s.f. en R y de acuerdo
con [PT], el peso dual ω̃ tiene una derivada de Radon-Nikodym hω respecto de τ de
forma que

ω̃(x) = τ(hωx)

para todo x ∈ R+. El operador hω aśı definido pertenece a L1(M, ϕ)+ pues

τ(hωσ̂t(x)) = ω
( ∫

R
σ̂s(σ̂t(x)) ds

)
= ω

( ∫
R
σ̂s(x) ds

)
= τ(hωx).

En particular,

τ(σ̂t(hω)σ̂t(x)) = e−tτ(hωx) = e−tτ(hωσ̂t(x)) para todo x ∈ R,

lo que implica que σ̂t(hω) = e−thω. Por consiguiente, existe una biyección entre
M+

∗ y L1(M, ϕ)+ que se extiende a una biyección entre el predual M∗ y L1(M, ϕ)
por descomposición polar

ω = u|ω| ∈ M∗ 7→ uh|ω| = hω ∈ L1(M, ϕ).

De hecho, después de imponer en L1(M, ϕ) la norma

‖hω‖1 = |ω|(1) = ‖ω‖M∗ ,

obtenemos una isometŕıa entre M∗ y L1(M, ϕ). Existe no obstante una forma más
agradable de describir esta norma. Como ya hemos visto, para todo x ∈ L1(M, ϕ)
existe un único ωx ∈M∗ tal que hωx = x. Esto da lugar al funcional

tr : L1(M, ϕ) → C

llamado traza y definido como

tr(x) = ωx(1).

El funcional tr es continuo puesto que |tr(x)| ≤ tr
(
|x|

)
= ‖x‖1 y satisface la

propiedad tracial tr(xy) = tr(yx). Nuestro estado ϕ se puede recuperar desde tr
como sigue. Primero notamos como antes que su peso dual ϕ̃ admite una derivada
de Radon-Nikodym dϕ respecto de τ , de forma que ϕ̃(x) = τ(dϕx) para x ∈ R+.
Entonces resulta que

ϕ(x) = tr(dϕx) para x ∈M.
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De acuerdo con esto, nos referiremos en lo que sigue a dϕ como la densidad de ϕ.
Dado 0 < p <∞ y x ∈ Lp(M, ϕ), definimos

‖x‖p =
(
tr|x|p

) 1
p y ‖x‖∞ = ‖x‖M.

‖ ‖p es una norma (resp. p-norma) en Lp(M, ϕ) para 1 ≤ p ≤ ∞ (resp. 0 < p < 1).
Los espacios Lp de Haagerup satisfacen:

• Desigualdad de Hölder. Si 1/r = 1/p+ 1/q

‖xy‖r ≤ ‖x‖p‖y‖q ∀ x ∈ Lp(M, ϕ), y ∈ Lq(M, ϕ).

• Dualidad. Si 1 ≤ p <∞, Lp(M, ϕ)∗ ' Lp′(M, ϕ) v́ıa

x ∈ Lp′(M, ϕ) 7→ tr(x∗ ·) ∈ Lp(M, ϕ)∗.

Observación B.1 Debido a nuestros propósitos, sólo hemos considerado álgebras
finitas equipadas con estados normales y fieles (no traciales, por supuesto) en lugar
de trabajar con álgebras de von Neumann generales, equipadas con pesos n.s.f.
Para una exposición más detallada de la teoŕıa se puede acudir al trabajo original
de Haagerup [H2] y a la (excelente) exposición de Terp [Te1].

B.2 Interpolación de Kosaki

La definición de espacio Lp de Haagerup tiene la desventaja de que la intersección
de Lp(M, ϕ) y Lq(M, ϕ) es trivial para p 6= q. En particular, estos espacios no
forman una familia de interpolación. Todas estas dificultades desaparecen con la
construcción de Kosaki. Como antes, sólo consideramos álgebras de von Neumann
finitas equipadas con estados n.f. La construcción general para toda álgebra de von
Neumann se puede consultar en [Ko] y [Te2]. Sea (M, τ) un espacio de probabilidad
no tracial. En primer lugar definimos

L1(M, ϕ) = Mop
∗ .

Notamos aqúı que esta elección está motivada por la teoŕıa de espacios de operadores,
véase [Pi4] para más información. Entonces, dado un número real s, consideramos
la aplicación

js : x ∈M 7→ σs(x)ϕ ∈ L1(M, ϕ) con
(
σs(x)ϕ

)
(y) = ϕ(σs(x)y).

De acuerdo con [Ko] existe una única extensión jz : M → L1(M, ϕ) tal que, para
todo 0 ≤ η ≤ 1, la aplicación j−iη es inyectiva. En particular, (j−iη(M),L1(M, ϕ))
es un par compatible y definimos aśı el espacio Lp no conmutativo de Kosaki
como sigue

Lp(M, ϕ, η) =
[
j−iη(M),L1(M, ϕ)

]
1
p
,

especificando
‖x‖0 = ‖j−1

−iη(x)‖M y ‖x‖1 = ‖x‖L1(M,ϕ).

El siguiente resultado se prueba en [H2] excepto la última isometŕıa [Ko].
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Teorema B.2 Dado 1 ≤ p ≤ ∞ y un álgebra de von Neumann M:

(a) Si ϕ1 y ϕ2 son dos estados n.f. en M, tenemos

Lp(M, ϕ1) = Lp(M, ϕ2).

(b) Si ϕ es un estado n.f. y 0 ≤ η ≤ 1, tenemos

Lp(M, ϕ) = Lp(M, ϕ, η).

Más concretamente, dado x ∈M

‖j−iη(x)‖Lp(M,ϕ,η) =
∥∥∥d η

p
ϕ x d

1−η
p

ϕ

∥∥∥
Lp(M,ϕ)

.

El Teorema B.2 nos asegura que los espacios Lp de Haagerup y Kosaki se pueden
identificar. En particular, podemos utilizar el método de interpolación complejo
para interpolar los espacios Lp de Haagerup. También es importante observar que
la definición de Lp de Kosaki presenta otras desventajas que no aparecen en la
definición de Haagerup. La lacra principal es la ausencia de conos positivos y el
hecho de que el caso 0 < p < 1 se excluye de la definición.

B.3 Esperanzas condicionadas

Sea (M, τ) un espacio de probabilidad no necesariamente tracial y sea N una
subálgebra de von Neumann de M. Una esperanza condicionada E : M → N
es una proyección positiva y contractiva. E se dice que es fiel si E(x∗x) = 0 implica
que x = 0 y que es normal cuando tiene un operador predual E∗ : M∗ → N∗. De
acuerdo con Takesaki [Ta2], si N es invariante por la acción del grupo modular (i.e.
σs(N ) ⊂ N para todo s ∈ R) existe una única esperanza condicionada normal y fiel
E : M→ N que satisface ϕ ◦ E = ϕ. Además, siguiendo a Connes [Co], E conmuta
con el grupo modular

E ◦ σs = σs ◦ E.

La invarianza de N bajo la acción de σs implica que el grupo modular asociado a
N coincide con la restricción de σ a N . Se deduce entonces que N oσ R es una
subálgebra de von Neumann de M oσ R. En particular, el espacio Lp(N , ϕ) se
puede identificar isométricamente con un subespacio de Lp(M, ϕ), véase [JX1] para
los detalles.

Es bien conocido que en el caso tracial la esperanza condicionada E se extiende
a una proyección contractiva Lp(M, ϕ) → Lp(N , ϕ), que sigue siendo positiva y
bimodular. Estas propiedades siguen siendo válidas en el contexto no tracial. En la
siguiente lista resumimos las propiedades de E probadas en [JX1].

• Si 1 ≤ p ≤ ∞ y x ∈M,

E(d
1
p
ϕx) = d

1
p
ϕE(x) y E(xd

1
p
ϕ) = E(x)d

1
p
ϕ .
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• Si 2 ≤ p ≤ ∞ y x ∈ Lp(M, ϕ), tenemos

E(x)∗ E(x) ≤ E(x∗x).

• Si a ∈ Lp(N , ϕ), x ∈ Lq(M, ϕ), b ∈ Lr(N , ϕ) y 1
p + 1

q + 1
r ≤ 1,

E(axb) = aE(x)b.

• Si 1 ≤ p ≤ ∞, E se extiende a una proyección positiva y contractiva

E : Lp(M, ϕ) → Lp(N , ϕ).
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C. Productos libres amalgamados

Sea (Aα)α∈Λ una familia de C∗-álgebras y sean A,B C∗-álgebras con B ⊂ Aα ⊂ A
para todo α ∈ Λ. Asumimos que existen esperanzas condicionadas normales y
fieles E : A → B y Eα : Aα → B. Además, también asumimos la existencia de
∗-homomorfismos πα : Aα → A con

E ◦ πα = Eα y πα|B = idB.

En lo que sigue podemos identificar Aα con la subálgebra πα(Aα) de A sin riesgo
de confusión. En particular, podemos utilizar la esperanza condicionada Eα o la
restricción de E a Aα indistintamente. Aśı, para mayor simplicidad utilizaremos E
todo el tiempo. En el caso escalar, B es el plano complejo y la esperanza condicionada
E se reemplaza por un estado normal y fiel. Como ocurre en el caso escalar, en este
contexto también existe una representación en un espacio de Fock. Como es habitual
consideramos los espacios de media 0

◦
Aα =

{
aα ∈ Aα

∣∣ E(aα) = 0
}
.

Definimos el B-módulo de Hilbert
◦
Aα1 ⊗B

◦
Aα2 ⊗B · · · ⊗B

◦
Aαm

equipado con el producto interior B-valuado〈
a1 ⊗ · · · ⊗ am, a

′
1 ⊗ · · · ⊗ a′m

〉
= Eαm

(
a∗m · · ·Eα2(a

∗
2 Eα1(a

∗
1a
′
1) a

′
2) · · · a′m

)
.

Entonces, el espacio de Fock habitual se reemplaza por el B-módulo de Hilbert

HB = B ⊕
⊕
m≥1

⊕
α1 6=α2 6=···6=αm

◦
Aα1 ⊗B

◦
Aα2 ⊗B · · · ⊗B

◦
Aαm .

Las sumas directas de arriba se toman B-ortogonales. Sea L(HB) el álgebra de
operadores adjuntables enHB. Un operador B-modular por la derecha T : HB → HB
se llama adjuntable si existe S : HB → HB tal que

〈x,Ty〉 = 〈Sx, y〉 para todo x, y ∈ HB.

Explicamos ahora cómo los elementos de Aα actúan en HB. Descomponemos

aα =
◦
aα + E(aα).

Un elemento de B actúa en HB por multiplicación a la izquierda. Por consiguiente,
es suficiente definir la acción de los elementos con media 0. Es decir, para determinar
el ∗-homomorfismo πα : Aα → L(HB) nos queda definir el vector

σ = πα(
◦
aα)

(
ξα1 ⊗ ξα2 ⊗ · · · ⊗ ξαm

)
.

Dichas acciones se definen como sigue:
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• Si α 6= α1, tenemos

σ =
◦
aα ⊗ xα1 ⊗ xα2 ⊗ · · · ⊗ xαm .

• Si α = α1, tenemos

σ = E(
◦
aαxα1)xα2 ⊗ · · · ⊗ xαm ⊕

(◦
aαxα1 − E(

◦
aαxα1)

)
⊗ xα2 ⊗ · · · ⊗ xαm .

Entonces, puesto que el álgebra L(HB) es una C∗-álgebra [La], podemos definir
el producto libre B-amalgamado C∗(FBAα) como el C∗-cierre de las combinaciones
lineales de operadores de la forma

πα1(a1)πα2(a2) · · ·παm(am).

Ahora trabajamos con una familia B ⊂ (Aα)α∈Λ ⊂ A de álgebras de von Neu-
mann. Supongamos que B está equipado con un estado n.f. ϕ : B → C. Esto nos
proporciona estados n.f. inducidos φ : A → C y ϕα : Aα → C dados por

φ = ϕ ◦ E y ϕα = ϕ ◦ Eα.

El espacio de Hilbert

L2

( ◦
Aα1 ⊗B

◦
Aα2 ⊗B · · · ⊗B

◦
Aαm , ϕ

)
se obtiene de

◦
Aα1 ⊗B

◦
Aα2 ⊗B · · · ⊗B

◦
Aαm considerando el producto interior〈

a1 ⊗ · · · ⊗ am, a
′
1 ⊗ · · · ⊗ a′m

〉
ϕ

= ϕ
(〈
a1 ⊗ · · · ⊗ am, a

′
1 ⊗ · · · ⊗ a′m

〉)
.

Entonces definimos la suma directa ortogonal

Hϕ = L2(B)⊕
⊕
m≥1

⊕
α1 6=α2 6=···6=αm

L2

( ◦
Aα1 ⊗B

◦
Aα2 ⊗B · · · ⊗B

◦
Aαm , ϕ

)
.

Tomemos la ∗-representación λ : L(HB) → B(Hϕ) definida por
(
λ(T)x

)
= Tx. La

fidelidad de λ está impuesta por el hecho de que ϕ también es fiel. Efectivamente,
asumimos que λ(T∗T) = 0, entonces tenemos

〈T∗Tx, x〉ϕ = ϕ
(
〈Tx,Tx〉

)
= 0 para todo x ∈ HB.

Como ϕ es fiel, Tx = 0 (como elemento deHB) para todo x ∈ HB y T = 0. Entonces,
el producto libre B-amalgamado FB(Aα,Eα) es el w∗-cierre de C∗(FBAα) en
L(HB). Descomponiendo

aα =
◦
aα + E(aα)

e identificando
◦
Aα con λ

(
πα(

◦
Aα)

)
, podemos pensar en FB(Aα,Eα) como

FB(Aα,Eα) =
(
B ⊕

⊕
m≥1

⊕
α1 6=α2 6=···6=αm

◦
Aα1

◦
Aα2 · · ·

◦
Aαm

)′′
.
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Observación C.1 Utilizando la misma cadena de álgebras (A,Aα,B) aśı como las
correspondientes esperanzas condicionadas, diremos que (Aα)α∈Λ es libremente
independiente sobre E si

E
(
πα1(a1)πα2(a2) · · ·παm(am)

)
= 0

cuando α1 6= α2 6= · · · 6= αm y ak ∈ Aαk
son tales que E(παk

(ak)) = 0. La relación
entre independencia libre sobre una subálgebra y productos libres amalgamados es
análoga a la que hay entre independencia libre y productos libres ordinarios. A
saber, la familia (Aα)α∈Λ es libre sobre

(A,E) =FB(Aα,Eα).

Rećıprocamente, si la familia (Aα)α∈Λ es libre sobre E : A → B y dicha familia
genera A como álgebra de von Neumann, entonces (A,E) coincide con el producto
libre de (Aα)α∈Λ amalgamado sobre el álgebra B.

Observación C.2 Concluimos con un ejemplo bastante relevante en la teoŕıa. Sea
A = A1 ? A2 ? · · · ? An el product libre de A1,A2, . . . ,An (i.e. A está amalgamado
sobre el plano complejo) equipado con su estado n.f. natural φ. Sea B otro álgebra
de von Neumann, no necesariamente incluida en A. Consideramos la esperanza
condicionada

E : A⊗̄B → B definida por E(a⊗ b) = φ(a)1A ⊗ b.

Entonces, es bien conocido que

(A⊗̄B,E) =FB

(
Ak⊗̄B, ϕk ⊗ idB

)
,

donde ϕk denota el estado n.f. considerado en Ak. En otras palabras, la familia
A1⊗̄B,A2⊗̄B, . . . ,An⊗̄B de subálgebras de A⊗̄B es libremente independiente sobre
E. Por consiguiente, tomando B = B(`2), resulta que la acotación completa del
operador u : Lp(A, φ) → Lp(A, φ) es equivalente a la acotación Banach (con la
misma norma) del operador

u⊗ idB : Lp(A⊗̄B, φ⊗ tr) → Lp(A⊗̄B, φ⊗ tr).

En otras palabras, la noción de libertad sobre una subálgebra dada es en cierto
sentido más general que la de acotación completa. Este fenómeno se utiliza de
forma exhaustiva en [JP2] y [JPX].
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