Notas sobre
Analisis Armoénico No Conmutativo,
Probabilidad Cudantica y Espacios de Operadores

Javier Parcet

CENTRE DE RECERCA MATEMATICA
ENERO DE 2006

Introduccién 1
1. Espacios L, no conmutativos 5
1.1, Espacios Ly(M,T) oo 6
1.2, Espacios Ly (M, T) oo 13
1.3. Espacios Ly(M, T:X) ..o 14
1.4. Lineas de investigacion ............iiinitiit i 15
2. Desigualdades de Khintchine y Rosenthal 17
2.1. Productos libres . ... 18
2.2. Variables aleatorias libres .......... ..o 19
2.3. Desigualdades de tipo Khintchine ........ .. .. 22
2.4. Desigualdades de tipo Rosenthal ....... .. .. . i i 31
2.5. Normas mixtas de variables aleatorias .......... ... . i i 35
2.6. Lineas de investigacion .............iuuiiitin e 38
3. Desigualdades de martingalas no conmutativas 41
3.1. El maximal de Doob ... .. 45
3.2. Las funciones cuadrado .......... i 49
3.3. Las funciones cuadrado condicionales ......... ... ... i, 51
3.4. La descomposicion de GUNdy ........oouiinii 53
3.5. Desigualdades de tipo débil ......... . 55
3.6. Lineas de investigacion ....... ...t e 63
A. Espacios de operadores 65
B. Integracion no conmutativa 71
C. Productos libres amalgamados 7
Bibliografia 81

Parcialmente financiado por el “Programa Ramén y Cajal, 2005”
y por el Proyecto MTM2004-00678, Ministerjo de Educacién y Ciencia






Introduccion

Dado un espacio de medida (£2, A, 1) y una funcién medible f :  — C esencialmente
acotada, podemos representar dicha funcién como un operador acotado en Lo (€2, 11)
determinado por Ay : g — fg. El proceso de sustituir funciones medibles por
operadores lineales ha tenido un gran impacto en las matematicas desde los origenes
de la Mecanica Cudantica. Asi, la Teorfa de Representaciones, las C*-algebras y las
algebras de von Neumann, la Geometria No Conmutativa, la Probabilidad Cuéntica
y la Probabilidad Libre o los Espacios de Operadores nacen de este proceso tan
fértil conocido como cuantizacion. La caracteristica comiin a todas estas teorias es
la no conmutatividad del producto o composicién de operadores. De este modo, se
obtienen generalizaciones no conmutativas de teorias cldsicas tales como la Teoria
de Caracteres, la Teoria de la Medida, la Geometria Diferencial, la Probabilidad o
los Espacios de Banach.

El Anaélisis Arménico No Conmutativo se ha identificado histéricamente con el
Analisis Armonico Abstracto sobre grupos topoldgicos no conmutativos. En pocas
palabras, el estudio de la transformada de Fourier/representaciones unitarias sobre
tales grupos. No obstante, esta teoria se ha desarrollado espectacularmente en los
dltimos anos y aborda hoy en dia problemas mucho més generales. Con objeto de
poner dicho desarrollo en contexto, debemos rescatar las importantes conexiones
entre Andlisis Arménico, Probabilidad y Espacios de Banach, establecidas en los
anos 70 y 80. Las desigualdades de Burkholder/Gundy para martingalas, el teorema
de dualidad de Fefferman, la teoria de tipo y cotipo de Maurey/Pisier o los resultados
de Rosenthal ilustran dicha interacciéon. Muchos de estos resultados ya han sido
generalizados al contexto no conmutativo y dan forma a una nueva interpretacién
del Anélisis Arménico No Conmutativo. Destacamos el estudio de multiplicadores
de Fourier/Schur, sumas de variables aleatorias independientes, desigualdades de
martingalas, procesos p-estables, descomposiciones de tipo Calderén-Zygmund o
incluso teoremas ergodicos maximales. Este significativo desarrollo, que se basa
en la cuantizacion de Analisis Arménico, Probabilidad y Geometria de Espacios
de Banach, ha sido posible gracias a la apariciéon y rapido desarrollo de nuevas y
profundas teorias como la Probabilidad Libre o los Espacios de Operadores. El
objetivo de estas notas es hacer un esbozo del estado actual de la teoria sin animo
de completitud y orientadas a un lector sin experiencia en el area.



El Analisis Arménico No Conmutativo estd motivado por diversos campos como
la Geometria No Conmutativa o la Fisica Matematica. En todo caso, una de nuestras
motivaciones originales proviene del Andlisis Armoénico Abstracto. Puesto que dicha
disciplina no seré tratada en estas notas, hemos decidido que ese sea nuestro punto
de partida en la Introduccion. Sea G un grupo compacto equipado con una medida
de Haar p normalizada por u(G) = 1. Dada una funcién f: G — C en L1(G,u) y
dada una representaciéon 7 : G — U(H,) unitaria e irreducible, se define el m-ésimo
coeficiente de Fourier de f como

fir) = /G f(9)m(g)* dyu(g) € My,

donde dr = dimH, y My, es el dlgebra de matrices dr X d.. Noétese que d, es
siempre 1 y que 7 es un cardcter cuando G es abeliano. Més concretamente, para
G = T se tiene que p es la medida de Lebesgue en [0,1] y m,(z) = exp(2minz). El
objeto dual Gesel conjunto de las representaciones irreducibles 7 : G — C (modulo
equivalencia unitaria) y le asociamos el algebra de von Neumann

M@ = @Mdﬁ.

reG

En este contexto y gracias Kunze [Ku], la desigualdad de Hausdorff-Young sigue
teniendo validez y dado 1 < p < 2 el operador transformada de Fourier toma la
forma

Fe: [ € Lp(G,p) = (F(7)), 5 € Ly(Mg,7)

donde la traza 7 en Mg estd determinada por el Teorema de Peter-Weyl

T((AW)W€@> = Z drtr(Ar).

G

El espacio L, (G, 1) es un espacio L, clasico o conmutativo. Dicho de otro modo,
el dlgebra de von Neumann Mg = L (G, i) (que sea incluye en B(La(G, p)) via
f+— Ay) es abeliana. Por otro lado, dado que Mg es un algebra de von Neumann
no conmutativa, Lp(M@, T) es un espacio L, no conmutativo. En otras palabras,
cuando G es un grupo compacto no conmutativo, la transformada de Fourier Fg se
puede considerar como un operador semi-conmutativo. El operador anterior motiva
la pregunta de si existe un operador puramente no conmutativo que responda a
una situacién natural. En estas notas encontraremos varios casos que justifican un
estudio generalizado de dichos operadores. Es en ese contexto en el que se engloba la
nocién de Anaélisis Arménico No Conmutativo que aqui desarrollamos. Comenzamos
dando un ejemplo de un tal operador (entre espacios L, no conmutativos) que se
deriva de nuestra discusién de forma natural. Recordamos que G tiene estructura
de grupo cuando G es abeliano y que esto da lugar al teorema de dualidad de
Pontjragin, una forma de generalizar el teorema de inversiéon de Fourier. Por el
contrario, en el contexto no conmutativo, no es posible construir una teoria de
dualidad adecuada dentro de la categoria de grupos topoldgicos. Este problema fue



resuelto independientemente por Enock/Schwartz y Kac/Vajnermann en los anos
70 sustituyendo los grupos por la categoria (mdas grande) de algebras de Kac. Las
algebras de Kac [ES] son dlgebras de von Neumann con ciertas propiedades anadidas
y proporcionan un operador de transformada de Fourier de la forma

Fat: Lp(M,7) — Ly (M, 7).

Aqui M es un élgebra de Kac y M es el algebra de Kac dual. Dado un grupo
localmente compacto G, casos particulares de dlgebras de Kac son las dlgebras de
von Neumann Mg y Mg, que son duales entre si. En tal caso, hemos visto que una
de las algebras es conmutativa y la otra no. Existen no obstante multitud de casos,
como el de los grupos cudnticos, en los que ambas algebras de von Neumann son no
conmutativas. Esta es una motivacién para estudiar operadores entre espacios L,
no conmutativos y el Andlisis Arménico que se deriva de ello.

Aunque la transformada de Fourier sobre grupos topoldgicos o cudnticos es una
de nuestras motivaciones, hemos preferido cubrir en estas notas otra linea mucho
mas reciente de la teoria. Concretamente, estudiaremos recientes generalizaciones al
contexto no conmutativo de las principales desigualdades L, para variables aleatorias
en Analisis Arménico. Nos referimos a la desigualdad de Khintchine para funciones
de Rademacher; a la de Rosenthal para variables aleatorias independientes y la
correspondiente generalizacion de Burkholder para diferencias de martingalas; a las
desigualdades maximales de Doob y el analisis de la funcién cuadrado de Burkholder
y Gundy, etc... Ademads estudiaremos el significado de dichas desigualdades en el
contexto de la Probabilidad Libre, una teoria puramente no conmutativa que maneja
una nueva nocién de independencia con fuertes implicaciones en Anélisis Armoénico
y Algebra de Operadores. Por 1ltimo incluimos una versiéon no conmutativa de la
descomposicién de Gundy (el contrapunto probabilistico de la descomposicién de
Calderén-Zygmund) asi como aplicaciones a la teoria clésica.

Ademsds de por inclinacién personal, hemos elegido exponer estos resultados por
dos motivos. El primero es que esta disciplina ilustra las similitudes y diferencias
entre el contexto clasico y el no conmutativo mejor que ninguna otra. El segundo es
que constituye la antesala de la teoria de Calderén-Zygmund no conmutativa, uno
de los agujeros méas notables del Anélisis Arménico No Conmutativo. Comenzamos
en la Seccién 1 con una exposicién autocontenida de espacios L, no conmutativos,
esenciales en el desarrollo de la teoria. La Seccién 2 contiene las desigualdades de
tipo Khintchine y Rosenthal no conmutativas, asi como multiples generalizaciones
en el contexto de las variables aleatorias libres. En la Seccién 3 recogemos todo
lo relacionado con las desigualdades de martingalas no conmutativas. Al final de
cada seccién incluimos un apartado dedicado a revisar rapidamente los resultados
recientes, aplicaciones y problemas abiertos mas relevantes en la teoria.

Estas notas han sido escritas en la preparacién de varias conferencias que han
tenido lugar en la Universidad Auténoma de Madrid, la Universidad de Sevilla y la
Universidad de Barcelona/Universidad Auténoma de Barcelona entre los anos 2005
y 2006. Puesto que pretendo revisar estas notas en unos meses, agradeceré a todos
sus lectores cualquier comentario o sugerencia.






1 Espacios L, no conmutativos

Un élgebra de Banach A es un espacio de Banach dotado de una multiplicacién
respecto de la cual ||z1z2] < ||z1]/||z2] para todo zi,z2 € A. Una involucién
* : A — A en un dlgebra de Banach A es un anti-automorfismo de orden 2. En
otras palabras, se tiene que

(r1 +22)* =2 + 23, Q) =™, (v122)* = 2527, 2™ =2,

Una C*-algebra A es un algebra de Banach con unidad 1 y equipada con una
involucién * : A — A que satisface ||z*z| = ||z||* para todo z € A. Dado  un
espacio topolégico compacto y Hausdorff, el espacio C(€2) de las funciones continuas
f:Q — C forma una C*-dlgebra conmutativa con la suma y producto puntuales y la
involucién dada por la conjugacién f — f. De hecho, toda C*-algebra conmutativa
es de la forma C(2) para cierto espacio compacto y Hausdorff 2, véase [KR1]. De este
modo, la teoria de C*-algebras constituye una generalizacién no conmutativa de los
espacios de tipo C(€2). Por otro lado, debido al teorema de Gelfand-Naimark-Segal
sabemos que toda C*-algebra es una subdlgebra de B(H), el espacio de operadores
lineales y acotados en cierto espacio de Hilbert H. Esta inclusién es altamente no
canénica. No obstante, en el caso en que A = C(f2) y Q viene equipado con una
o-édlgebra y una medida p, es natural escoger H = La(€2, 1) puesto que en ese caso
f € C(2) se identifica con el multiplicador Ay : g — fg en La(£2, p).

A partir de aqui, la extensién no conmutativa de la Teorfa de la Medida e
Integracion aparece de manera natural. Efectivamente, en primer lugar observamos
que existe una relacién biunivoca entre conjuntos medibles de (€2, A, 1) y funciones
caracteristicas de Lo (2, pt). Seguidamente notamos que toda funcién caracteristica
xA de un conjunto medible A puede aproximarse por funciones continuas en la
topologia débil de operadores. Dicho de otro modo, se tiene que

[ sh@ ) = tim [ fu)g@hG)dut)

para cierta sucesiéon fi, fa,... en C(€2) y cualesquiera g,h € L9(€, ). En otras
palabras, el espacio Lo (€2, ) caracteriza al espacio de medida (€2, A, u) y resulta
ser el cierre de C(£2) en la topologia débil de operadores. En vista de las observaciones
anteriores, concluimos que la estructura no conmutativa que generaliza a los espacios
de medida es el ‘cierre débil de las C*-algebras’. No obstante, esa es la definicion de
algebra de von Neumann. Asi, la Teoria de Algebras de von Neumann resulta
ser el instrumento adecuado para cuantizar la Teoria de la Medida. De hecho, al
igual que ocurre para C*-dlgebras, toda dlgebra de von Neumann conmutativa tiene
la forma L. (€2, ) para cierto espacio de medida.

El estudio de espacios L,, sobre dlgebras de von Neumann generales o espacios L,
no conmutativos fue iniciado en los anos 50 por Schatten, Segal, Dixmier y Kunze
entre otros. Hoy en dia constituyen una herramienta fundamental en muchas ramas
de las matemadticas. Una de nuestras referencias fundamentales sera la excelente
exposicién de Pisier y Xu en [PX2].



1.1 Espacios L,(M,1)

Sea M un &algebra de von Neumann. Por el teorema de Gelfand-Naimark-Segal
sabemos que M es una w*-subdlgebra de B(’H) para cierto espacio de Hilbert H. El
cono positivo de M se define como

My = {x*x EZS ./\/l}
Una traza en M es un funcional lineal 7: M — C
e Tracial: 7(ab) = 7(ba) para a,b € M.
e Positivo: 7: My — [0,00], i.e. 7(z*x) > 0 para x € M.
Decimos que la traza es
e Fiel: Siz € My y 7(x) =0 entonces x = 0.
e Normal: sup, 7(zq) = 7(sup, =) para (z,) C My creciente y acotada.
e Semifinita: Para todo a € M4 no nulo, existe 0 < b < a tal que 7(b) < co.

Aligual que en el contexto conmutativo, estas tltimas propiedades son necesarias
en muchos resultados. En lo que sigue escribiremos que 7 es una traza n.s.f. para
denotar que satisface dichas propiedades. Un dlgebra de von Neumann M se llama
semifinita cuando admite una traza n.s.f. En el caso general, siempre podemos
considerar pesos n.s.f. 1 : M — C (i.e. funcionales positivos no traciales). Esto
complica considerablemente las cosas pues hace necesario el uso de la Teoria Modular
de Tomita-Takesaki [KR2, Tal]. Un espacio de medida no conmutativo es un
par (M, 1) formado por un dlgebra de von Neumann equipada con un peso n.s.f. no
necesariamente tracial. Un tal espacio de medida se llama finito cuando (1) < oo
para el operador identidad 1 en M. En este caso se suele normalizar el peso por la
condicién ¥ (1) = 1. Los pesos normalizados se llaman estados, que denotaremos
habitualmente con las letras ¢ y ¢. Todo par (M, ¢) formado por un élgebra de von
Neumann y un estado n.f. (normal y fiel) no necesariamente tracial es un espacio de
probabilidad no conmutativo o cuantico. En Probabilidad Cuantica es habitual
hablar de estados traciales y no traciales para denotar que, independientemente de
la existencia o no de una traza, trabajamos sobre un espacio de probabilidad.

Construimos ahora los espacios L, no conmutativos. Sea M un algebra de von
Neumann semifinita, equipada con una traza n.s.f. 7 e isométricamente incluida en
B(H). Dado x € M, definimos la proyeccién soporte de x como la proyeccién
ortogonal p : H — H con rango més pequeno que satisface pr = = = zp (la
segunda igualdad se sigue de la primera tomando adjuntos). Esta definicién se
puede justificar pensando que la proyeccién soporte de una funciéon f : Q@ — C en
Loo (2, 1) es la funcién caracteristica del soporte de f (dicha funcién caracteristica
es un proyector en Lo(£2, 1) cuando actia como multiplicador). Escribimos supp
para denotar a la proyeccién soporte de x. Definimos entonces

Sy = {:U € My ‘T(suppz:) < oo} y S =spanSy.
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Por otro lado, dado x € M definimos el médulo de x como
2] = (a"2)2.

Utilizando la medida espectral v : Ry — B(H) de |z| podemos definir
|z|P = / sPdy(s) para 0<p < oo.
Ry

Resulta entonces que
zeS =zl eSSt =T7(z)P) < 0.

Definimos a continuacion .
zllp = 7(|lz[")>.

Se puede demostrar que || ||, es una norma en S si 1 < p < oo y una p-norma
si 0 < p < 1. Utilizando que S es una *-subalgebra w*-densa en M, definimos
el espacio L, no conmutativo asociado a (M, 7) y escribimos Ly(M,7) como
la completacién de (S, || |,). Por otro lado, debido a nuestra discusién inicial es
natural definir Lo, (M, 7) = M equipado con la norma de operadores.

Dado un espacio de medida (2,4, 1) y un exponente finito 0 < p < oo, es bien
conocido que L, (€2, ;1) se define como el espacio de funciones p-medibles (modulo
conjuntos de p-medida 0) que son p-integrables respecto de p. En el contexto no
conmutativo es importante saber como generalizar la nocién de p-medibilidad. Si
‘H es el espacio de Hilbert donde M acttia, un operador x cerrado y densamente
definido en H se dice que estd afiliado con M si zu = ux para todo operador
unitario u en el conmutador

M = {y € B(H) ‘xy = yx para todo = € /\/l}

Observamos que M satisface M” = M y que esta es una forma de caracterizar a
las algebras de von Neumann [KR1] debido al Teorema del Biconmutador de von
Neumann. Por consiguiente, todo z € M esta afiliado con M pero el reciproco no
es cierto pues no exigimos que los operadores afiliados sean acotados. Sea Affaq el
espacio de operadores afiliados con M. Dado x € Affa, consideramos la medida
espectral v de |z| y decimos que z es 7-medible cuando existe A > 0 tal que

T(/)\OO dv(s)) < 00.

La integral de arriba denota la resolucién espectral de |z| correspondiente a la
funcién caracteristica de (A, 00). Si Lo(M, 7) es el espacio de operadores 7-medibles,
obtenemos la esperada caracterizacién de L, (M, T)

(1.1) Ly(M,7) = {x € Lo(M,7) | r(jaf?) < oo}.



Observacién 1.1 Es importante observar que la relaciéon de equivalencia ‘modulo
conjuntos de medida cero’ no es aqui necesaria puesto que nuestra identificacién de
Q con Lo (€2, 1) ya ha establecido la equivalencia con anterioridad. En el caso de
Loo(M, 1), la caracterizacién (1.1) asegura que M es el espacio de los operadores
que son 7-medibles y acotados, como se sigue de las definiciones. En los espacios
L,(M, ) con p finito pueden aparecer operadores no acotados densamente definidos,
del mismo modo que en L, (£, 1) existen funciones no acotadas. Este fenémeno no
ocurre cuando toda funcién u-medible es acotada. Los espacios de medida clasicos
que cumplen dicha propiedad son los completamente atémicos, que dan lugar a los
espacios £,. En el contexto no conmutativo, la generalizacién natural de los espacios
¢ la encontramos en las clases de Schatten S, definidas méds abajo. Dichas clases
se definen sobre el dlgebra M = B({3), la cual satisface M = Ly(M,tr) donde tr
denota la traza habitual en B({3).

Muchas propiedades fundamentales de los espacios L, cldsicos o conmutativos
se extienden de forma natural a este contexto. Las propiedades més relevantes que
se conservan son las siguientes:

e La traza 7 se extiende a un funcional continuo en Li(M,7): |7(x)| < ||z]1.

e Desigualdad de Ho6lder. Dados tres exponentes 0 < p,q,r < oo tales que
1/r =1/p+1/qy dados dos operadores x € L,(M,T) ey € Ly(M,T) se tiene
la desigualdad de Holder ||zyl|, < ||z||p|yllq-

e Dualidad. Cuando r = 1, se tiene que 1/p + 1/¢ = 1 y la desigualdad de
Holder proporciona un producto de dualidad (x,y) = 7(xy) entre L,(M, 1)y
Ly(M, 7). Es decir, L,(M, 7)* = Ly(M, 7) isométricamente para 1 < p < oo.

e Interpolacién compleja. L,(M,7) es isométricamente isomorfo al espacio
de interpolacion [Ly,(M,7), Ly, (M, )], para 1/p = (1 —0)/po + 6/p1. Los
espacios L,(M,7) también se comportan bien respecto del método real de
interpolacién, véase [PX2] para mas detalles.

Observacién 1.2 Todavia no hemos definido los espacios L, sobre algebras de von
Neumann no semifinitas, para las cuales no existe una traza n.s.f. como hemos
estado asumiendo hasta ahora. Dichos espacios se conocen como espacios L, de
Haagerup y su construccién se revisa en el Apéndice B. En estas notas existen
algunos resultados que se pueden/deben formular con este grado de generalidad.
No obstante, intentaremos evitar tecnicismos innecesarios.

Damos ahora algunos ejemplos basicos de espacios Ly(M,7):

(a) Espacios L, conmutativos. Sea M un &dlgebra de von Neumann semifinita
y abeliana. Entonces existe un espacio de medida semifinito (€2,.4, ) para
el que se tiene M = Loo(Q, 1) y Lp(M,7) = Lp(Q2, i) con la traza n.s.f. 7
determinada por la relacion

7(f) = /Q f(w) du(w).



(b)

(c)

(d)

Espacios L, semi-conmutativos. Dado un espacio de medida (2, A, u),
consideramos el dlgebra de von Neumann N7 = Lo (2, 1) equipada con la
traza n.s.f. dada por v; = [,-du. Sea (Na,13) otro espacio de medida no
conmutativo y semifinito. Es decir, un par formado por un &algebra de von
Neumann semifinita equipada con una traza n.s.f. Entonces consideramos el
par

(M, 7) = (M@N2, 11 @ 1) = (Loo@,u;/\fz),/

Q

yg(-)du).

Esto da lugar a
Lyp(M,7) = Ly (55 Ly(Na, v2) ).

La ultima expresion responde a la construccién bien conocida de espacios L,
vectoriales debida a Bochner. En particular, aunque M es claramente no
conmutativa, en este caso Lp(/\/l, 7) se puede interpretar como un espacio L,
conmutativo con valores vectoriales.

Clases de Schatten. Sea M = B(H) el dlgebra de todos los operadores
lineales y acotados en cierto espacio de Hilbert H. Tomamos entonces la traza
n.s.f. habitual en B(H). Es decir, 7 = tr estd dada por

tr(z) = Y (2, 9),,

Yew

donde ( , )3 es el producto interior de H y ¥ es una base ortonormal de H.
De hecho, se puede comprobar que la definiciéon de tr no depende de la base
ortonormal elegida. Entonces, el espacio L, asociado L,(M,T) es la clase de
Schatten S,(H). Cuando H es un espacio separable e infinito-dimensional la
clase de Schatten se escribe S, mientras que S,(n) denota la clase de Schatten
asociada al espacio de Hilbert ¢5(n). S, y Sp(n) proporcionan generalizaciones
no conmutativas de ¢, y £,(n). Ademads ¢, se identifica isométricamente con la
diagonal principal de S,. Nétese que en nuestra notacion S (H) no es el ideal
de los operadores compactos en H, sino B(H) propiamente. El lector puede
acudir a [Si] para profundizar en las propiedades de estos espacios.

Productos tensoriales. Dados dos espacios de Hilbert H; y Ho definimos
'H1®2Ha como el producto tensorial H; ®Ha equipado con el producto interior

< Zj Ajurj ®uzj, Y &k vk @ U2k> = ZM Nj€g (g, vig) (uaj, vak)-

Dadas dlgebras de von Neumann N7 y N3 actuando sobre Hy y Ha, su producto
tensorial algebraico N7 ® Nj es la subdlgebra de B(H; ®2 Hs) generada por
los tensores simples 77 ® 2. El cierre débil de N7 ® N5 es un algebra de von
Neumann y se denota por N1®&Ns. De forma similar, si 1 y vo son trazas
n.s.f. en N1 y Na, determinamos la traza 7 : M — C sobre M = N1QMN> por
su accién sobre los tensores simples 1 ® o

T(xl ® (EQ) = I/1($1)V2(:L’2).



(e)

Esto da lugar a los espacios
LP(M7T) = Lp(N1®N2, 1 ® 1/2).

Anislogamente se construyen los productos tensoriales infinitos

(M, 7) = RQ(Mn, 7).

n>1
Factor hiperfinito II;. Sea M, el dlgebra de matrices n X n equipada con
la traza normalizada o, = %tr. De este modo y como hemos senalado antes,
(M, 0p,) se puede considerar como un espacio de probabilidad cuantizado o
no conmutativo. Definimos entones el factor hiperfinito II; como
(R,7) = ®(Mn,7n) con (My,1,) = (Ms,09) paratodon > 1.

n>1

R es un algebra de von Neumann y 7 es la tnica traza normalizada en R,
de manera que R vuelve a ser un espacio de probabilidad no conmutativo.
Ademas, cualquier par de variables aleatorias no conmutativas (i.e. operadores
en Li(R, 7)) soportadas en dos factores distintos del producto tensorial se
llaman independientes. Esto generaliza una propiedad bien conocida de la
probabilidad clasica. De hecho, R es el andlogo no conmutativo del espacio
de probabilidad

Q={-1,4+1}"

equipado con la medida de probabilidad usual %5_1 + %51. Asi, una manera
jocosa de interpretar el factor hiperfinito II; es como el espacio muestral de
lanzar infinitas veces una moneda cudntica!

R aparece en muchas situaciones de forma natural. La siguiente construccion
también conduce al factor hiperfinito II;. Consideramos una sucesion (gy,)n>1
de operadores unitarios y autoadjuntos en cierto espacio de Hilbert H, que
satisfacen las relaciones candnicas de anticonmutacion

€i€j +€j& = 2(5@'1.

Definimos R como la C*-algebra generada por los €,,’s. Entonces Ry admite
una Unica traza normalizada 7 que se define como sigue. Para todo conjunto
finito J = {jl,jg,...,jn} de N con ji < --- < j, escribimos wy = €, --- €5,
y wg = 1. Entonces 7 estd completamente determinada por su accién en los
wy’s, que a su vez estd dada por

1 siJ =0,

0 en otro caso.

rwg) = {

En tal caso consideramos a Ry como una C*-dlgebra actuando sobre La(Ro, T)
vy R resulta isomorfo al cierre débil de Rg en B(L2(Ro,7)). Notese que la
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(f)

(g)

familia de los wy’s es w*-densa en R y densa en norma en L,(R,T) para
0 < p < oco. Ademsds dicha familia es claramente una base ortonormal de
Ly(R,7) = La(Rop, 7). Por tltimo, cabe mencionar que la subélgebra de von
Neumann generada por €1, €2, ..., &, es isomorfa a Msn equipada con la traza
normalizada ogn. El lector puede acudir a [BR] para més informacién.

Para concluir, el nombre factor hiperfinito II; nos lleva a introducir cierta
terminologia. Sin mucho rigor, un algebra de von Neumann M se llama
hiperfinita cuando se puede aproximar en la topologia débil de operadores
como limite directo de una red de &dlgebras de von Neumann de dimension
finita. M se dice que es un factor cuando su centro es el espacio C1 generado
por la identidad 1 de M. Por iltimo, un factor es de tipo II; cuando no
posee proyecciones minimales (eso descarta el tipo I), es semifinito (i.e. existe
una traza n.s.f., eso descarta el tipo III) y la traza es finita (sino tendriamos
un factor II,,). Para mds informacién véase [Bi].

Algebras de von Neumann de grupos discretos. Dado G un grupo
discreto, escribimos A : G — B({2(G)) para referirnos a la representacién
regular a la izquierda, determinada por la accion A(g)(6p) = 04, donde (dg)gec
denota la base canénica de ¢2(G). La C*-algebra generada en B(¢2(G)) por
A(G) se llama la C*-dlgebra reducida de G y se denota por C3(G). Su cierre
débil A(G)” es un dlgebra de von Neumann que se llama el dlgebra de von
Neumann del grupo G y habitualmente se denota por vN(G). La traza canénica
76 : VN(G) — C se define como sigue

(1.2) 16(z) = <x(5€)’5€>62(<@)7

donde e denota el elemento neutro de G. Esto proporciona una traza n.s.f. (de
hecho finita con masa total 1) en vN(G). Un caso particularmente interesante
y con muchas aplicaciones en Andlisis Armoénico se da con G = F,, el grupo
libre con n generadores. El lector puede acudir a [FP] para méas informacién
en Analisis Armonico sobre grupos libres.

Productos libres. Una generalizacién natural del dlgebra de von Neumann
del grupo libre FF,, es el producto libre de dlgebras de von Neumann. Aunque
no vamos a explicar aqui (véase la Seccién 2) la construccién del producto
libre de dlgebras de von Neumann [VDN], podemos al menos discutir algunos
aspectos. Consideramos una familia (A, ¢,)n>1 de espacios de probabilidad
no conmutativos (algebras de von Neumann con estados no necesariamente
traciales). Entonces el producto libre

(A, Qb) = *nzl(An, 9011)

admite una descripcién similar a la de los grupos libres en términos de palabras
y letras. Es decir, A estd generada por 1 y todas las palabras xj xj, - - - x;
con m > 1, j1 # jo # -+ # jm y donde las letras z;, € A, tienen media 0

m

Pik (m]k) =0.
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(h)

Es mas, cuando (A, vp) = (vN(Gn), T([;,n) se tiene que
(1.3) (A, o) = *n21(VN(Gn),TGn) = (VN(G)aTG)
donde G es el producto libre de grupos
G = %n>1Gy,.
El lector puede acudir a [VDN] o a la Seccién 2 mdas abajo para més detalles.

Algebras de von Neumann ¢-deformadas. Véase [BKS, No, Xul].

Concluimos este apartado mencionando ciertas patologias que poseen los espacios
L,(M,T) y que no aparecen entre los espacios cldsicos de funciones. Esta situacién
fuerza en muchas ocasiones a desarrollar nuevas técnicas para extender resultados
clésicos al contexto no conmutativo:

()

(b)

En primer lugar, la desigualdad triangular usual para el médulo de funciones
deja de tener validez para el médulo de operadores. Es decir, en general no se
tiene |z +y| < |z| + |y| para x,y € B(H). No obstante, existe un substituto
[AAP] que asegura que para todo x,y € B(H) existen isometrias u y v en
B(H) tales que

|z + y| < ulz|u® + v]y|v*.

La segunda patologia tiene que ver con la monotonia de funciones. Dado «
un ndimero real positivo y dados z,y € B(H)+ tales que = < y, en general
no se tiene que z% < y®. En el caso no conmutativo esta implicacién sélo se
cumple para exponentes 0 < a < 1. Esta segunda patologia tiene que ver con
la convexidad/concavidad de la funcién z +— z¢ en el cono positivo B(H) .
Para o < 1 obtenemos una funcién céncava, pero para « > 1 la convexidad
sélo se da para 1 < a < 2.

Otra diferencia fundamental con los espacios clasicos reside en la existencia
o no de bases incondicionales. En 1970 Kwapient y Pelczynski probaron que
la clase de Schatten S; no puede ser isomorfa a ningin subespacio de un
espacio de Banach con una base incondicional, no asi #;. Pero el resultado
mas impactante se debe a Gordon y Lewis [GL], que probaron que S, no
tiene una base incondicional para p # 2, en total contraste con lo que ocurre
para £, o L,(2, ). Citando a Pisier y Xu en [PX2], este resultado negativo
muestra que S, y en general L,(M,7) para M no abeliana son en cierto
sentido ‘muy no conmutativos’. En la Seccién 4 de [PX2] existe un andlisis més
detallado de los resultados de Gordon y Lewis. Una de las consecuencias que
nos llaman la atencién de la incondicionalidad de \S;, es la dificultad anadida
que hay de los multiplicadores de Fourier en L,(f2, 1t)/conjuntos A(p) [Bo] a
los multiplicadores de Schur/conjuntos o(p) [Hr].
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(d) Por ultimo, una lacra de L,(M,7) con gran impacto en Anélisis Arménico es
la imposibilidad de construir operadores mazimales ad hoc. Esto se debe a que
la cuantizacién (identificacién de funciones con operadores lineales) nos hace
perder las nociones de funcion o punto y trabajamos solo con operadores. En
particular, esto imposibilita definir funciones maximales como se hace en el
contexto clasico, cuya definicién tiene una naturaleza puntual. Este problema
se resuelve gracias a una ingeniosa construccién de Junge [Ju2] utilizando
técnicas de la teoria vectorial de Pisier [Pi2] y que explicaremos més adelante
al tratar el maximal de Doob no conmutativo.

(e) Otras patologias interesantes se pueden encontrar en la Seccién 4 de [PX2].

1.2  Espacios L, ,(M,7)

Los espacios mds relevantes que se desprenden de la construccion de los espacios L,
clasicos son los espacios de Lorentz y de Bochner. En este apartado y en el siguiente
estudiamos las generalizaciones no conmutativas de estos espacios. Si escribimos
Lo(M, 1) para referirnos al espacio de los operadores 7-medibles, © € Lo(M,T) y
A > 0, denotamos por X(x c)(|7|) a la resolucién espectral de |x| correspondiente a
la funcién caracteristica de (A, 00). Es decir, si v : Ry — Lo(M, 7) es la medida
espectral de |z|, se tiene

Yoo (2]) = / Xnoo)(8) d1(8).

Ry

Los ntimeros singulares generalizados de z se definen como

pe(x) = inf {)\ >0 }T(X()\m)ﬂx])) < t} para t > 0.

La funcién ¢t € Ry — (x) € Ry es continua por la derecha, no decreciente y
constituye el andlogo no conmutativo de la funcion reordenada, véase [FK] para
més detalles. Sea X un espacio invariante por reordenamiento [BS] sobre el intervalo
[0,7(1)). Definimos el espacio simétrico no conmutativo

X(M,7) = {2 € Lo(M.7) | n@) € X} con [fellxiaem = u@)]ix.

En particular, los espacios de Lorentz no conmutativos se definen como

Lyg(M,7) = {2 € Lo(M,7) | 1(a) € Lpgl0,7(1) ],

con la (quasi)-norma dada por
*® q dty 3
fallog = (| 6% ot )",
0

1 1
[2]lp,00 = SUD AT (X(r,00) ([2])) 7 = sup t7 p1y(2).
A>0 t>0

(1.4)

El lector puede acudir a [DDP, FK, PX2, Xu3] para més informacién.
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1.3 Espacios L,(M,7;X)

Al igual que en el caso de los espacios L), clésicos, existe una generalizacién vectorial
del espacio L,(M, 7). La teorfa vectorial de integracién no conmutativa aparecié en
1998 gracias al trabajo fundamental de Pisier [Pi2]. El motivo de que una teoria tan
natural haya tardado tanto en salir a la luz es que, como explica Pisier en su trabajo,
no basta con que el espacio X donde tomamos valores tenga una estructura de espacio
de Banach. Efectivamente, es necesario que X venga equipado con una estructura
de espacio de operadores. Por consiguiente, puesto que la teoria de espacios de
operadores nacié en 1988 con la Tesis Doctoral de Ruan [Ru], se explica lo novedoso
de la teorfa.

Los espacios de operadores constituyen una generalizacién no conmutativa de la
teoria de espacios de Banach y han demostrado ser una herramienta fundamental
en Algebra de Operadores y Anélisis Arménico No Conmutativo. Un espacio de
operadores X es un subespacio cerrado de B(H) para cierto espacio de Hilbert H.
Denotemos por M, (X) al espacio vectorial de matrices n X n con entradas en X. De
acuerdo con el teorema de Ruan [Ru], un espacio de operadores X puede definirse
a través de una inclusion isométrica concreta j : X — B(H) o con una sucesién de
normas matriciales en M, (X) para n > 1 que satisfacen

1@id) s, ) = 110G @)l paeny:

Los axiomas de Ruan [Ru] describen axiométicamente aquellas sucesiones de normas
matriciales que pueden aparecer como consecuencia de una inclusiéon isométrica en
B(H). Una tal sucesiéon de normas proporciona a X una estructura de espacio
de operadores. Todo espacio de Banach se puede equipar con varias (infinitas)
estructuras de espacios de operadores. En particular, la informaciéon méas importante
que contiene un espacio de operadores no es el espacio en si mismo sino la forma en
la que se incluye de forma isométrica en B(H). Por esta razoén, la principal diferencia
entre las teorias de espacios de Banach y operadores yace en los morfismos méas que
en los espacios. Los morfismos en la categoria de espacios de operadores son los
operadores completamente acotados u : X — Y. Es decir, operadores lineales que
satisfacen

_ id :
el enix, vy sup lidnt, ® vl g ag, ), 210 0vy) < O©

La teoria ha alcanzado hoy en dia una madurez inusual para su juventud y conceptos
como cocientes, dualidad, interpolacién compleja, ultraproductos, tensores, espacios
de Hilbert, etc... han sido generalizados desde los espacios de Banach. Para més
informacion, el lector puede acudir a las monografias [ER, Pi4] o al Capitulo 1
de [Pal] para una exposicién sin demostraciones. Aunque no necesitamos tener
gran experiencia con espacios de operadores, en lo que sigue asumiremos cierta
familiaridad con lo expuesto en el Apéndice A de estas notas.

Una manera sencilla de justificar la necesidad de los espacios de operadores se
obtiene tomando el algebra no conmutativa mas sencilla M = B({3(n)). En tal
caso, las clases de Schatten vectoriales S (n; X) con valores en X no son otra cosa
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que los espacios M,,(X) que aparecen en el teorema de Ruan y que dotan a X de
una estructura de espacio de operadores. Pasamos ahora a explicar brevemente
la construccién general. Sea M un algebra de von Neumann hiperfinita (véase la
definicién en [KR1] o en nuestra construccién del factor hiperfinito II;) equipada
con una traza 7 : M — C n.s.f. Si M actia en H y X actia en K, definimos
Loo(M,7;X) como el cierre del producto tensorial algebraico Loo(M,7) ® X en
B(H ®2 K). Esto es el producto tensorial minimal

Loo(M,7:X) = Loo (M, T) @in X.
Utilizando el producto tensorial proyectivo se define
Li(M,7;X) = Li(M, 7)®X,

donde L;(M, 7) estd equipado con la estructura de espacio de operadores que hereda
como subespacio cerrado de Lo (MP, 7)*, véase [Pid] para mds informacién. Asi
finalmente, los espacios L,(M,7;X) se definen por interpolacién compleja en la
categoria de espacios de operadores

LP(M7T; X) = [LOO(M7T;X)7 Ll(MaT;X)]

3=

Notese que nuestra definicién no es rigurosa porque no hemos demostrado que
los espacios a interpolar formen un par de interpolacién. Por otro lado, la definicién
dada no proporciona una expresion explicita para la norma. Todos estos detalles e
incluso propiedades béasicas como teoremas de Fubini, desigualdades de tipo Hélder,
un andlisis de la dualidad, etc... se pueden encontrar en el texto [Pi2]. Para una
exposicién sin demostraciones véase el Capitulo 2 de [Pal].

1.4 Lineas de investigacion

Los espacios L, no conmutativos son una herramienta fundamental en Algebra de
Operadores, Geometria No Conmutativa, Probabilidad Cudntica y Libre o Fisica
Matematica. No obstante, el Anélisis Armoénico y el Andlisis Funcional son los
campos donde (por razones obvias) esta teorfa tiene un mayor impacto. En este
apartado comentamos algunas lineas de investigacién en Anélisis en las que los
espacios L, no conmutativos juegan un papel esencial.

(a) Desde el punto de vista del Andlisis Funcional, encontramos resultados que
tienen que ver con la geometria de los espacios L,(M, 7). El hecho de que
L,(M,T) es uniformemente convexo para 1 < p < oo es una consecuencia de
las desigualdades de Clarkson no conmutativas [H2, Ko]. El tipo y cotipo de
L,(M, 1) se comporta como en el caso conmutativo. Esto fue demostrado por
Tomczak-Jaegermann [To] para las clases de Schatten y por Fack [Fa] en el
caso general. Otras nociones de convexidad o la validez de la propiedad de
Radon-Nikodym se analizan en la Seccién 5 de [PX2].
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(b)

(c)

(d)

En el contexto del Anélisis Armoénico destacamos aqui los multiplicadores de
Schur. Dadas dos matrices infinito-dimensionales A = (a;;) y B = (bs5), se
define el producto de Schur como

A-B= (aijbz-j),

también conocido como el producto del mal estudiante por razones obvias.
Dada una matriz infinito-dimensional A, decimos que A es un multiplicador
de Schur en S, cuando el operador ®5 : B +— A-B estd acotado en la
clase de Schatten S),. La teorfa de multiplicadores de Schur presenta muchas
similitudes con la de multiplicadores de Fourier. No obstante, las técnicas
disponibles estdn mucho mas limitadas debido fundamentalmente a que S, no
posee una base incondicional a menos que p = 2. Una de las ramas mas de
moda en la teorfa es la nocién de conjunto o(p), un andlogo no conmutativo
de los conjuntos A(p) de Rudin [Rd] y estudiados por Bourgain [Bo]. Asma
Harcharras [Hr, HNO] posee los progresos mas relevantes en esta linea.

Nos centramos ahora en la teoria de isomorfismo e inclusién L,. Con esto
nos referimos a la clasificacién de los espacios L,(M, 7) salvo isomorfismo
y a las inclusiones isomorfas entre ellos usando métodos probabilisticos. En
contraste con la teoria cldsica, donde sélo existen dos clases de espacios L,
(separables e infinito dimensionales) salvo isomorfismo, la situacién en el caso
no conmutativo estd lejos de ser sencilla. Mencionemos por ejemplo el trabajo
[HRS] de Haagerup, Rosenthal y Sukochev donde encontramos trece clases de
espacios L, salvo isomorfismo y sélo trabajando con dlgebras de von Neumann
semifinitas e hiperfinitas, véanse también [Sul, Su2, SX]. En cuanto a la teoria
de inclusiones entre espacios L, no conmutativos con diferentes exponentes, el
lector puede acudir al dltimo apartado de la Seccién 2 para un andlisis més
detallado.

Concluimos revisando dos problemas de la teoria vectorial. En primer lugar, la
construccion de Ly(M, 7;X) en [Pi2] exige que M sea hiperfinita. Esto es una
restriccién fuerte pues existen importantes dlgebras de von Neumann, como
los productos libres descritos antes, que no lo son. Recientemente, Junge ha
resuelto este problema en [Ju4] extendiendo la definicién de Pisier a dlgebras
de von Neumann QWEP, mucho més generales que las hiperfinitas, véase [Pi4].
El segundo problema es que por el momento no se dispone de una definicién
natural de los espacios de Lorentz no conmutativos y vectoriales

Ly (M, 1;X).
Como veremos, esto es importante en teoria de martingalas no conmutativas.

Otras lineas de investigaciéon donde los espacios L,(M, T) aparecen se pueden
encontrar nuevamente en el excelente articulo de Pisier y Xu [PX2]. Una
de dichas lineas que no hemos tratado aqui y que tiene gran interés son los
espacios de Hardy no conmutativos. No obstante, trataremos una parte de la
materia mas adelante en nuestro estudio de martingalas no conmutativas.
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2 Desigualdades de Khintchine y Rosenthal

Comenzamos nuestra incursién en el Andlisis Armoénico No Conmutativo con un
estudio de las desigualdades de tipo Khintchine [Kh] y de tipo Rosenthal [Rol] para
variables aleatorias no conmutativas. Aunque utilizaremos puntualmente variables
aleatorias clasicas (como familias de Bernoullis independientes) y algunas nociones
de independencia no conmutativa, los resultados existentes en la teoria utilizan
fundamentalmente variables aleatorias libres. Los motivos que justifican su uso se
expondran mas adelante. La Probabilidad Libre fue descubierta por Dan Voiculescu
[Vol] en 1985. El propésito original de su creador era importar herramientas de
la Probabilidad Clésica para estudiar los factores de grupos libres ¥,, = vN(F,,)
introducidos en la Seccién 1. Maés concretamente, el problema consistia en saber
si F, ~ F,, para n # m. Este problema se ha resistido a todos los ataques hasta
ahora y permanece abierto. No obstante, la Probabilidad Libre se ha convertido
en una profunda teoria que ha demostrado tener un impacto fortisimo en Anaélisis
Arménico y Algebra de Operadores.

La idea bésica que rige la nocién de libertad es sencilla. A saber, como es
bien conocido, la forma més directa de generar una familia f = (fq)aea de variables
aleatorias independientes es hacer depender a cada f, de una y sélo una coordenada
dentro del espacio de probabilidad €2, que se define a su vez como un producto
cartesiano equipado con la medida producto

(Qa Aa :U’) = H (Qaa »Aaa ﬂa)a

a€EA

de modo que se tiene

Woy = wlao = fao((wa)aEA) = fao((wla)aeA)-

En el contexto no conmutativo, lo natural es reemplazar productos cartesianos de
espacios de probabilidad por productos tensoriales de espacios de probabilidad no
conmutativos. En otras palabras, dada una familia (M, ¢ )aca de dlgebras de von
Neumann finitas equipadas con estados n.f. (normales y fieles) no necesariamente
traciales, tomamos

(M, p) = ®(M0¢7 Pa)-
acl
Esta construccion nos permite construir variables aleatorias independientes sin mas
que tomar & = (Zq)aeA cON Ty € M. Es més, si escogemos M, = M para cierta
My fija, también es sencillo construir una familia independiente e idénticamente
distribuida. Pues bien, la nocion de libertad es el sustituto de la independencia
no conmutativa cuando reemplazamos productos tensoriales por productos libres de
algebras de von Neumann. Aunque esto no es mas que una definicién informal del
concepto de libertad (la definicién es algo més intrinseca, sin referencia explicita
a un producto libre de dlgebras, ver mds abajo) ya se obtiene una consecuencia
importante: la Probabilidad Libre es una teoria puramente no conmutativa. Esto se
sigue del hecho de que nuestra definicién sélo puede tener lugar en algebras de von
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Neumann que son a su vez el producto libre de dos 0 mds algebras. En particular,
no es posible trabajar sobre dlgebras de von Neumann abelianas. Esto explica entre
otras cosas porqué la nocién de libertad, o una version simplificada de la misma,
nunca ha aparecido en la Probabilidad Clasica. Las aplicaciones de la Probabilidad
Libre son numerosas y aqui sélo estudiaremos aquellas que tienen que ver con el
Analisis Arménico. Por ejemplo, entre otros muchos aspectos, ignoraremos en estas
notas la estrecha relacién entre Probabilidad Libre y Combinatoria, o la nocién de
entropia libre definida por Voiculescu y con profundas aplicaciones en la teoria. En
los siguientes dos apartados daremos una breve introducciéon que sirva a nuestros
propositos. Los textos [NS] y [VDN] contienen una exposicién mdas completa.

2.1 Productos libres

Antes de definir rigurosamente la nociéon de independencia libre, formalizamos la
construccién del producto libre de una familia (Ay)aen de dlgebras de von Neumann.
Supongamos que cada A, estd equipada con un estado p, n.f. de manera que el par
(A, @) constituye un espacio de probabilidad no conmutativo. Definimos

Aa = {aa € Aa| palaa) = 0}.
Esto nos permite consider los espacios de Hilbert

Ha - L2(Ao¢790a) C LQ(AOU 3004)'

El correspondiente espacio de Fock se define entonces como

fQZ@ @ Hay @2 Hay @2 -+ - @2 Hayy, s
m>0 a1 FagF - Fam

donde el término asociado a m = 0 es un subespacio unidimensional generado por un
vector distinguido €2 que llamaremos vector vacio. Mostramos ahora de qué modo
los elementos de A, se pueden interpretar como operadores en el espacio de Fock.
Descomponemos cualquier a,, € A, como sigue

Ao = gLa + (pa(aa)lAa'

La accién de @q(aq)1a, en Fq transforma un vector £ en ¢4 (aq)€. Por consiguiente
nos es suficiente con definir la accién de elementos de A, con media 0. En otras
palabras, nuestro objeto es construir representaciones 7, : A, — B(Fq) y para ello
nos queda definir el vector

0= m0(a0) (6o ®&ay @+ @ &a,y,)-
Dichas acciones se definen como sigue:

e Sim >0y a; # « tenemos

0 =06 ®Eay @Eay @+ D Ea,.
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e Sim >0y a; =« tenemos
0= @a(&afm)faz Q- ® &, ® (3’045061 - Saa(aafoq)l) ® &ay @ B Ly,

e Finalmente, si m = 0 tenemos
0 =Ta(0a)(YQ) = Yaq.

Notese que hemos utilizado la contencién de ,Z\a en Hy = LQ(/Z\O“ ¢a) (cuando se
trabaja con estados no traciales aparecen espacios L, de Haagerup y este punto es
algo més delicado, véase el Apéndice B mds abajo). Esto completa la definicién del
x-homomorfismo 7, : A, — B(Fq). Ahora definimos el producto libre

(-Av ¢) = *aEA(Aaa Soa)

como el cierre en la topologia débil de operadores de la C*-algebra generada por
los operadores my(aq) con aq € Ay y @ € A. En otras palabras, el producto libre
de (An)aca es nuevamente un algebra de von Neumann. De hecho, después de
identificar A, con 74 (A, ), podemos pensar en el producto libre A como el algebra
de von Neumann

A=(BD @B  Ache A

m>0 oy FagF - Fom

equipada con el estado
pra€e A <7r(a)Q,Q>fQ e C,
donde 7 : A — B(Fq) es la representacién del producto libre en el espacio de Fock.

Observacion 2.1 Sean (A, ¢) v (Aa, Pa)aca como antes. Entonces, si ¢, es un
estado tracial para cada a € A, se tiene que ¢ también es un estado tracial. La
demostracién es muy sencilla utilizando la nocién de libertad definida mas abajo,
véase [VDN] para mds detalles.

2.2 Variables aleatorias libres

Damos ahora la definicién intrinseca de libertad, sin hacer mencién explicita a los
productos libres. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad no conmutativo. Una familia
(A)aen de subdlgebras de von Neumann de A se dice libremente independiente
sobre ¢ si

d(arag - am) =0

cuando ¢(ax) = 0 para todo 1 < k < my ap € A,, con a; # ag # -+ # apy. De
forma similar, dada una familia (aq)aen de variables aleatorias de A, construimos
para cada o € A el dlgebra de von Neumann A, generada por a,. Diremos que
(aa)aea es una familia de variables aleatorias libres cuando la familia (Ay)aea
sea libremente independiente sobre ¢. Repasamos a continuacion dos propiedades
bésicas de la independencia libre, véase [VDN].
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(a) Comenzamos estableciendo la relacién ya anunciada entre libertad y productos
libres. Si (An)aca es una familia libremente independiente en (A, ¢) y A estd
generada por dicha familia, entonces se tiene

(.A, ¢) = *aEA (Acxa ¢|Ao¢ ) .

(b) Sea (Aa)aea una familia libremente independiente en (A, ¢) y consideremos
una particién A = LigexAg. Entonces, si definimos Bz como el dlgebra de von
Neumann generada por Uaep;Aq, se tiene que la familia (Bg)ges también es
libremente independiente en (A, ¢). Esto nos permite agrupar familias libres
en bloques disjuntos para obtener otras familias libres menos finas. De forma
reciproca, la libertad es una propiedad transitiva. Es decir, familias libres de
familias libres son nuevamente familias libres.

Observacién 2.2 En un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢) es claro
que el estado ¢ (normal, fiel y no necesariamente tracial) desempena el mismo papel
que la esperanza en Probabilidad Clasica. Del mismo modo, dada una subalgebra de
von Neumann B de A, podemos considerar la esperanza condicionada E : A — B de
A en B. Al final del Apéndice B damos una definicién rigurosa. En tal caso, existe
una definicién mds general de la nocién de libertad. Efectivamente, sea (Aq)aca
una familia de subdlgebras de von Neumann de A que contienen a B como una
subélgebra comun. Entonces la familia (A, )qea se llama libremente independiente
sobre E si
E(a1az - am) =0

cuando E(ay) = 0 para todo 1 <k <my a, € Ay, con ag # ag # -+ # ouy,. Esta
nocién guarda una relacién directa con el productos libre de (Ay)aca amalgamado
sobre B, del mismo modo que la libertad respecto del estado ¢ la guarda con el
producto libre habitual. Los productos libres amalgamados asi como esta nocién
de libertad son mucho mas fuertes y tienen gran importancia en muchos de los
resultados que siguen. El lector encontrard en el Apéndice C la construccién de
los productos libres amalgamados. Dicho de un modo muy sencillo, la diferencia
entre ambas formulaciones es similar a la diferencia entre la teoria escalar y la teoria
vectorial, véase el Apéndice C para una exposicién més detallada.

En Probabilidad Clasica, las variables aleatorias gaussianas juegan un papel
esencial. Por regla general se trabaja con familias (74)aea de gaussianas (reales o
complejas) independientes e idénticamente distribuidas con media 0 y varianza 1. En
el contexto de la Probabilidad Libre, el sustituto natural estd dado por la variables
semi-circulares y circulares. Este descubrimiento de Voiculescu se fundamenta en un
destacado teorema limite para matrices aleatorias obtenido por Wigner en 1955. En
dicho resultado, una distribucién de probabilidad juega un papel central. A saber,
la medida de probabilidad en R soportada en [—2,2] que se define como

V4 — s?
dpw(s) = 1[—2,217 ds.
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Diremos que una familia (as)aea de variables aleatorias libres y autoadjuntas en
(A, ¢) forman un sistema semi-circular libre si cada a, estd equipada con la
distribucién de Wigner. En otras palabras, se tiene

ak) = sk d S
ota) = [ (s

para todo k > 0. Los sistemas semi-circulares libres sustituyen en Probabilidad
Libre a los sistemas independientes de gaussianas reales estandar. Ademds, dado un
tal sistema (al,, al)aen con dos variables libres por cada a € A, podemos construir
su complexificacion
aq = L(ag‘ + ial).
V2

Esto es un sistema circular libre y sustituye a los sistemas independientes de
gaussianas complejas estandar. Las variables aleatorias semi-circulares y circulares
también se suelen llamar gaussianas libres por razones obvias. Al igual que las
gaussianas cldsicas, los sistemas semi-circulares/circulares son invariantes por la

accion del grupo ortogonal/unitario de donde se deduce que

2.) |3 dua|, =2 (3 al2).
a€cl ach

Como veremos mas adelante, esta desigualdad es el primer paso en una larga cadena
de desigualdades de tipo Khintchine o Rosenthal. Ademés de la invarianza por
rotaciones, uno de los principales resultados de la teoria es el Teorema Central
del Limite para gaussianas libres, un resultado de Voiculescu que profundiza
en las ideas originales de Wigner, véase [VDN].

Mostramos por tltimo cémo construir sistemas semi-circulares libres de forma
explicita utilizando los operadores de creacién y aniquilacion. Efectivamente, sea H
un espacio de Hilbert cuya dimensién coincide con el cardinal de A. Tdémese por
ejemplo H = l2(A). Definimos el espacio de Fock

F(H) = P Hom,

m>0

donde Hg,, denota el producto tensorial hilbertiano de H consigo mismo m veces
y el término asociado a m = 0 estd generado por el vector vacio 2. Dado £ en
F(H) © CQ, el operador de creaciéon ((§) : F(H) — F(H) esta definido por la
relacién £(&)n = £ @ n. Es decir, si n = Q se tiene £(£)n = £ mientras que si
N=mQRN2R" RNy, obtenemos £(§)n = RN @N2 @+ - Ny, El operador adjunto
se llama operador de aniquilacién y satisface la relacién £(£)*n = 0 paran =Q y
EN=(&n)n® - Qnymparan =m QN2 & -+ @ ny,. El dlgebra B(F(H)) estd
equipada con el estado ¢ determinado por el vector vacio

P(a) = (af2, Q) ren)-
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Dada una base ortonormal (£, )aea del espacio de Hilbert H, definimos la subédlgebra
de von Neumann A del algebra B(F(H)) generada por las variables aleatorias
(wa)aea determinadas por

Weo = g(ga) + E(fa)*'

El sistema (wq)aen es semi-circular libre en el espacio de probabilidad (A, ¢).

Observacién 2.3 FEl estado ¢ es tracial en A. Es decir, para todo a,a2 € A se
tiene que ¢(ajaz2) = ¢(aga1). Sin embargo, es importante observar que ¢ no es

tracial en todo B(F(H)). Efectivamente, ¢(£(£)*0(£)) = (€,&) v ¢(£(£)4(€)*) = 0.

Observacién 2.4 Dado g € [—1, 1], consideramos el producto interior

<‘£1 Q@ Q@&m, MO ® nm/>q = O/ Z qi(ﬂ—)<§17 777r(1)> T <€m7 777r(m)>
TESm

en el espacio de Fock F(H), donde S, denota el grupo simétrico de permutaciones de
m elementos y i(7) es el nimero de inversiones de . En este caso también se pueden
construir operadores de creacién y aniquilacién. La misma construccién que hemos
utilizado antes da lugar en este caso a variables q-gaussianas, véase [BKS, No, Xul]
para mas informacién. Las variables libres se corresponden con el caso ¢ = 0.

2.3 Desigualdades de tipo Khintchine

Sea (€, A, ) un espacio de probabilidad no atémico y sea 1,9, ... una familia de
variables aleatorias independientes de Bernoulli equidistribuidas en £1. Si asi lo
prefiere el lector, podemos tomar €2 el intervalo unidad con la medida de Lebesgue
V €1,€2, ... las funciones de Rademacher

k

ex(w) = sgn(sen(2°mw)).

Dado 0 < p < o0, la desigualdad de Khintchine [Kh| asegura que

([ et ) e, (S ek

donde ahora y en lo que sigue A ~. B denota que ¢ '!A < B < cA. Una manera
de interpretar la desigualdad de Khintchine es la siguiente. Denotemos por KC,
al subespacio cerrado de Ly (€, i) generado por las variables €1, 2, . ... Entonces la
desigualdad de Khintchine muestra que KC,, es isomorfo a f3 con constantes relevantes
controladas por c¢,. Existen otras familias independientes de variables aleatorias
que satisfacen las mismas desigualdades, aunque con constantes diferentes. Por
ejemplo podemos tomar una familia independiente z1, 29, ... de Steinhaus (i.e. zj
estd uniformemente distribuida en el circulo unidad del plano complejo) o una familia
independiente 1,72, ... de gaussianas estandar reales o complejas. En este dltimo
caso y debido a la invarianza por rotaciones mencionada en (2.1), se tiene que

Hka]Lp - ||m||p(Z|Ak\ )
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de manera que el cierre G, en L,(Q, 1) del subespacio generado por ~i,72,... es
isométrico a fo. La desigualdad de Khintchine juega un papel central en diversas
areas del Andlisis. Asi por ejemplo, la desigualdad de Rosenthal [Rol] o la de
Burkholder/Gundy [BG] estén inspiradas por la desigualdad de Khintchine. Entre
otras aplicaciones, estas técnicas probabilisticas son esenciales en la teoria de tipo y
cotipo de Maurey/Pisier [MP] o la geometria de espacios L, [Ro2].

En este apartado estudiaremos generalizaciones de todas estas desigualdades en
el contexto no conmutativo. Para ello, comenzamos reemplazando los coeficientes
escalares A1, Ag, ... por funciones f1, fo, ... en L,(3, v) para cierto espacio de medida
(X, F,v). El teorema de Fubini combinado con la desigualdad de Khintchine nos
asegura que

N[

(2.2) H Zn:fk ®€k‘
k=1

(iw)

Nuestro objetivo es cuantizar dicho resultado. Es decir, queremos reemplazar las
funciones fi, f2,... en Ly(X,v) por operadores ai,ag,... en L,(M,T) para un
algebra de von Neumann M dada y equipada con una traza n.s.f. 7. Aqui no
es necesario asumir que 7 es finita. De hecho, ni siquiera es necesario que 7 sea una
traza, basta trabajar con pesos n.s.f. En todo caso preferimos trabajar con trazas
por simplicidad. Si atendemos a la forma de la ultima desigualdad, el término

HZCL;C®€]€)

k=1

~Y
Cp
)

Ly (20Q,r@u Lp(Z,v) ‘

LP(M®97T®N‘)
deberfa ser comparable a la norma en L,(M,7) de la funcién cuadrado asociada
a los operadores aj,as,...,a,. El problema que surge aqui es que en el contexto

no conmutativo existen dos funciones cuadrado igualmente legitimas. Definimos el
operador funcién cuadrado fila como

Sr(a) = ( Zn: akaz> %
k=1

Similarmente, el operador funcién cuadrado columna se define como

Scla) = ( Zn: a};ak> %
k=1

Observacion 2.5 Notese que ambas sumas son operadores positivos y podemos
asi tomar raices cuadradas. Por otro lado, debido a la no conmutatividad, ambos
operadores no tienen porqué coincidir. Para justificar la terminologia fila/columna
observamos que las sumas arriba empleadas se pueden interpretar como la entrada
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(1,1) de las siguientes matrices n x n

*
n ai -+ ap ap
3 .
E akak = . 9
k=1 "
L A 11
(2.3) - ]
n a>{ ay ai
E apay =
k=1 I an 14

Estas identificaciones no son sélo importantes para justificar nuestra terminologia,
sino que dan pie a unas identidades que seran utilizadas frecuentemente en lo que
sigue. Recordamos que Sp(n) denota la p-clase de Schatten sobre el dlgebra de
matrices M,, equipada con su traza habitual tr. Entonces, si

{eij’ 1§i,j§n}

denota la base canénica de M,,, obtenemos las siguientes igualdades

(e’

I( 00!

Por simetria es claro que ninguna de las dos funciones cuadrado consideradas es
md&s importante que la otra. A la hora de generalizar la desigualdad de Khintchine
en este contexto, esto plantea el problema de construir normas L,, en las que las dos
funciones cuadrado arriba consideradas jueguen el mismo papel. Este problema fue
resuelto por Lust-Piquard [Lu] para 1 < p < ooy por Lust-Piquard/Pisier [LP] para
p = 1. Ambos resultados dieron lugar a lo que hoy se conoce como la desigualdad
de Khintchine no conmutativa y que se enuncia como sigue.

n
= H Z €1k & ak‘ 5
Ly(M,T) 1 Ly (Mp®M tr@T)

(2.4)

n
= ek1 @ ak‘
Ly(M,T) H kZ Ly (Mp @M tr®T)

Teorema 2.6 Sea (M, 7) un dlgebra de von Neumann equipada con una traza n.s.f.
Y sea €1,€9, ... una familia independiente de Bernoullis equidistribuidas en +1 sobre
un espacio de probabilidad (2, A, ). Entonces, dado un exponente 1 < p < 00 y
dados ay,az, ... en Ly(M,T), se cumplen las siguientes desigualdades:

e 5i1<p<2

n

Zak@)é‘k’

k=1

n

)]}

n 1
~  inf H ( bkb*) 2
Ly(MeQrep) P a=bic { kzl k !

e Si2<p<

n
[$anonl

k=1

e (S (S
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Para dar una interpretaciéon adecuada del resultado de Lust-Piquard/Pisier, es
necesario definir los espacios fila y columna R, y C,. Concretamente, R, es el
subespacio de la clase de Schatten S), formado por la matrices con todas sus entradas
nulas salvo quizéds en la primera fila. Si tomamos en cambio entradas no nulas en la
primera columna, obtenemos el espacio C),. En otras palabras

R, = {kakelk\ A € c} c S,

Cp = {Zk)\kekl ‘ A € (C} C Sp.

Noétese que en la terminologia de los espacios de operadores R,/C), y utilizando la
definicién de los espacios L, no conmutativos y vectoriales, las identidades de (2.4)
se pueden reescribir como sigue

ST' a — H e ®a ‘ ’
1S+ (@)l ,; R PR
SC a = H e ®a ‘ :
|Se(a)llp ; MR L ommsey)

Observacion 2.7 En lo que sigue necesitaremos utilizar la estructura de espacios
de operadores de S,. Aunque ya hemos definido estructuras més generales en el
Apartado 1.3 preferimos recordar aqui la definicion en este caso particular. En
primer lugar S, = B({2) estd equipado con una estructura natural de espacio de
operadores. Seguidamente definimos en Sp la estructura que hereda como subespacio
cerrado del espacio de operadores dual B(¢2)*. Finalmente, utilizamos el método de
interpolacién compleja para espacios de operadores [Pil] y definimos

Sp = [500,5’1]%.
Explicamos brevemente la dltima identidad. Lo primero que es necesario notar es
que el par (S, S+ ) forma un par compatible, algo bien conocido. Por otro lado y
segtn [Pil], la identidad de interpolacién de arriba expresa que todas las normas
matriciales de Ruan (que caracterizan univocamente la estructura de espacio de
operadores) vienen dadas por las siguientes isometrias

M (Sp) = [Mm(Soo),Mm(Sl)] 1

Ambos espacios R, y C), son isométricamente isomorfos a f5 para todo exponente
1 < p < oo. Es decir, como espacios de Banach, todos los espacios R, y C, son
indistinguibles. No obstante, si equipamos a R, y C), con la estructura de espacio
de operadores que heredan como subespacios cerrados de S, obtenemos una familia
infinita de espacios de operadores no completamente isomorfos. Efectivamente, si
denotamos por Ry C a los espacios Roo ¥ Coo (como se denotan habitualmente
en la literatura) se tiene que R y C no son completamente isomorfos (de hecho
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son antagdnicos en cierto sentido) y ademds obtenemos las siguientes isometrias
completas

R, =[R,C] y Cp,=I[C,R]

» ’

De hecho, los asi llamados espacios de Hilbert fila y columna R y C son duales
el uno del otro en la categoria de espacios de operadores. En particular, se tiene
que Ry = Ry = Cp y viceversa. Los espacios R, y Cp son piezas esenciales en
Anélisis Arménico No Conmutativo y proporcionan la interpretaciéon adecuada de
la desigualdad de Khintchine no conmutativa. Efectivamente, si denotamos por
ICp, al cierre en Ly (€2, 1) del subespacio generado por nuestra familia de Bernoullis
€1, €9, ... vy utilizamos la nomenclatura del Apartado 1.3, el Teorema 2.6 establece

los siguientes isomorfismos entre espacios de Banach

Ly(M,1:K,) ~ Lp(MaT§Rp)+Lp(MaT§Cp) sil<p<2,

PR TR Ly(M T Ry) N Lpy( M, 7;Cp) 812 < p < o0.
En particular, si tomamos (M, 7) = (B(f2),tr) y atendemos a un resultado bien
conocido de Pisier en la teoria de espacios de operadores [Pi2, Corollary 1.2], la
desigualdad de Khintchine no conmutativa proporciona los siguientes isomorfismos
completos entre espacios de operadores

R,+C, sil<p<2,
(2.5) Ky _Cb{ R,NC, si2<p<oo.

Observacién 2.8 En el isomorfismo completo (2.5), el espacio K, esta obviamente
equipado con la estructura de espacio de operadores que hereda como subespacio
cerrado de L,(f2, ). Por otro lado, si nos fijamos tinicamente en las estructuras
de espacio de Banach a derecha e izquierda, recuperamos el isomorfismo Banach
K, ~ {3 que proporciona la desigualdad de Khintchine clasica.

El Teorema 2.6 utiliza coeficientes en Ly(M,7) y no en C o en L,(3,v), como
nos permite la desigualdad cldsica. No obstante, la variables aleatorias utilizadas
son conmutativas. En nuestros siguientes resultados trabajaremos con variables
no conmutativas. Como veremos, esto da lugar a resultados més profundos. El
equivalente en Probabilidad Libre de la familia de Bernoullis €1, ¢e9,... estd dado
por generadores de un grupo libre. Efectivamente, sea G = Fo, el grupo libre con
generadores g1, go, . . . Escribiremos (A, ¢) para referirnos al espacio de probabilidad
cuantico (VN(G), 7¢) definido en el ejemplo (f) de la Seccién 1, véase (1.2). Dado
que G es el producto libre de infinitas copias de Z, resulta que (A, ¢) es el producto
libre de infinitas copias del espacio de probabilidad

(Lec(T. [ - ).

donde p es la medida de Lebesgue en T = R/Z. Aqui utilizamos (1.3)

G = *nZlGn = (A, ¢> = *nZl (VN(Gn)a T(Gn)

26



donde G,, =Z paratodon > 1y

(WN(Gn),73,) = (Loo('[[‘,,u),/T- d,u).

Por consiguiente, si denotamos por m, : Loo(T, ) — A a la inclusién natural del
n-ésimo factor del producto libre A en si mismo y por Az : Z — B(L2(T, u)) a la
representacion regular a la izquierda de Z dada por

m € Z +— exp(2mim-) € Loo(T, p),

deducimos que la familia de generadores libres

{)\(gn) = m(Az(1)) | n > 1}

forman un sistema de variables aleatorias libres en (A, ¢). Es decir, sustituiremos
independencia estocastica por independencia libre en lo que sigue. Como veremos,
una de las diferencias mas significativas es que las desigualdades de tipo Khintchine
para este tipo de variables satisfacen estimaciones Lo, en contra de lo que ocurre
en el contexto clasico, donde la desigualdad de Khintchine sélo se satisface para
0 < p < ooy las constantes ¢, verifican ¢, ~ ,/p cuando p — 0.

La primera desigualdad de tipo Khintchine para generadores libres se debe a
Leinert [Le], quien demostr6 en 1974 que para una familia dada de escalares y1, 72, . . .
se tiene que

(2.6) HZ% glc)HLmAq5 <Z"Yk’ )

El hecho de que la primera desigualdad de tipo Khintchine (anterior al resultado
de Lust-Piquard/Pisier, aunque con coeficientes escalares) fuese una estimacién Lo,
responde a un fenémeno en Probabilidad Libre, en donde las estimaciones L, para
p < oo son mas complicadas. Esto se debe fundamentalmente a que no se dispone
en la teorfa L, de una representacién en el espacio de Fock, que simplifica mucho
las cosas. La desigualdad de Leinert fue generalizada por Haagerup en [H1], quién
reemplaz6 generadores libres A\(gx) por palabras reducidas de longitud d

/\(gjlgjz e 'gjd)'

Concretamente, dado un entero positivo d, definimos Wy como el subconjunto del
grupo libre G formado por las palabras reducidas de longitud d y W,(d) como el
cierre en Ly(A, ¢) del subespacio generado por A(Wy)

W,(d) = span{)\(w) |we wd} C Ly(A, ¢).

Entonces la desigualdad de Haagerup establece que

(2.7) | 3 ), ~ea (2 1 )

weWy weWy

El resultado de Haagerup para d = 1 recupera la desigualdad de Leinert (2.6).
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Observacién 2.9 Nuestra nocién de palabra reducida es un poco restrictiva pues
habitualmente se permite que aparezcan los inversos de los generadores. Es decir,

palabras de la forma
a1 Qg ag

951 952 " Ija
sin cancelaciones. Con esta definicién de Wy, la desigualdad de Haagerup también
es valida. De hecho, otra nocién posible de palabra reducida es aquella que permite
cualquier combinacién de potencias enteras oy y exige ji # jo # --- # jg. Esta
nocién, que es mas natural en dlgebras A # vN(F,), serd la utilizada en el préximo
apartado donde trabajaremos con variables mas generales.

con qp € *+1

Existen dos maneras de extender este tipo de desigualdades. La primera es
tomar operadores y no escalares como coeficientes, como ya hicimos al formular
la desigualdad de Khintchine no conmutativa. En este contexto, el resultado de
Leinert fue generalizado por Haagerup y Pisier en [HP| mientras que la desigualdad
de Haagerup fue generalizada por Buchholz [Bu]. De este modo, Buchholz obtuvo
un resultado que englobaba de una vez a todas las desigualdades. No obstante, al
igual que con las desigualdades de Leinert y Haagerup, el resultado de Buchholz sélo
estudia estimaciones L,. Este problema ha sido recientemente resuelto en nuestro
trabajo conjunto con Pisier [PP], donde extendemos el resultado de Buchholz para
exponentes arbitrarios 1 < p < co. Puesto que el resultado central de [PP] es el més
general de todos ellos, basta con analizar dicho resultado para entender todos los
anteriores. La segunda forma de extender este tipo de resultados es reemplazar los
generadores libres A(gy) por variables aleatorias libres mas generales. Esta segunda
fase serd principalmente tratada en el siguiente apartado. Aqui sélo explicaremos la
validez del resultado central de [PP] para sistemas semi-circulares/circulares libres,
que se sigue del Teorema Central del Limite de Voiculescu.

Para motivar el resultado de [PP] comenzamos tomando palabras de longitud 1
o generadores. Este caso particular fue analizado por Pisier con anterioridad a [PP]
y su formulacion es casi idéntica a la desigualdad de Khintchine no conmutativa
enunciada en el Teorema 2.6. Efectivamente, dado (M, 7) un espacio de medida no
conmutativo, se tiene para 1 < p < 2

1
. %\ 2
Lp(M®A) - aggfl-c H (U);Nl bwbw)

1
(3 )’
P weW

weW1 1 P
mientras que para 2 < p < oo se obtiene
1 1
| 30 aworw], o ~maxq [ 30 owat)"], (30 aben)”
Lp(M®A) P p
weEW 1 weEW 1 weW1

En otras palabras, argumentando como antes, equipamos a W, (1) con la estructura
de espacio de operadores que hereda de L,(A, ¢). Entonces tomamos M = B({3)
con su traza habitual 7 = tr y deducimos

R,+C, sil<p<2,
Wp(l)_Cb{ R,NC, si2<p<oco.
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Es decir, la diferencia fundamental con el Teorema 2.6 reside en que el isomorfismo
completo sigue siendo vélido para Wy (1), en contra de lo que ocurre con K. La
siguiente cuestién que aparece de forma natural es cémo caracterizar al subespacio

de Ly(A, ¢)

Wy(2) = span{)\(gigj) ‘ i,j > 1}.

Antes de analizar el espacio W, (2), necesitamos aprender a combinar espacios fila
y columna en S,,. Dados dos espacios de operadores X1 y Xo, existe una estructura
de espacio de operadores para el producto tensorial algebraico X; ® Xo que no tiene
contrapunto en la categoria de espacios de Banach. Dicha estructura estd dada
por el producto tensorial de Haagerup X1 ®p Xo. Para una definicién precisa de
dicha estructura, véase el Apéndice A. Aqui sélo nos interesa saber que el producto
tensorial de Haagerup permite factorizar la clase de Schatten S, como C, ®; R,.
En otras palabras, existe una isometria completa

€ij € Sp = e Qe € Cp Qhn Rp.

En lo que sigue también serd necesario trabajar con las versiones finito-dimensionales
de R, y Cp. Es decir, R} y C denotardn los subespacios de Sp(n) con entradas
nulas salvo quizéds en la primera fila/columna. En particular, si S,(n,m) denota la
p-clase de Schatten sobre M, ~ B({3(m), ¢2(n)), se tiene que

Sp(n,m) ~g Cp @1, Ry

Volvamos a nuestro andlisis de W,(2). Maés concretamente, fijado un entero
positivo n, consideramos el subespacio de W,(2) en el que sélo intervienen los n
primeros generadores de G

Wp(n,2) = span{)\(gigj) ’ 1<i,5< n} CWy(2) C Ly(A, ¢).
Sabemos que Wy(n,1) es suma/interseccién de C y Ryj. En W,y(n,2) tenemos n?
variables y la idea es que vamos a obtener sumas/intersecciones de los productos
tensoriales
Ry @ Ry, Ry®,Cy, CJepR;, C)e,Cy.
Nétese que el producto tensorial de Haagerup no conmuta pues

Sp(n) = Cy @y, Ry # Ry @, Cf) = Oy @1, Ry = Sy (n).

Una de las observaciones centrales en [PP] es que el término cruzado Ry @5, C} no
aparece en la desigualdad de Khintchine correspondiente, pues domina (1 < p < 2)
o estd dominado (2 < p < o) por los otros tres. De este modo, podemos resumir la
desigualdad de Khintchine para W,(n,2) como sigue

Ry +(Cpon R +Cp, sil<p<2,
Ry N(Cpay Ry NCY, si2<p< oo,

Wp(n’ 2) b {
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A partir de aqui es mas sencillo generalizar la desigualdad de Khintchine para
polinomios homogéneos de grado d respecto de los generadores libres A(g1), A(g2), - ..
Efectivamente, el siguiente teorema es el resultado principal de [PP] y caracteriza
la estructura de espacio de operadores de

Wp(n,d) = Span{k(gjlgj2 g | 1< < n} C Ly(A, 9).

Consideramos los espacios de operadores

d
Kp(n,d) = ZC;}k ®n R;‘dik para 1<p<2,
k=0

d
Kp(n, d) = ﬂ Cgk ®hn de_k para 2 <p < oc.
k=0

Teorema 2.10 Se tiene que
Wy(n,d) = Kp(n, d)

con constantes independientes den >1 y de 1 < p < oco. Mds concretamente, dado
un espacio de medida no conmutativo (M, T) y una familia A = (aj, jy...j, ) 1<je<n de
operadores en Ly(M, ), la norma

n
J(a) = H Z Aj1ja-ja ® A(gjlng T gjd)

J1,J25eda=1 Lp(M®A,70¢)

se caracteriza como sigue. Para cada 0 < k < d, la familia A de coeficientes se
puede interpretar como una matriz donde los k primeros indices indexan las filas y
los d — k restantes indexan las columnas. Asi definimos

Lp(M,7;Sp(n*,nd=F))

Yk(a) = H <a(j1“‘jk)v(jk+l“‘jd) > ‘

Pues bien, tenemos las siguientes equivalencias
d
e o(a) ~¢, inf{Z%(ak) } a=3 ak} cuando 1 <p < 2.
k=0

e o(a) ~, max {’yo(a),'yl(a), e ,Wd(a)} cuando 2 < p < 0.

Observacion 2.11 El Teorema 2.10 es susceptible de algunas generalizaciones. En
primer lugar, la nocién de palabra reducida se puede cambiar como en la Observacién
2.9 sin consecuencias en el resultado. En segundo lugar, las identificaciones entre
Bernoullis y generadores libres asi como entre gaussianas y variables circulares hacen
suponer que el Teorema 2.10 deberia satisfacerse cuando reemplazamos generadores
libres por variables circulares libres. Efectivamente, la version libre del Teorema
Central del Limite [VDN] es exactamente lo que se necesita aqui. Por tltimo,
resultados similares para g-gaussianas aparecen en el trabajo de Nou [No] y en el
trabajo reciente [JPX] con Junge y Xu.
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Observacién 2.12 La nocién de suma p-ortogonal en espacios L, no conmutativos
v su generalizacién multilineal para familias multi-indexadas estdn muy relacionadas
con los resultados expuestos en este apartado. El lector interesado puede acudir a
[Pa3, Pi3] para mds informacion.

2.4 Desigualdades de tipo Rosenthal

Dado 2 < p < oo y fijado un espacio de probabilidad (2, A, 1), consideramos una
familia fi, fa, ... de variables aleatorias independientes con media 0 en L, (€2, ). En
tal caso, la desigualdad de Rosenthal [Rol] asegura que

([ ] ) ~, (S lstg)” + (3 153)
Q' k=1 k=1

Noétese que la desigualdad de Khintchine se sigue facilmente de la desigualdad de
Rosenthal, al menos (de momento) para 2 < p < co. Motivados por un fenémeno
tipicamente no conmutativo que ya hemos encontrado en el apartado anterior, Junge
y Xu extendieron en [JX1] la desigualdad de Rosenthal al rango de exponentes
1 < p < 2. Efectivamente, dado que el lado derecho de la desigualdad de Rosenthal
es una norma en el espacio intersecciéon L, (€2, u; €p) N Lo(§2, p; £2), es natural que
en el caso 1 < p < 2 nos encontremos con la suma de los espacios duales. Asi
obtenemos las desigualdades

(nf { (Xlgelty)” + (3 esl3) } sil<p<?,

k=1 k=1
2 .
max {(ZHM%)P ) (Z“fk”%) } si2<p<oo.
k=1 k=1

La desigualdad de Rosenthal fue la motivacién de Burkholder para su desigualdad de
martingalas sobre la funcién cuadrado condicional, que sera analizada més adelante
en estas notas. Una de las principales aplicaciones de la desigualdad de Rosenthal
es la construccién de inclusiones entre espacios L, de diferentes exponentes. Esta
relacién, asi como una interpretacion geométrica del resultado de Rosenthal (y otras
generalizaciones) serdn estudiados en los siguientes apartados, tanto en el contexto
cldsico como en el no conmutativo. Desigualdades débiles de tipo (1, 1) que extienden
la desigualdad de Rosenthal se pueden encontrar en [Pa4] o en la Seccién 3.

Ncp
Lp (1)

I

Como ya hicimos en el apartado anterior, nuestro objetivo es estudiar versiones
no conmutativas de la desigualdad de Rosenthal reemplazando coeficientes escalares
por operadores y variables independientes con media 0 por variables libres. Para ello
es importante notar que en [JSZ] se probé que el orden de crecimiento de ¢, (que
no depende de n) cuando p — oo es p/logp. En particular, la desigualdad clésica
de Rosenthal no se satisface en Lo (2, 1). Nuevamente, en contraste directo con la
teorfa cldsica, encontramos la desigualdad de Voiculescu [Vo2] y su extensién con
valores en operadores [Ju3], que se formulan en Ly,. Efectivamente, dada una familia
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A1, Ao, ..., A, de dlgebras de von Neumann equipadas con estados n.f. ©1, @2, ..., ¢n
construimos su producto libre

(A, ¢) = Ki<k<n(Ak, ¢k).

Entonces, dados a; € Ay, a2 € Ag, ..., a, € A, variables con media 0 (i.e. libremente
independientes en A) y by, be, ..., b, € B(H) operadores lineales acotados en cierto
espacio de Hilbert H, la desigualdad de Voiculescu nos asegura que

n
(2.8) H;ak@ka assry ~ S llak @ by za0y

- (S ationnin) ],

k=1
n 1
2
(DS ertaraiypuy) .
B(H)
k=1
Observacion 2.13 Si tomamos coeficientes b1,bs,...,b, escalares, recuperamos
una versién libre de la desigualdad de Rosenthal en L.,. Mas concretamente, si
asumimos por simplicidad que 1, p2,...,p, son traciales, el segundo y el tercer

término colapsan en uno solo que resulta ser el término de variacién cuadratica. El
primer término es obviamente una generalizacién en £, de la p-variacién.

La desigualdad (2.8) la demostré Voiculescu [Vo2] en el caso tracial y escalar
apuntado en la Observacién 2.13 El caso general enunciado en (2.8) lo obtuvo
Junge en [Ju3]. Antes de pasar a resultados méas generales, reescribimos (2.8) en un
lenguaje mas adecuado. Utilizamos la esperanza condicionada E : AQB(H) — B(H)
dada por E(a ® b) = ¢(a)b. En tal caso, las variables o = aj ® b son libres en
A®B(H) respecto de E en el sentido de la Observacién 2.2. En otras palabras,
utilizando el lenguaje de los productos libres amalgamados (Apéndice C), se tiene
que

(ARB(H),E) = %5 (A®B(H), Ey)
con 1 <k <nykE =g, ®idgs). En particular, como las variables aleatorias
aq,Qo, ..., q, pertenecen a factores distintos del producto libre B(H)-amalgamado
de arriba y satisfacen Ej(ay) = 0, son libres y (2.8) se reescribe

+ | (é E (o))
(S ewan)’].

En lo que sigue presentamos el resultado central de [JPX]. Este resultado, al
que nos referiremos como desigualdad de Rosenthal libre, es una generalizaciéon de
la desigualdad de Voiculescu en varios sentidos:

n
2.9 H akH _ ~ sup |loag
(2.9) I P

N|=
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(a)

(b)

(c)

Obtenemos desigualdades L, para todo exponente 1 < p < oo. Nétese que la
desigualdad clésica de Rosenthal no sélo falla en Lo (€2, 1) sino que en esta
ocasién tampoco se satisface en L1 (€2, p). Esto justifica que nuestros resultados
hacen uso esencial de la nocién de libertad.

Trabajamos sobre productos libres amalgamados. Més concretamente, dadas
algebras de von Neumann B C A1, Ag,..., A, con esperanzas condicionadas
E; : Ay — B, trabajaremos sobre

(A,E) = %4 (A, E;) con E:A— B.

Asi, utilizaremos variables aleatorias libres sobre E. En (2.9) ya hemos visto
un caso particular de esta formulacién general tomando las siguientes algebras
y esperanzas condicionadas

(A, Aw BB, Ex) = (ASB(H), AkGB(H), BH): 6 ® ids(r, o1 © idrg )
Una vez hechas estas identificaciones, volvemos a la notacién habitual
(A, A, B;E,Ey) ~ (A, Ay, B;E,Ey).
Si B estd equipado con un estado n.f. ¢, equipamos a A con el estado ¢ = @oE.

Usando la terminologia
(A, E) = 5 (Ax; Ex),

o
una palabra reducida de longitud d tiene la forma aj a;, - - - a;, con a;, € Aj,

Vv j1 # jo # -+ - # jq, mientras que las palabras vacias son los elementos de B.
Asi, un polinomio homogéneo de grado d se escribe en general como

(2.10) a=% > aj(a)ap(@)---aila)

Q€A j1#j2F# - Fla

con aj, (o) € Z\jk y a recorriendo un conjunto finito A. Escribiremos P 4(p, d)
para denotar el cierre en Ly(A, ¢) del subespacio de polinomios homogéneos
de grado d. En particular, P 4(p,0) = L,(B, ). Pues bien, la generalizacién
consiste en permitir polinomios homogéneos de un grado fijo d > 0. Esto ya
se hizo antes en el contexto de los generadores de un grupo libre. En este
caso y en analogia con el caos gaussiano, obtendremos desigualdades de tipo
Rosenthal para el caos libre. El trabajar sobre polinomios homogéneos y no
sobre polinomios arbitrarios (formados por palabras arbitrariamente largas)
es esencial en este contexto, véase [JPX] para més informacién.

Observacién 2.14 La forma general dada en (2.10) para polinomios d-homogéneos
no es del todo correcta en L,(A, ¢) para p finito. Efectivamente, en tal caso hay
que utilizar la densidad dg asociada (Apéndice B) cuando ¢ es no tracial. Nosotros
evitaremos dicha terminologia por la claridad de la presentacién. El lector puede
acudir a [JPX] para una exposicién mas detallada.
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Dado 1 < k < n, consideramos el operador Qi : Pa(p,d) — Pa(p,d) que
colecciona aquellas palabras reducidas que comienzan y finalizan con una letra en
Ar. Maés concretamente, utilizando la forma (2.10), se tiene que

Qk(a) = Z Z ajy (a)ajz () - Qjq ().

Q€A k=j1#Fja=k

Teorema 2.15 Si2 <p<oo yay,a,...,a, € Pa(p,d), tenemos

S e, ~r (3 Ioml)"
Pt k=1
+ (@ i)
k=1

+ | <§ E(Qk(ak)gk(ak)*));Hp.

Observacion 2.16 Un buen ejercicio para el lector es comprobar que el Teorema
2.15 constituye una generalizaciéon de la desigualdad de Rosenthal clasica asi como
de la desigualdad de Voiculescu en los términos descritos arriba en (a), (b) y (c).

Observacién 2.17 Puesto que la nocién de independencia libre es més fuerte que
la de independencia no conmutativa, el Teorema 2.15 para 2 < p < oo y polinomios
homogéneos libres de grado 1 se sigue de la desigualdad de Rosenthal no conmutativa
[JX1, JX4] que trataremos en el Teorema 3.8. No obstante, las constantes obtenidas
de este modo dependen de p y divergen cuando p — oo.

Observacion 2.18 Finalmente, observamos que el Teorema 2.15 se generaliza al
caso 1 < p < 2 facilmente por un argumento de dualidad. De este modo y como viene
siendo habitual, reemplazamos intersecciones por sumas de espacios de Banach,
véase [JPX] para mds detalles.

Nuestro segundo resultado central en este apartado es una formula de reduccion
de longitud para polinomios homogéneos libres en L, (A, ¢). De nuevo necesitamos
fijar algo de notacién. En lo que sigue, A denotara un conjunto de indices finito y
mantendremos nuestra terminologia para A, By E : A — B. También introducimos
la siguiente notacién motivada por la Mecanica Cuantica

| X vaxa@)] = [[( X bE(a@)a(@))s))

N

)

acA a,B8eA D
HZ‘@(@)%(MHP = [[( 3 varE(at@ra@)pe)® .
acA a,B8eA

Por dltimo, dado 1 < k < n consideramos el operador Ly (resp. Ry) en P.4(p,d)
que colecciona las palabras reducidas que comienzan (resp. finalizan) con una letra
en Ag. Asi obtenemos Qk = LRy = RpLy. Escribiremos P 4(d) para referirnos al
espacio P 4(o0,d). El segundo resultado de [JPX] es el siguiente.
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Teorema 2.19 Dado 2 < p < oo, sea xi() € Ly(Ax, ¢a,) con E(zi(a)) = 0 para
cada 1 <k <n y cada o € A. Dado un entero no negativo d, sea wi(a) € P4(d)
tal que Ri(wi(a)) = 0 para todo 1 < k < n y todo o € A. Entonces, se tiene la
equivalencia

| > wple)r(a)], o~

> (@) (wx(@)]| + || X how(a)) ()|
k,a k.«
Similarmente, si Li(wg(a)) =0 tenemos

” %xk(a)wk(a)HLp(A) ~ed? kzc; |xk(a)>wk(a)Hp + H %xk(a)@k(aﬂHp.

Observacion 2.20 Notese que las palabras en el lado izquierdo del Teorema 2.19
son de longitud d + 1 mientras que las que aparecen en el lado derecho tienen
longitudes d y 1 respectivamente. En esto consiste la férmula de reduccién. Nuestra
principal aplicacién de la férmula de reduccién es una desigualdad de Khintchine
generalizada. Efectivamente, del mismo modo que en el Teorema 2.10 sobreviven
los d 4 1 términos no cruzados (recuérdese nuestro analisis para longitud 2) de los
2¢ términos que se producen al iterar la desigualdad de Khintchine no conmutativa
(longitud 1) d veces, el Teorema 2.19 proporciona la desigualdad que hay que iterar
para obtener el resultado deseado, que en este caso produce 2d + 1 términos. Para
més detalles, el lector puede acudir al Teorema C de [JPX].

Observacion 2.21 Si descomponemos un polinomio libre de grado d en sus partes
homogéneas, obtenemos automaticamente generalizaciones triviales de los Teoremas
2.15 y 2.19 para polinomios libres no homogéneos de un grado fijado d. Esta es una
generalizacién que se aplica a muchos otros resultados en [JPX].

2.5 Normas mixtas de variables aleatorias

La desigualdad de Rosenthal clasica y su contrapunto libre motivan un estudio mas
exhaustivo de este tipo de desigualdades y de sus aplicaciones. En este apartado
analizamos una variante més de la desigualdad de Rosenthal, una caracterizacién de
normas mixtas de familias de variables aleatorias independientes/libres. Tomemos
una coleccion finita fi, fo, ..., fn de variables aleatorias independientes en un espacio
de probabilidad (€2, A, ;). Entonces afirmamos que

(S ) ~.

donde £1,¢€9,...,&, es como de costumbre una familia independiente de Bernoullis
equidistribuida en 4+1. Efectivamente, la primera equivalencia se sigue de la forma
que toma la desigualdad de Khintchine en (2.2). Ahora bien, puesto que las f; ®¢ey’s
siguen siendo independientes y tienen media 0 (las fi’s no tienen necesariamente
media 0 pero las €;’s son simétricas), la segunda equivalencia es consecuencia de la
desigualdad de Rosenthal clasica y de la unimodularidad de las € ’s.

n

Sl e, (1) + (o 1513) "
k=1 k=1

k=1
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Ahora es sencillo calcular normas mixtas de la familia f1, fo, ..., fn. A saber, si
tomamos 1 < ¢ < p < oo y definimos g1, ga, . . ., gn por la relacién g = | fx|%/? para
1 < k < n, entonces obtenemos la siguiente identidad para s = 2p/q

(/Q [g’mq}sdﬂ); = (/Q [;nglﬂgdu)i.

Por consiguiente, la equivalencia de antes origina

e (f [ e s {5 [’}

Observacién 2.22 Esto proporciona una realizacién natural de

Tpeg (8, 1) = n%Lp(Q, ©) N ”%Lq(Qv 1)

en Lp(Q,,u;Eg). Ma3s en concreto, si tomamos fi, fo,..., fn copias independientes
de una variable aleatoria f, el lado derecho de (2.11) es la norma de f en el espacio
interseccién J' (€2, 1) v la desigualdad (2.11) genera una inclusién isomorfa

f E jpT,Lq(QMU’) = (flaf?)' . 7fn) E LP(Q”U,’gZ)

Por otro lado, un sencillo argumento de dualidad nos permite también construir una
inclusion isomorfa del espacio IC;’, q,(Q, 1) (que resulta de sumar los espacios duales
de los que aparecen en 7' (€2, 1)) en el espacio Ly (2, j1;€4). A estas alturas, esto
ya no es sorprendente en absoluto.

La version libre de la desigualdad (2.11) es el resultado principal de [JP2]. Puesto
que su formulacion es excesivamente técnica, se sale de nuestros objetivos aqui. Asi
que nos contentaremos con una explicacion informal. En primer lugar, es necesario
notar que no sélo estamos interesados en una versién de (2.11) para variables libres,
sino que ademds buscamos que la inclusién obtenida en la Observacién 2.22 sea
completamente isomorfa. Eso requiere generalizar el espacio 7, (€2, 1) en el contexto
de las variables aleatorias libres y equiparlo con una estructura natural de espacio
de operadores. La sorpresa principal que encontramos es que dicho espacio es el
resultado de intersecar cuatro espacios y no dos como sucede en el contexto clasico,
utilizando los asi llamados espacios L, asimétricos. La primera vez que aparecid
este fenémeno fue cuando estudidbamos el caso ¢ = 1 en [JP1]. Con objeto de
explicarlo, en lugar de acudir a definiciones técnicas, observamos que la desigualdad
de Holder da lugar a L, = LayLop, queriendo decir con ello que la p-norma de f
es el infimo de ||g||2,||7||2p sobre todas las posibles factorizaciones f = gh. Si Ly y
Ly denotan las cuantizaciones fila y columna de L, (ir al Capitulo 1 de [JP2] para
la definicién), la versién para espacios de operadores de la isometria de arriba estd
dada por la isometria completa

_Tr c
L, =L} LS,

36



Asi definimos ) ) ) )
Ty = (L5, nn L) (n2 L, N0 L5, ).

Esto da lugar al espacio interseccion
Jr =nr Ly LS Nn2ta L5 LS Ant 2L} LS (naLj, LS
Pa 2p™2p 2q9™2p 2p™2q 2q¢2q
Observacién 2.23 Como espacios de Banach

5pL5, = Ls = Ly, L5, con 1/s=1/2p+1/2q.

Es maés, utilizando de nuevo la desigualdad de Holder esta claro que

1 1 1
n¥ |1 £lls < max {n | £llp,n 1]

Asi, los términos cruzados del medio desaparecen a nivel de espacios de Banach. No
obstante, sustituyendo escalares por operadores en el contexto de libertad sobre una
subdlgebra de von Neumann, las estimaciones Banach ya no son validas y los cuatro
términos contribuyen significativamente en el resultado.

Observacién 2.24 Fue exactamente la necesidad de entender en profundidad la
estructura natural de espacio de operadores de los espacios L, asimétricos lo que
condujo en [JP2] a introducir los espacios L, amalgamados y también los espacios
L, condicionales. Ambas familias generalizan a una amplia gama de espacios de
funciones no conmutativos que han aparecido en la literatura reciente, véanse los
Capitulos 2, 3 y 4 de [JP2] para mds detalles.

Con objeto de enunciar el resultado principal de [JP2], definimos formalmente
la versién libre del espacio interseccién jp’fq(Q, 1), que ya ha sido descrita antes sin
mucho rigor. Dada un algebra de von Neumann M equipada con un estado n.f. ¢
y dados 1 < g < p < 00, definimos para cada n > 1 el espacio

T c
T M) =[] nvTo Ly(M, ) L5(M, ).
u,v€{2p,2q}

Por otro lado, consideramos el producto libre

(A, ¢) = F1<k<n(Ak ©r)

donde Ay =M B Mparal <k <ny pr:Ar — C es el estado

or(z1,22) = %(90(551) + p(x2)).

Sea m, : A, — A la inclusién natural de A, en A. Entonces, dado un elemento
x € M, escribiremos xj como una abreviacién de 7 (z, —x). Notese que los xp’s
tienen media 0. El resultado principal de [JP2] es como sigue.
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Teorema 2.25 Sea 1 < g <p < o0o. FEl operador

wiz € I (M) = Y ap ® 0 € Ly(A, ¢;£7)

k=1

es un isomorfismo con imagen cb-complementada 1y constantes independientes de n.

Observacion 2.26 Concluimos con alguna nota sobre el Teorema 2.25. En primer
lugar, nuevamente por dualidad podemos caracterizar el caso 1 < p < ¢ < oo sin
mas que reemplazar nuestro espacio interseccion por la suma de los duales, véase
[JP1, JP2] para més detalles. En segundo término y como de costumbre, el Teorema
2.25 para j;g’q(/\/l, ) se sigue gracias a la sustitucién de independencia estocéstica
por independencia libre, pues en el contexto de variables aleatorias clasicas dicho
resultado no es cierto. Ademads, el comentario anterior motiva la pregunta de si el
Teorema 2.25 (excluyendo el caso J% (M, p)) se satisface con independencia no
conmutativa, una nociéon méas débil que la de independencia libre. Dicho resultado
también es cierto, véase [JP1, JP2]. En dltimo lugar, conviene notar que el Teorema
2.25 es el caso mas sencillo del resultado central de [JP2|. Efectivamente, el caso
general se formula en términos de productos libres amalgamados (como ya hicimos
en el Teorema 2.15). Los espacios L, amalgamados y condicionales mencionados
antes provienen de esta formulaciéon més general.

2.6 Lineas de investigacion

Una de las principales aplicaciones de las desigualdades de tipo Khintchine es la
teoria de tipo y cotipo de espacios de Banach, iniciada por Maurey y Pisier [MP] en
1976. Una generalizacion de dicha teoria en la categoria de espacios de operadores
se inici6 en [Pal] estudiando las nociones de tipo y cotipo de Fourier [GMP, GP1]
o de tipo y cotipo de Rademacher y Gauss [GP2, JP1, Pa2]. No obstante, uno
de los resultados de [JP1] evidencia que dicha nocién de tipo y cotipo no permite
generalizar el Teorema de Maurey/Pisier [MP], resultado central de la teoria.

El Teorema de Maurey/Pisier establecié una conexién fortisima entre Anélisis
Arménico y Geometria de Espacios de Banach, pues proporciona una relacién entre
la validez de ciertas desigualdades de tipo Khintchine (tipo y cotipo) con el rango
de p’s para los que el espacio ¢, es finitamente representable en el espacio de Banach
considerado. Una piedra angular en la demostraciéon de dicho resultado fue el uso
de técnicas probabilisticas en la teoria L,. Asi, la primera aportacién se debe a
Bretagnolle, Dacunha-Castelle y Krivine [BDK] en 1966. Ellos construyeron una
inclusiéon isométrica de Ly en L, (1 < p < ¢ < 2) utilizando la representacion
de Lévy-Khintchine de variables aleatorias infinitamente divisibles. Este resultado
fue una motivacién fundamental y el famoso Teorema de Rosenthal [Ro2] se puede
considerar como la siguiente aportacién relevante. Sea (€2, ;1) una espacio de medida.
En su forma maés sencilla, el Teorema de Rosenthal afirma que todo subespacio
reflexivo de L1(2, 1) se incluye isomérficamente en L,(Q,v) para cierto p > 1y
cierta medida absolutamente continua v < p determinada por una densidad de
probabilidad f tal que dv = fdpu.
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Hoy por hoy parece claro que una versién del Teorema de Maurey/Pisier para
espacios de operadores pasa por entender la teoria de inclusiones de espacios L,
no conmutativos en la categoria de espacios de operadores. En este contexto, cabe
mencionar los recientes resultados de [JP3, JP4] en los que se obtienen versiones no
conmutativas de los resultados de Bretagnolle et al. y Rosenthal. Mas en concreto,
el primero de dichos resultados [JP3] se enuncia como sigue.

Inclusién completa de L, en L,. Si1l <p<q<2yM esun dlgebra de von
Neumann cualquiera, existe un dlgebra de von Neumann (suficientemente grande) A
ast como una inclusion completamente isomorfa de Ly(M) en Ly(A), donde ambos
espacios estan equipados con su estructura natural de espacio de operadores. Es
mds, se cumplen las siguientes propiedades

(a) Sidim M = oo, A es necesariamente de tipo III.
(b) Si M es hiperfinita, podemos escoger A hiperfinita.

(c) Si M es QWEP, el dglgebra de von Neumann A se puede tomar QWEP.
El segundo resultado [JP4] es el siguiente.

Teorema de Rosenthal no conmutativo. Sean 1 < p < ¢ < 2 y sea M un
dlgebra de von Neumann o-finita equipada con un estado normal y fiel p. Sea X un
subespacio de Ly(M,p) con tipo de Rademacher q. Entonces existe una inclusion
isomorfa de X en cierto L, para todo indice r en (p,q). Mds en concreto, existe una
inclusion isomorfa u : X — L.(M,¢) @ L.(M, @) (con ¢ un estado normal y fiel
en M) tal que, si m y mo denotan las proyecciones coordenadas y dg es la densidad
asociada a ¢, todo x € X satisface

1_1 1_1

dy Tm(u(:v))—i—m(u(ac))dg r
5 )

xr =

El primer resultado esta formulado en la categoria de espacios de operadores. Si
sélo trabajamos en la categoria de espacios de Banach, el correspondiente resultado
fue obtenido en [Jul]. Nétese que la diferencia entre ambas categorias es notable en
este contexto. Efectivamente, el apartado (a) nos asegura que si queremos construir
un cb-embedding (inclusién completamente isomorfa entre espacios de operadores)
de /4 en cierto espacio L,, dicho espacio se tiene que construir sobre un algebra de
tipo III!! Esto entra en contraste directo con los resultados cldsicos, que usan la
categoria de espacios de Banach. Por ultimo, cabe mencionar que el caso particular
que toma (p,q) = (1,2) es un resultado reciente de Junge [Ju3].

El segundo resultado estd formulado en la categoria de espacios de Banach. La
generalizacién de dicho resultado para espacios de operadores seria fundamental en
la tarea de generalizar el Teorema de Maurey/Pisier. La demostraciéon de ambos
resultados se basa principalmente en el método desarrollado en [JP2] para estudiar
normas mixtas de variables aleatorias libres.
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Por dltimo y sin que guarde ninguna relacién con lo anterior, cabe mencionar
que la desigualdad de Khintchine clasica tiene validez para 0 < p < oo, mientras
que la extensién no conmutativa y sus generalizaciones a variables aleatorias libres
sélo se han estudiado para 1 < p < co y también para p = oo en el caso de variables
aleatorias libres. Esto sugiere el problema de encontrar una extensién natural para
0 < p < 1 de las desigualdades de tipo Khintchine estudiadas. Hoy por hoy no
existe ningun progreso en esta linea.
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3 Desigualdades de martingalas no conmutativas

Estudiamos ahora las desigualdades recientes de martingalas no conmutativas. Una
de nuestras referencias principales aqui serd la excelente exposicién de Xu [Xul]
que incluye casi todos los resultados obtenidos hasta la fecha. Aqui recogemos
también los recientes progresos obtenidos tras la publicacién del trabajo de Xu. En
lo que sigue, trabajaremos sobre espacios de probabilidad no conmutativos (M, 7)
formados por un algebra de von Neumann finita M equipada con un estado tracial
7 normal y fiel. La mayor parte de nuestros resultados son ciertos también sobre
estados no traciales o incluso sobre algebras de von Neumann no finitas. No obstante
eludiremos tales generalidades (que se pueden encontrar en las referencias de los
resultados originales que daremos a lo largo del texto) para mayor claridad.

Consideramos ahora una subélgebra de von Neumann N del dlgebra M. Es
decir, una *-subdlgebra con la identidad 1 de M que es cerrada en la topologia
débil de operadores. Entonces la restriccién 7),, de 7 a N es un estado tracial n.f.
que también denotaremos por 7. Por otro lado, es claro que

Ly(N,7) — Ly(M,T)

de forma isométrica. Entonces, dada la inclusién natural j : Ly (N, 7) — L1(M, 1),
podemos considerar el operador adjunto E : M — N. Es sencillo comprobar que el
operador E satisface las siguientes propiedades [Ta3]

(a) E es una proyeccion contractiva.

(b

)
) E preserva la traza: ToE =T.

(c) E es positiva: x € My = E(z) > 0.

(d) E es bimodular: E(axb) = aE(x)b para a,b € Ny x € M.

Se puede probar que un operador con semejantes propiedades es tinico y como el
lector habra podido imaginar, el operador E se llama esperanza condicionada
de M sobre . La esperanza condicionada se puede extender por densidad a un
operador E : L,(M,7) — L,(N,7) para 1 < p < co. En este contexto més general
E es una proyeccion contractiva que conserva las propiedades (b), (c) y la siguiente
forma generalizada de (d). Sia € L,(N,7), b € L,(N,7) y © € L,(M,T) con
1/u+1/p+1/v=1/q <1, entonces se tiene

E(axb) = aE(x)b € Ly(N, 7).

Por otro lado, al igual que en el caso conmutativo, la esperanza condicionada
debe suponer una generalizacién del concepto esperanza o estado. Asi aparecen
las nociones de normalidad y fidelidad de una esperanza condicionada, que son
importantes en ciertos contextos. Un estudio algo mas detallado de la esperanza
condicionada incluyendo el caso no tracial, se puede encontrar al final del Apéndice
B. Para un anilisis de la esperanza condicionada sobre los espacios L,(M,T) con
0 < p < 1, véase el Teorema 7.1 de [JX1].
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Una filtracién de M es una sucesién creciente (My,),>1 de subélgebras de von
Neumann de M, tales que su unién es w*-densa en M. Si denotamos por E, a la
esperanza condicionada de M en M,,, observamos que

EnoEnp1 vy Eny10E,

son también esperanzas condicionadas de M en M,,. De modo que por unicidad se
obtienen las identidades E,, o E,,;1 = E,, = E; 41 0 E,. Definimos una martingala
no conmutativa respecto de la filtracién (M,,),>1 como una sucesién z = (2 )n>1
en L1(M, 1) que satisface

E.(zpnt1) = x, paratodo n > 1.

Si ademés los x,’s estan en L,(M, ), decimos que x es una Ly-martingala no
conmutativa y anadimos que z estd acotada en L,(M, 7) cuando ||z||, = sup,, ||zxs|p
es finito. Ademas, observando que E,, es un operador contractivo, deducimos que la
sucesion ||z, es no decreciente por lo que

lelly = Tim [,

Dado 1 < p < oo y dado un elemento zo € Ly(M,7), la sucesién (xy,)n>1
definida por z, = E, (2~ ) es una martingala acotada en L,(M,T) y que converge a
Too €n norma si 1 < p < co. Efectivamente, la afirmacién es trivial cuando

Too € U L,(My,T)

n>1

puesto que en ese caso la sucesién (zp)n,>1 es constante a partir de un momento
dado. El caso general se sigue por densidad. Reciprocamente, dado 1 < p < o0
y una martingala (z,),>1 acotada en L,(M, 1), existe cierto zo € Ly(M,7) tal
que z, = Ep(2s) — oo en Lp(M,7) cuando n — oo. Efectivamente, puesto
que L,(M,T) es un espacio dual y la bola unidad es débilmente compacta por el
teorema de Banach-Alaoglu, existe una subsucesion de (z,),>1 que converge a cierto
Zoo € Lp(M, T) en dicha topologia. Esto nos lleva a que x,, = E,,(2) y a la igualdad

T fznllp = 2l

Por consiguiente, puesto que L,(M,T) es uniformemente convexo para 1 < p < oo
deducimos que (zy,),>1 converge a To, en L,(M, 7). En definitiva, en virtud de la
discusién anterior, dado 1 < p < oo podemos identificar el espacio de martingalas
acotadas en L,(M, ) con L,(M, ) propiamente dicho.

Observacién 3.1 De acuerdo con la teoria clasica, también es de esperar que
Li(M, 1) se identifique con las martingalas uniformemente integrables. FEsto se
demostr6 en [PX1] utilizando la siguiente definicién de integrabilidad uniforme. Un
subconjunto K de L;(M, 7) es uniformemente integrable si es acotado y para
toda sucesién decreciente de proyecciones pi, po, . .. convergente a 0 en Ly (M, 7), se
tiene que

nango sup {Hpnxpnﬂl ‘ T € K} = 0.
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Dada una martingala no conmutativa = (z,)p>1, la sucesién dx = (dzg)r>1
de diferencias de martingala se define por dxy = xp — rp_1 paratodo k> 1y
con la convencién de que g = 0. Como es bien sabido, esto da lugar a otra forma
de caracterizar las martingalas. Una sucesion (z,),>1 es una martingala respecto
de la filtracién (M,,),>1 cuando su sucesién de diferencias (dzy)r>1 estd adaptada
a la filtracion y satisface

Ex_1(dxg) =0 paratodo k > 2.

Consideramos ahora algunos ejemplos de martingalas no conmutativas que se
corresponden con los ejemplos sobre espacios L, no conmutativos que se consideran
en la Seccién 1:

()

(b)

(c)

Martingalas clasicas. Dada un algebra de von Neumann M finita y abeliana
equipada con una traza normalizada 7 y una filtraciéon (M,,),>1 de M, existe
un espacio de probabilidad (€2, A, p) asi como una sucesién creciente (Ay,)n>1
de o-subdlgebras de A tales que

LP(M7 T) = Lp(Qa A> ,u) y Lp(an T) = LP(Qv -Ana M)
para todo n > 1. Asi, las martingalas cldsicas aparecen como caso particular.

Martingalas semi-conmutativas. Sea (2,4, 1) un espacio de probabilidad
y tomemos N7 = L (€2, 1) equipada con la traza vy = fQ-d,u. Sea (N2, 12)
otro espacio de probabilidad no conmutativo. Dada (A;),>1 una filtracién
creciente de o-subélgebras de A, consideramos la filtracién

(Mos) = (Loel g o), [

Q

va() dp),

de
(M,7) = (N1®N2,V1 ®I/2) = (LOO(Q,A, M;N2),/QI/g<-)du>.

En este caso, las esperanzas condicionadas estdn dadas por E, = E, ® idn,
donde E,, denota la esperanza en 2 condicionada a la o-subalgebra A,,. Una
vez mas, en esta situacion se transforman las martingalas no conmutativas en
martingalas conmutativas con valores vectoriales.

Martingalas finitas. En el caso de las clases de Schatten no existe una traza
finita natural a menos que tratemos con clases finito-dimensionales Sp(n),
donde podemos considerar la traza o, = %tr. Puesto que trabajamos sobre
un espacio de dimensién finita, las filtraciones y por ende las martingalas
resultantes serdn finitas. Una filtracién natural se obtiene tomando (Mg, oy,)
la subalgebra de matrices n X n con entradas nulas en las n — k ultimas filas y
columnas (i.e. el soporte es la esquina k x k superior izquierda). Esta eleccién
es muy util a la hora de obtener contraejemplos. Efectivamente, si queremos
ver que alguna propiedad no se cumple para martingalas no conmutativas, este
es el primer caso que uno tiene que comprobar, véase [JX2].
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(d)

(e)

(f)

Martingalas diadicas. Dada una familia e1,€9,... de v.a. de Bernoulli
independientes con funcién de masa equidistribuida en +1, las martingalas
diddicas se construyen sobre la filtracion dada por

.An = 0'(61762,...,&‘”).

Puesto que se trata de uno de los ejemplos mas relevantes de martingalas, es
interesante saber como construir ‘martingalas diadicas no conmutativas’. En
este caso tomamos el factor hiperfinito 111, definido mas arriba y equipado con
la filtracion

(Rp,7) = ® (Mo, Tin)

m<n

con (M, Tm) = (Ma, 09) para todo m,n > 1. Aqui R, se incluye en el factor
hiperfinito R identificando a1 ® - --®a, con a1 @ -+ - R a, ®1®@1---. Ademas,
la esperanza condicionada E,, : R — R, estd completamente determinada por

T
En(a1®--~®ar®1®1~-)=( 11 UQ(Gk))G1®"'®an®1®1"'
k=n-+1

para 1 < n < r. Esta construccién se generaliza de manera natural cuando
consideramos productos tensoriales arbitrarios de espacios de probabilidad no
conmutativos (N, vy,), véase e.g. [Xul].

Martingalas sobre grupos discretos. Dado G un grupo discreto y (Gp)n>1
una familia creciente de subgrupos de G tales que |J,, G, = G, definimos el
espacio de probabilidad no conmutativo (M, 1) = (VN(G), 7¢) equipado con la
filtracién (M,,, 7) = (VN(G,), 7¢). La esperanza condicionada E,, : M — M,
sobre combinaciones lineales finitas de generadores esta dada por

En<2ag)\(g)) = Z agA(g).

geG 9€Gp

Martingalas libres. Tomamos
(M7T) = *nzl(-/\/na Vn) y (Mnﬂ-) = *mSn(Nma Vm)~

Es decir, en este caso procedemos de forma similar al caso de las martingalas
diadicas, pero sustituyendo productos tensoriales por productos libres. Por
otro lado, la esperanza condicionada E, : M — M, estd determinada como
sigue. Sea x;,xj, - - -z, una palabra reducida (i.e. j1 # -+ # jm v xj, € Nj,
con media 0), entonces

E”(lex]é T xjm) =0

a menos que max(ji, jo, . .., jm) < n, en cuyo caso E,, deja invariante la palabra
xjTj, - Tj,,. Puesto que el producto libre M estd generado por la identidad
1 (que queda fijada por E, para todo n > 1) y las palabras reducidas, esta
definicién determina E,, por completo.
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(g) Martingalas ¢-deformadas. Véase [Xul].

A continuacién nos centramos en la teoria de desigualdades de martingalas no
conmutativas. Es decir, la versién no conmutativa de la teoria desarrollada por
Burkholder, Davis, Doob y Gundy entre otros entre los afios 50 y 70. Como es
bien conocido, los resultados mencionados tienen una fuerte conexién con el Analisis
Arménico y més en particular con la teoria de Integrales Singulares desarrollada por
Calderon y Zygmund. Como hemos indicado al comienzo de estas notas, cabe pensar
que las técnicas desarrolladas en martingalas no conmutativas sean la antesala de
una teoria de Calderdén-Zygmund no conmutativa.

El primer resultado sobre martingalas no conmutativas se remonta a 1971 con el
trabajo de Cuculescu [Cu], quién obtuvo una extensién al contexto no conmutativo
de la desigualdad maximal de Doob de tipo débil (1,1). Después del trabajo de
Cuculescu, las desigualdades de martingalas no conmutativas entraron en un periodo
de relativa calma hasta el trabajo de Pisier y Xu [PX1] en 1997, a partir del cual
han alcanzado un espectacular desarrollo. Este largo paréntesis sin progresos en la
teoria se explica fundamentalmente por el hecho de que las técnicas clasicas como
las funciones mazimales, los tiempos de parada, etc... ya no tienen cabida en el
contexto no conmutativo. De este modo, transferir los resultados clasicos al contexto
no conmutativo es por lo general altamente no trivial y require técnicas adicionales
del Anélisis Funcional y la Combinatoria. No obstante, la teoria ha alcanzado hoy
por hoy un punto satisfactorio de madurez y muchas de las desigualdades clasicas
han sido transferidas con éxito al contexto no conmutativo.

3.1 El maximal de Doob

Dado 1 < p < oo, un espacio de probabilidad (£, A, x) y una martingala f = (f,,)n>1
acotada en L, (), 1) respecto de cierta sucesién Ay, As, ... de o-subélgebras de A,
la desigualdad maximal de Doob [Do] nos asegura que

a0 ([ r@raw)” g i (] inerdm)”

En otras palabras, tenemos

L7l < Gpll fllps

donde la funcion mazimal de Doob f* se define como

[ (w) = sup [ fn(w)].

n>1

Aqui la mejor constante ¢, crece como (p — 1)~! cuando p — 1. Por supuesto, la
desigualdad (3.1) es falsa para p = 1. En todo caso, tenemos un sustituto que esté
dado por la siguiente desigualdad de tipo débil (1,1)

(3.2) sup Ma{f* > A} < lim / )| dps() = [ f]1.
A>0 n—oo o
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Al intentar extender estas desigualdades al contexto no conmutativo, la primera
dificultad que uno encuentra es cémo formular un andlogo no conmutativo de la
funciéon maximal. Efectivamente, dados dos operadores a y b en un espacio de Hilbert
H y como ya hemos senialado en la Seccién 1, la expresién max(a, b) no tienen ningin
sentido. No obstante, en lugar de considerar la cota superior minima podemos
buscar una cota superior que desempetie la funcién que necesitamos. Comenzamos
con la desigualdad débil de Cuculescu [Cu].

Teorema 3.2 Dado un espacio de probabilidad no conmutativo (M, 1) y dada una
martingala © = (zy)n>1 acotada en L1(M,T), existe para todo X\ > 0 una proyeccion
q(X) € M que satisface

Af|z[|y

Hq()\)an()\)Hoo <X paratodon>1 y 7(1—q(N)) < N

Es muy sencillo justificar por qué el resultado de Cuculescu es una generalizacién
no conmutativa de la desigualdad maximal de Doob de tipo débil (1,1). Basta con
recordar que las proyecciones se corresponden en el caso clasico con las funciones
caracteristicas. De manera que la proyeccién g(\) se corresponde con la funcién
caracteristica del conjunto

{sup|fu(w)] <2}
n>1
Asi, una nueva lectura del Teorema 3.2 conduce en este caso a (3.2). Puesto que la
prueba de este resultado es muy sencilla y muestra algunas técnicas habituales en
la teoria, la incluimos aqui. En primer lugar, todo operador x se escribe como

* 1 *
(z+z )+1Z(a:—x ).

xTr =

N =

Las partes real e imaginaria son ahora operadores autoadjuntos y, utilizando teoria
espectral, podemos escribirlos como la diferencia entre dos operadores positivos. En
definitiva, todo operador x se escribe como una combinacion lineal

(@—0b)+i(c—d)

de operadores positivos. Si aplicamos esto a cada x,,, obtenemos una descomposicién
de la martingala © = (z,),>1 en cuatro martingalas positivas. Efectivamente, el
hecho de que las sucesiones resultantes son martingalas se sigue de la descomposicién
de Krickeberg para martingalas no conmutativas, demostrada en [Cu]. De este
modo, basta probar el Teorema 3.2 para martingalas positivas y con constante 1 en
lugar de 4. Ahora definimos inductivamente una sucesién ¢(A)o, g(A)1,g(N)2,... de
proyecciones tomando g(\)p = 1 y las resoluciones espectrales

q(N)n = q()‘)n—IX[O,)\} (QO\)n—lan()‘)n—l) = X[0,A] (Q()‘)n—lan(/\)n—l)q()‘)n—l~

Entonces tomamos



la proyeccién cuyo rango es el resultado de intersecar los rangos de ¢(\),, paran > 1.
Noétese que g(A\), € M, y que la sucesién (g(\)n)n>1 es decreciente. Veamos que
q(X) es la proyeccion deseada. Por un lado tenemos

Q()\)nan(/\)n = Q(A)n (Q(/\)n—l«xHQ(A)n—l)Q(/\)n < )\Q()\)n

Por consiguiente, obtenemos

a(N)zng(A) = q¢(N) (¢(N)nzng(N)n)g(X) < Ag(A) < AL

De aqui se sigue la primera parte del Teorema 3.2. Para la segunda observamos que

AT(1—q(N) _)\Z Ni—1 — q(A —AZ

donde p(A)x = ¢(A)g—1 — ¢(A\)g es una proyeccién dado que la sucesién de ¢’s es
decreciente. Por otro lado, segtn la definicién de ¢(\)g, sabemos que el espectro del
operador p(A)kq(A)k—12kq(A)k—1p(N\)x estd contenido en (A, 00). Esto nos lleva a la
desigualdad

PO ()17 (Vs )Pk = ;PN )ap (Vi

>| =

PNk =p(\)i <

De aqui se deduce que

M=

AT(1—q(N),) < T(Ek (p(A)k:l'np()‘)k))

B
Il
—

I
NE

7 (P(A)kznp(N)k)

e
Il
—

M=

< T (p()\)kxnp()\)k) + T(Q(A)nano‘)n) = 7(n).

B
Il
—

La prueba se concluye haciendo n — co. Observamos aqui que en [PR] se da una
construccion similar (¢(\),)n>0 partiendo de una martingala (x,),>1 autoadjunta
no necesariamente positiva. Esto completa el estudio de la desigualdad débil.

Nos centramos ahora en la generalizacién no conmutativa de la desigualdad
maximal fuerte (3.1). En el caso de la desigualdad de tipo débil (1, 1) hemos sorteado
la imposibilidad de construir una funcién maximal con la ingeniosa construccion de
Cuculescu. Pero la desigualdad débil sélo exige conocer donde la funcién maximal
se comporta mal y estimar la medida de dicho conjunto. En la desigualdad fuerte
necesitamos ser algo mas agudos. Puesto que no podemos construir la funcién
maximal, observamos que podemos reescribir la parte izquierda de (3.1) como sigue

/f )P dp(w ) _H(flvfz’f?”‘")HLp(Q,u;foo)'
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Es decir, utilizando el espacio con valores vectoriales L, (2, u1; () evitamos hacer
uso de la funcién maximal en (3.1). Inspirado por la teoria de espacios L,(M, 7;X)
desarrollada por Pisier [Pi2] y descrita en la Seccién 1, Junge explotd esta idea para
obtener la desigualdad de Doob no conmutativa. Como hemos indicado antes, es
dificil dar expresiones explicitas de la norma en L,(M,7;X). No obstante, en el
caso en el que X = /o, Junge [Ju2] obtuvo la siguiente caracterizaciéon

Ly(M, 7;log) = Lop(M, T)ls (LOO(M, T))LQP(M, T).

En otras palabras, dado « = (x1,22,...) € L,(M, 7;{x) se tiene que
ol ity = 0 {1y (500 o)l | 0 = ).
n>

donde el infimo recorre todas las factorizaciones de x en la forma (z,) = a(y,)b con
a,b € Lop(M,7) e (yn) € loo(Loo(M,7)). Un andlisis mucho mds general de este
tipo de expresiones explicitas para normas L, vectoriales se puede encontrar en la
primera mitad de [JP2]. Presentamos ahora el resultado de Junge [Ju2].

Teorema 3.3 Dado 1 < p < 0o, un espacio de probabilidad no conmutativo (M, T)
y dada una martingala v = (zp)p>1 acotada en L,(M,T), existen a,b € Lap(M,T)
e (Yn)n>1 C M tales que

2 = aynb, lallzpllbllep < p [2llp,  Ngnlloo <1 para todo n > 1.

En otras palabras, se tiene que

“(961,%2,5637 - ‘)HLP(M,T;foo) < lzllp-

Para (M, 7) un espacio de probabilidad cldsico/conmutativo, recuperamos la
desigualdad de Doob clésica (3.1). Cuando x es una martingala positiva se pueden
tomar a, b e y, positivos. Es mas, se puede escoger una factorizacién con a = b. De
este modo se deduce del resultado de Junge que z,, estd uniformemente acotado por
a? € Ly(M, ) y que a? satisface la desigualdad

la®]lp < pllllp.

Es decir, en el caso de martingalas positivas es mds transparente la relacion entre los
mundos conmutativo y no conmutativo. La demostracién original de Junge [Ju2]
se apoya fuertemente en la teoria de mddulos de Hilbert [La] y resulta bastante
compleja. Una demostracién casi automatica se obtiene utilizando un resultado
muy profundo [JX3] sobre interpolacién real de espacios L,(M, 7). Esto permite
obtener el Teorema 3.3 a partir del resultado de Cuculescu y el caso trivial para
p = 0o. Ademads, esta nueva demostracion permite obtener el orden de crecimiento
6ptimo de la constant -,

Y~ (p—1)"% cuando p— 1.
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Es decir, v, se comporta como 52 donde J,, es la constante en la desigualdad de Doob
clésica, véase [JX2, Xul] para una exposicién mas detallada. Por ltimo concluimos
observando que las técnicas de Cuculescu y Junge en sus respectivos trabajos nos
conducen a un conocimiento mucho més depurado de la nocién de operador mazximal
no conmutativo. Esto se ha explotado recientemente en [JX3] para obtener versiones
no conmutativas de teoremas ergddicos maximales.

3.2 Las funciones cuadrado

Dado 1 < p < oo, un espacio de probabilidad (€2, .4, u) y una martingala f1, fo,...
acotada en L,(Q, 1), la desigualdad de Burkholder-Gundy [BG] proporciona
la siguiente equivalencia de normas

(33 im ([ 1) ) ~e, ( [ SO0Pdu0))"

n—oo

En otras palabras, se tiene que

o, IS(Hlp < 1fllp < &lIS(H)lp,

donde la funcion cuadrado S(f) asociada se define como

o0

S(H)w) = (X ldu(w)P)

k=1

N

El espacio de Hardy de martingalas H,(€2, ) es el espacio de las martingalas en
L,(£2, 1) cuya funcién cuadrado estd en L,(€2, u) (otra definicién equivalente usa el
maximal de Doob) y con la norma dada por la expresién

by = ( [ [kildka]gdu>’l’.
=1

La desigualdad de Burkholder-Gundy para martingalas no conmutativas [PX1]
supuso el renacimiento de la teoria a finales de los anos 90. Antes de enunciar
dicho resultado, definimos los espacios de Hardy para martingalas no conmutativas
Hp(M, 1), introducidos en [PX1]. Dados 1 < p < ooy « = (z1,22,...,2,) una
martingala finita en L,(M, 1), las funciones cuadrado fila y columna asociadas a x
se definen como ya lo hicimos en la Seccién 2

Sp(z) = (Zdwkdx;g)% vy Sc(z) = (de,tdxaé

Entonces definimos

el = || (S dodi) | = | 3w @

k>1 L

LP(M77—§RP)’
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Lp(M,7:Cp)

1
lellpgann = | (D daida) *| = |2 exr @ da
>1 P E>1

Esto proporciona dos normas en el espacio de las martingalas finitas. Los espacios
de Hardy fila y columna se definen como las correspondientes completaciones y los
denotaremos por Hy(M,7) y H;(M,7) respectivamente. El espacio de Hardy
de martingalas no conmutativas H, (M, 7) se define entonces como sigue

 HpM,T) + HE(M,T), sil<p<2
'Hp(./\/lﬂ') - { H;(M,T) ﬂHg(M,T), si2 <p< oo

Las normas que asi se obtienen son

e Sil<p<?2

Il = nf {1l o) + 2l |-
e Si2<p<

eyt = max {albggrin s ol |-

Esto sigue una analogia completa con la desigualdad de Khintchine no conmutativa
[Lu, LP]. La versién no conmutativa de la desigualdad (3.3) de Burkholder-Gundy
es el resultado principal del trabajo de Pisier y Xu [PX1].

Teorema 3.4 El espacio de Hardy H,(M,T) es isomorfo a L,(M,T) para todo
1 < p < oo. Concretamente, existen constantes positivas oy, y 3, que dependen sélo
de p y tal que cualquier martingala x acotada en L,(M,T) satisface

-1
a, Nzl ) < 2l < Bpllzllrg, (-
Concluimos este apartado con una serie de observaciones:

(a) Sea g1,¢2,... una martingala acotada en L, (2, ) y sea €1, €2, ... una familia
de Bernoullis en [0, 1] independientes y equidistribuidas en 1. En ese caso, las
funciones df; = dgp ®¢}, son diferencias de martingalas respecto de la filtracién
(A, ®Bjp1))n>1 donde g es una martingala adaptada a (A )n>1y Bjg,1) denota
la o-algebra de Borel. Entonces, las desigualdades de Burkholder-Gundy nos
ofrecen la forma (2.2) de la desigualdad de Khintchine con valores en L, (2, 1)

L5 (o0

E>1
Del mismo modo, la desigualdad de Burkholder-Gundy no conmutativa nos
lleva a la desigualdad de Khintchine no conmutativa [Lu, LP]. Por supuesto
con la salvedad de que ¢, — oo cuando p — 1, a diferencia de lo que ocurre
con la desigualdad de Khintchine.

Lp(Q,p)
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(b) Hoy en dia existen al menos tres demostraciones distintas del resultado de
Pisier y Xu. La prueba original utiliza como ingrediente principal, una versién
no conmutativa de la desigualdad de Stein [St]. Esta prueba fue extendida al
caso no tracial en [JX1]. Las otras dos se deben a Randrianantoanina. La
primera [Ral] combina las desigualdades de Khintchine no conmutativas con
su acotacion débil (1,1) de las transformadas de martingalas no conmutativas
(ver mas abajo). La segunda se obtiene por interpolacién real desde la versién
débil (1,1) de la desigualdad de Burkholder-Gundy [Ra2]. Estas dos tultimas
se simplifican mucho utilizando la descomposicion de Gundy para martingalas
no conmutativas [PR]. Consideramos que la prueba mas sencilla se obtiene
por este camino. Mas adelante daremos mas detalles.

(c) Los drdenes de crecimiento de las constantes éptimas «a;, y 3, se han estudiado
n [JX1, JX2, Pi3, Ral, Ra2|. Se tiene que (3, ~ p cuando p — 1 y cuando
p — oo mientras que o, ~ (p — 1)_1 cuando p — 1y o ~ p cuando p — oo.
Todos estos érdenes de crecimiento coinciden con los que se obtienen en el caso
conmutativo con la salvedad de ay, que crece como /p cuando p — oo en el
caso conmutativo. Por otro lado, puesto que (3, estd acotado a medida que
p — 1, es razonable pensar que la segunda desigualdad del Teorema 3.4 sea
cierta para p = 1. Efectivamente asi es. No obstante, la primera desigualdad
no es cierta en ese caso y se reemplaza por una desigualdad de tipo débil (1,1)

de la que hablaremos més abajo.

(d) En [PX1] también se construye una versién no conmutativa del espacio BMO
de martingalas y se demuestra la versién del teorema de dualidad de Fefferman
[Fe] para martingalas no conmutativas, que asegura que el dual de H; (M, 7)
es el espacio BMO(M, 1), acudir a [PX1] para mas detalles.

3.3 Las funciones cuadrado condicionales

La funcién cuadrado condicional fue introducida por Burkholder [Br] en un intento
de generalizar la desigualdad de Rosenthal para diferencias de martingalas. Junge y
Xu han generalizado en [JX1] dicha desigualdad al contexto no conmutativo. Como
siempre, comenzamos por recordar la desigualdad clésica. Sea (2, .4, 1) un espacio
de probabilidad y (A )n,>1 una filtracién con esperanzas condicionadas

En:Lp(Q2A 1) — Lp(R2, Ap, ).

Asumiremos también en lo que sigue la convencién Eg = 0. Dado 2 < p < 0oy
f = (fn)n>1 una martingala acotada en L,(€2, 1), la desigualdad de Burkholder
[Br| nos asegura que

B4 1l e, (] Sena(F)w) )" + Z /!dfk )V du(w) )

En otras palabras, se tiene que

3=

G 1Sl < [Sena), + (30, Nills)” < mpll s
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donde la funcion cuadrado condicional Senq(f) se define como

Sena(f (ZEk 1(|dfl?) (w ))é

La generalizacién no conmutativa de (3.4) se debe a Junge y Xu [JX1].

Teorema 3.5 Dado un espacio de probabilidad no conmutativo (M, 1) y dada una
martingala © = (zp)pn>1 acotada en L,(M,T) para cierto exponente 2 < p < 0o, se
tiene que existen constantes positivas p, y VP, tales que

Py lzllp < Spena(@) < pll|lp,

donde Sy cnda(x) toma la forma

Spena(w) = (3 dslg)” (St )’

k>1

—i—H(ZEk 1(|dz;?) )é

Observacién 3.6 Si reemplazamos Sy, cnd(z) por

ol (i)’ (S s, (S ]

k>1

donde el infimo recorre las descomposiciones de = en una suma x = a + 3 + 7y
de martingalas en L,(M,7), entonces el Teorema 3.5 pasa a tener validez para
1 < p < 2. Efectivamente, la idea es similar a lo que ocurre en las desigualdades
de Khintchine, Rosenthal y Burkholder-Gundy. Esta extension para 1 < p < 2
era desconocida incluso en el caso conmutativo hasta la aparicién de [JX1] y estd
motivada por el enfoque dado a la teoria desde el Andlisis Funcional, que fuerza el
contexto no conmutativo. Mds adelante estudiaremos lo que ocurre para p = 1.

La desigualdad de Rosenthal [Rol] es un caso particular de la desigualdad de
Burkholder (para martingalas con diferencias independientes) y es especialmente
relevante pues sirvié de motivacién para Burkholder ademas de para muchos otros
resultados relacionados con la geometria de los espacios L;,, como hemos indicado al
final de la Seccién 2. En sus trabajos [JX1, JX4], Junge y Xu dedujeron una forma
no conmutativa de la desigualdad de Rosenthal distinta de la ofrecida en el Teorema
2.15. Efectivamente, ellos utilizaron una nocién de independencia estocéastica para
variables aleatorias no conmutativas menos restrictiva que la independencia libre.
Por un lado, esto significa que su resultado es aplicable a una familia mas extensa
de variables aleatorias. Por el otro, la desigualdad resultante es mas débil. Asi,
como ya notdsemos en la Observacién 2.17, la constante de equivalencia ¢, — oo
cuando p — oo. Ademads, aqui no podemos considerar polinomios homogéneos de
grado d > 1 como hiciésemos en el Teorema 2.15.
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Observacion 3.7 Existen varias nociones diferentes de independencia para una
familia de variables aleatorias no conmutativas, todas ellas no obstante relacionadas.
La que presentamos a continuacién se introduce en [JX4, Xul]. Sea (M,7) un
espacio de probabilidad no conmutativo, N una subalgebra de von Neumann de M
y Ex: M — N la correspondiente esperanza condicionada. Una sucesion (Ly,)n>1
de subélgebras de von Neumann de M se llama independiente por orden respecto
de Er si para todo n > 1, L, contiene a N y para todo a € £, y b en el dlgebra de
von Neumann generada por L1, Lo, ..., L,_1, se tiene que

Ex(ab) = Ex(a)Enr(b).

Una sucesion (an,)n>1 en L, (M, 7) se llama independiente por orden respecto de Exr
cuando existe una familia (L£,,),>1 de subélgebras de von Neumann independientes
por orden respecto de Ens y tales que a, € L,(Ly,7) para todo n > 1. Cuando
N = C se tiene que Exr = 71 y hablamos de ‘independencia respecto de 7.

Teorema 3.8 Sea (M, 7) un espacio de probabilidad no conmutativo y N una
subdlgebra de von Neumann de M con la correspondiente esperanza condicionada
Ex: M — N. Dado2 <p < o0y (an)p>1 en Ly(M,T) una sucesion independiente
por orden respecto de Exr tal que Exr(an) = 0 para todo n > 1, se tiene que

1

1 1
H Zk a"‘Hp T (Zk Ex(aa + azak)) 2 Hp + (Zk IIakllﬁ) E

En particular, si N = C se tiene que

1

| o]~ (X, Hak\l%)é (X laxl) "

3.4 La descomposicion de Gundy

Dado (€2, A, ) un espacio de probabilidad, A > 0y f = (f1, fo,...) una martingala
acotada en L;(2, 1), la descomposiciéon de Gundy [Gu] permite descomponer f
como una suma f = a+ 3+~ de martingalas «, 3,y adaptadas a la misma filtracién
y que satisfacen las siguientes estimaciones para cierta constante absoluta ¢

(a) La martingala « satisface

el <cllfll y llellee < e

(b) La martingala [ satisface

> el < cllfa-

k=1

(c¢) La martingala -y satisface

A sup lde] > 0) < ell -
k>1
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Ademss, la desigualdad de Holder proporciona la estimacién

1 1
Slal < S llalillalke < el

La descomposicion de Gundy juega un papel central en la teoria de martingalas
clasicas y se puede interpretar como el contrapunto probabilistico de la conocida
descomposicién de Calderén-Zygmund en Andlisis Arménico [CZ]. Concretamente,
es muy util a la hora de establecer desigualdades de tipo débil (1,1) para ciertos
operadores quasi-lineales como la funcién cuadrado o el maximal de Doob. Véase
también [Br, BG] para ciertas variaciones del resultado de Gundy. En el contexto
no conmutativo existe una generalizacién muy reciente de la descomposiciéon de
Gundy [PR]. En este trabajo aparecen esencialmente dos dificultades. La primera
es emular el conjunto donde supy, |[dyx| > 0, que estd definido en términos de una
funcién maximal. Aquf la idea consiste en identificar dicho conjunto como una unién
de soportes

{igg’de’>’0}:: U {|d7k|>’0}:: |J supp [dyl.

k>1 k>1

Es decir, la estimacién (c) es equivalente a

(U supp ll) < el £l

k>1

Una formulacién no conmutativa de esta condicién se obtiene utilizando la nocién
de proyeccion soporte de un operador medible, introducida en la Secciéon 1. Por
otro lado, la segunda dificultad que aparece es que las demostraciones clasicas de la
descomposicién de Gundy y sus variantes necesitan en todos los casos hacer uso de al
menos un tiempo de parada. Nuevamente la nocién de tiempo de parada es puntual y
no tiene ningun sentido en el contexto no conmutativo. Esta dificultad se solventa en
[PR] utilizando una construccién de tipo Cuculescu para martingalas autoadjuntas
no positivas, como la descrita en la prueba del Teorema 3.2. Efectivamente, un
momento de reflexién lleva a observar que dicha construccion es lo mds parecido a
un tiempo de parada.

Teorema 3.9 Sea (M, T) un espacio de probabilidad no conmutativo y (My,)n>1
una filtracion de M. Six = (z)n>1 €s una martingala respecto de (My,)n>1 acotada
en Li(M,T) y X es un nimero real positivo, existe una descomposicion de x como
suma x = a+ +7" +~° de martingalas adaptadas a (My)n>1 y tales que:

(a) La martingala o satisface
1
lafly < ellzll, ez < cllels, oo <A

(b) La martingala 3 satisface

o0
> Bl < ell]la.
k=1
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(c) Las martingalas v" y ~¢ estan en Li(M,T) y satisfacen

max AT(}Xsupp|(dvz)*|),)\T<k\>/18upp|d7,’é|) < c||z]|1.

Observacién 3.10 Dadas p y ¢ dos proyecciones, p V g denota la proyecciéon con

rg(p V q) = 1g(p) + rg(q).

La diferencia més relevante entre la descomposicién original de Gundy [Gu] y
su versién no conmutativa [PR] reside en que la primera utiliza tres martingalas
mientras que la segunda necesita cuatro martingalas. Efectivamente, sin mucho
rigor se puede decir que este fendmeno se debe a la naturaleza fila/columna de los
espacios de Hardy H,(M, ) de martingalas no conmutativas. Mds concretamente,
"y ¢ se pueden interpretar como las partes fila y columna respectivamente de
su contrapunto conmutativo v. En el trabajo [PR] se puede encontrar un sencillo
argumento que justifica que no existe una posible descomposicién en tres martingalas
con estas propiedades, porque ello conduciria a la negacion de las desigualdades de
Burkholder-Gundy no conmutativas [PX1]. Por ultimo, la descomposicién en [PR]
no es solo un resultado de existencia sino una descomposicion explicita donde, como
hemos senalado antes, se utiliza la construccién de Cuculescu [Cu] como pieza clave.
Esto permite emular los tiempos de parada que aparecen en la demostracion original
de Gundy. No damos aqui la descomposicién explicita de x, véase [PR] para los
detalles y para otras descomposiciones relacionadas.

Al igual que en el contexto clasico, la descomposiciéon de Gundy es un arma
poderosa para obtener desigualdades de tipo débil. En el trabajo [PR] se han
obtenido dos aplicaciones en esta linea. Concretamente, la acotacién débil (1,1) de
la transformada de martingalas no conmutativas asi como el andlogo no conmutativo
de la desigualdad débil para la funciéon cuadrado, debida a Burkholder. En otras
palabras, la acotacion débil (1,1) de la desigualdad de Burkholder-Gundy que no fue
estudiada en [PX1]. Estos dos resultados habian sido probados con anterioridad por
Randrianantoanina [Ral, Ra2] utilizando argumentos mucho menos directos. No
obstante, la principal contribucién de las demostraciones dadas en [PR] reside en
su simplicidad, que se deriva del enfoque proporcionado por la descomposicion de
Gundy para martingalas no conmutativas.

3.5 Desigualdades de tipo débil

Estudiamos tres desigualdades de tipo débil (1,1). A saber, en primer lugar la
acotacién débil para transformadas de martingalas no conmutativas. En segundo
lugar, la estimacién de tipo débil asociada a la desigualdad de Burkholder-Gundy no
conmutativa. Por ultimo nos centraremos en las desigualdades débiles que surgen
(curiosamente existen dos) en relacién a la desigualdad de Burkholder para la funcién
cuadrado condicional. De acuerdo con este esquema, dividiremos este apartado en
tres partes.
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3.5.1 Transformadas de martingalas

Sea (M, ) un espacio de probabilidad no conmutativo y sea (M,,),>1 una filtracién
de subdlgebras de von Neumann de M. Consideramos una sucesién £ = (&,),>0 en
M adaptada a (M,,),>1 que satisfacen las siguientes propiedades:

o {o=1,
e sup,>q [|€nllm, <1,
e {1 € My_1 N M, paran > 1,

donde M/, denota el conmutador de M,,. Dado 1 < p < oo, sea z = (Zn)n>1 una
martingala adaptada a la filtracién (M,,),>1 y acotada en L,(M, 7). Entonces, el
operador transformada de martingalas A; se define como

A¢ ( Z dxk) = Z Sk—1dxy = Z drék—1-
k=1 k=1 k=1

Las transformadas de martingalas conmutativas son de tipo (p,p) fuerte para todo
1 < p < ooy de tipo (1,1) débil. En el contexto no conmutativo es obvio que
el operador A¢ estd acotado en Lo(M, 7). En particular, combinando el método
de interpolacion real con un argumento de dualidad, es claro que basta con probar
la estimacién débil para obtener el resto. Para ello es necesario utilizar el espacio
L1 (M, ) introducido en (1.4). El resultado principal de [Ral] es el siguiente.

Teorema 3.11 Se tiene que

H kaqdﬂﬁk‘
k=1

para todo n > 1 y cierta constante absoluta ¢ independiente de & = (&,)n>0-

S
Ly, oo (M,T) ]; K Li(M,T)

La demostracién original de [Ral] es bastante técnica. No obstante, haciendo
uso del Teorema 3.9, el argumento es tan sumamente sencillo que merece la pena
incluirlo en estas notas. De acuerdo con (1.4), tenemos que ver que

(3.5) AT<X(A,W)(‘§§“da:k()) chidm’

para todo A > 0. Aplicando el Teorema 3.9 para A, se tiene

‘ > &aday,
k=1

Ll(M,T),

2 n 2 n 2

‘ < 4’2&71610%‘ +4‘Z§k71dﬁk‘
k=1 k=1

2

)

n 2 n
+ 4‘2&—16172‘ +4‘ka—1d’7/§
k=1 k=1
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donde hemos utilizado la desigualdad
ja+bf* < 2la|? + 2/b]”

para operadores. Tomando trazas y usando la desigualdad quasi-triangular

AT (X(,\,oo) () éfk—ldﬂfk‘))
< (xpeao0 (4 Z fkfldakf)) + N (X0 a.0 (4 Z aﬁldﬁkf))
k=1 k=1

+ 4)‘T<X()\2/4,oo) (4‘ Zn:&f_ﬂh}; ‘2)) + 4)‘T(X(A2/4,oo) (4‘ ifkqd’ﬁi ‘2))
= a+b+c+d . .

Para el primer término utilizamos la desigualdad de Chebychev

64 || — 2 64 64 — -
< 02 .d Hzf Cdanl2 < 22N ldan2 < H d H
a< AH;@ o A;usk rday |3 < A;H arl3 < e kz_j zi|

El segundo término se estima de forma similar

b = 4A7 (X(w,oo) (2‘ 2": Sh-14Px D)
k=1

IN

n n n

16| > €8] <163 llasly < ef| D da |
Z§k1ﬂk1_ D ldsilly < e Z$k1
k=1 k=1 k=1

Para el término d, notamos que | > p_; &x—1d75|? estd soportado por la proyeccién

\/ supp|drjl.

1<k<n

Con esta observacién, se sigue que

d < 4\ ¢ )
<ixe( \/ supplsgl) < || S|
1<k<n k=1

Para el dltimo término basta con observar que la norma en L; o (M, 7) es invariante
al tomar adjuntos y que &;_; conmuta con dzry. De este modo, estimamos c del
mismo modo que d. Esto concluye la prueba. El Teorema 3.11 tiene profundas
implicaciones tanto en teoria de martingalas no conmutativas como a la hora de
estimar constantes UMD de ciertos espacios de funciones no conmutativos, véase
[Ral] o la exposicién de Xu en [Xul].

57



3.5.2 Desigualdad de Burkholder-Gundy

Nos ocupamos ahora de la estimacion de tipo débil asociada a la desigualdad de
Burkholder-Gundy no conmutativa. En primer lugar definimos el espacio de Hardy
H1,00(M, T) en consonancia con H,(M, 7). En otras palabras, los espacios de Hardy
fila y columna Hi . (M,7) y H{ (M, 7) se definen como la completacién de las
martingalas finitas en L; oo(M, T) respecto de las normas

1
1z llr; mr) = H(Zdwkdﬁy‘h ’
E>1 >

3 vy = H (Z dx;gdx’“) : H1

,00
k>1

El espacio de Hardy débil H; (M) se define entonces como

De acuerdo con [PX1], la segunda desigualdad en el Teorema 3.4 se satisface incluso
para p = 1 como consecuencia de la dualidad entre H; (M, 7) and BMO(M, 7). No
asi la primera. Es por tanto natural preguntarse si existe una formulacién de tipo
débil (1,1) para dicha desigualdad. Randrianantoanina resolvié este problema en
[Ra2]. No obstante, la prueba original es de nuevo demasiado técnica y susceptible
de ser simplificada por medio de la descomposicién de Gundy [PR].

Desafortunadamente y en contraste con lo que ocurre en la teoria clésica, la
desigualdad de tipo débil que buscamos no se sigue de la descomposicion de Gundy
de forma trivial. Efectivamente, en el contexto conmutativo, dado A > 0 uno prueba
la desigualdad débil para dicho A estimando por separado las tres partes de la
descomposicién de Gundy. Ademads, dichas estimaciones son automéaticas utilizando
la desigualdad de Chebychev y poco mas, como hicimos por ejemplo en nuestra
prueba del Teorema 3.11. La principal dificultad en el contexto no conmutativo
reside en que, al ser Hj oo (M, 7) un espacio que viene dado como suma de espacios
de Banach, su norma es el infimo de las descomposiciones de x en suma de dos
martingalas y y z. Esto nos conduce a buscar la descomposicién x = y + z adecuada
antes de ser capaces de aplicar la descomposicién de Gundy!! Notese que uno podria
pensar a priori que la misma dificultad aparece en la prueba del Teorema 3.4 para
los exponentes 1 < p < 2, pues los correspondientes espacios de Hardy son también
sumas de espacios fila/columna. No obstante, en esa situacién la dificultad se puede
sortear probando el caso 2 < p < oo y utilizando un argumento de dualidad.

La descomposicién adecuada x = y+ 2z en suma de dos martingalas para obtener
la estimacién de tipo débil esta dada por una descomposicién triangular. Otra
dificultad que aparece es que no podemos hacer las descomposiciones de Gundy de
y y z por separado, porque ni siquiera sabemos que estén en Lj (M, 7). Eso hace que
la forma en la que la descomposicién de Gundy ayuda a demostrar este resultado
sea bastante sutil, véase [PR] para mas detalles.

58



Teorema 3.12 Sea (M, T) un espacio de probabilidad no conmutativo. Dada una
filtracion (My)n>1, sea © = (zp)n>1 una martingala acotada en La(M, T) adaptada
a dicha filtracion. FEntonces x se puede escribir como suma x = y + z de dos
martingalas adaptadas a la misma filtracion y que satisfacen la siguiente desigualdad
para cierta constante absoluta c

H (;dykdy;tf”lm + H<kzzldzzdzk)%“1’°° < dl|z|1.

La necesidad de que x esté acotada en Lo(M,T) es una consecuencia de la
descomposicién triangular elegida y el problema de decidir si dicha hipdtesis es
evitable sigue abierto. No obstante, esto no supone un problema para obtener la
principal aplicacién del Teorema 3.12. A saber, existe una prueba alternativa del
Teorema 3.4 combinando interpolacién real y dualidad. De hecho, dicha prueba
proporciona el orden 6ptimo de crecimiento de la constante oy, cuando p — 1.

Corolario 3.13 El comportamiento de o, cuando p — 1 es oy ~1/(p—1).

Observacién 3.14 La descomposicién de Gundy [PR] proporciona un nuevo modo
de reconstruir la teoria conocida de martingalas no conmutativas. Efectivamente,
los resultados expuestos sobre transformadas de martingalas y funciones cuadrado
se siguen de dicha descomposicion. Lo que de momento se queda al margen son las
desigualdades maximales y las funciones cuadrado condicionales. Las primeras son
de hecho necesarias (construccién de Cuculescu) para probar la descomposicién de
Gundy. En cuanto a las segundas, en seguida veremos que la descomposicién de
Gundy juega nuevamente un papel central.

3.5.3 Desigualdad de Burkholder/Rosenthal

Como ya hemos dicho, la formulacién de la desigualdad de Burkholder para la
funcién cuadrado condicional en el rango 1 < p < 2 es un resultado reciente (incluso
en el contexto conmutativo) que se desprende del trabajo de Junge y Xu [JX1]. En
particular, el problema de encontrar una desigualdad de tipo débil que complete
el cuadro es bastante nuevo. Dicho problema se estudia en profundidad en [Pa4]
para martingalas cldsicas y de forma algo indirecta en [Ra3] para martingalas no
conmutativas. La solucién obtenida en [Pa4] es muy curiosa, pues parecen existir
dos desigualdades de tipo débil no equivalentes que desempenan ese papel. Nosotros
nos centraremos fundamentalmente en el caso cldsico, pero resumimos brevemente
al final los resultados de [Ra3].

Observacion 3.15 La desigualdad de Rosenthal es un caso particular de la de
Burkholder. En particular, las desigualdades débiles que aqui presentamos también
generalizan a la de Rosenthal. Recuérdese no obstante que esta generalizacién sélo
tiene sentido para variables independientes (conmutativas o no) no asi para variables
libres, para las que hemos visto en la Seccién 2 que se tienen desigualdades de tipo
fuerte en L1, véase el Teorema 2.15.
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Antes de presentar las desigualdades de tipo débil, formulamos la desigualdad
de Burkholder de una manera mds conveniente. Sea Aj, As,... una filtracién de
o-subélgebras en un espacio de probabilidad (£2,.4, pt) con esperanzas condicionadas
correspondientes Eq,Ez,... Dado 1 < p < oo y una martingala f = (f1, fa2,...)
acotada en L,(€2, 1) y adaptada a esta filtracién, tenemos

it (S mtant)) ]+ (S,
s { | (et [ (e}

de acuerdo como siempre con el valor de p. Por otro lado, el problema de determinar
el comportamiento de la desigualdad de Burkholder en L;(2, ) salié a la luz de
forma natural como consecuencia del trabajo de Junge y Xu. De hecho, como se
observa en [JX1], la estimacién superior se satisface con una constante absoluta c

17l < int {H(ZEk (i) +Hz‘dhk‘H }

Para la otra desigualdad, nuestra primera estimacién de tipo débil es la siguiente.

(3.6) I fllp ~e,

Teorema 3.16 Dada una martingala f = (f1, fo,...) acotada en L1(Q, ), existe
una descomposicion de f como suma f = g+ h de dos martingalas adaptadas a
la misma filtracion y que satisfacen la siguiente desigualdad con cierta constante
absoluta c

(3.7) H(ZEk ), +HZrdhk\H <elflh.

La primera dificultad que aparece en la demostracién del Teorema 3.16 reside en
el hecho de que necesitamos conjeturar cual es la descomposicién adecuada de f antes
de estimar las normas de los correspondientes espacios de Hardy. Nétese que este
problema se evit6 en [JX1] utilizando un argumento de dualidad que no es valido en
nuestro caso. La solucion a este problema resulta elegante. De forma sorprendente,
la descomposicién adecuada estd dada por la descomposicién clésica de Davis [Da].
Una vez utilizada dicha descomposicién, la prueba resulta algo complicada porque
se hace necesario combinar a la vez las descomposiciones de Davis y Gundy.

Observaciéon 3.17 La descomposicion de Davis es una herramienta fundamental
en desigualdades de martingalas. Davis la aplicé inicialmente en [Da] para probar
su conocido teorema sobre la equivalencia en L; (€2, ) entre la funcién cuadrado de
martingalas y la funcién maximal de Doob

(S 1)
k=1

L7l ~e
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Tomando las funciones maximales truncadas

fa(w) = sup [fr(w)],

1<k<n

formulamos la descomposicién de Davis f = g + h por medio de las diferencias

dgr = dfixsp<ay ) — Be-r(dfexisp<ar ),
dhi, = dfixgrzor; ) — Er-1(dfixror ,))-

Es claro que dgr y dhi son diferencias de martingalas, de modo que g y h son
martingalas adaptadas a la misma filtraciéon que f. Las propiedades fundamentales
de la descomposicion de Davis son las siguientes

(3.8) dorl <8fi0 v | Z\dhuH (4+4p) £l

para 1 < p < oo. La demostracion de estas propiedades es bastante sencilla, en
contraste con sus andlogos de tipo débil que aparecen en el Teorema 3.16. En otras
palabras, nuestra desigualdad de tipo débil también puede considerarse como una
mejora de la descomposicién de Davis (3.8). El lector interesado puede acudir a
[Pad] para una explicaciéon més detallada.

El primer término a la izquierda de (3.7) es claramente el andlogo débil del
término correspondiente en (3.6). Sin embargo, el segundo término a la izquierda
de (3.7) es s6lo una posible interpretacién del correspondiente término L,. A saber,
hemos elegido la norma Li, de la variaciéon absoluta de h. En otras palabras,
la norma de la sucesién de diferencias de martingala dh en Lj (2, 5 ¢1). Esta
eleccién estd motivada por el hecho de que el término L, es exactamente la norma
de dh en L,(€2, u;¢,). En todo caso, otra posible interpretacién aparece al escribir
el espacio con valores vectoriales L, (€2, u; £5) como un espacio con valores escalares
Ly(Qgoo, o) donde la medida asociada es

H@oo ( @Ak) = p(Ag).

k>1 k>1

Visto asi, el andlogo débil de la p-variacién estd dado por

| > sewan,
k=1

donde (6;)k>1 denota la base canénica. En este momento es importante observar
que las normas de L1 o0 (€2, 143 41) ¥ L1,00(Qe00s o) 1O sON equivalentes, ni siquiera
comparables. De hecho, tomando ¢ = X[0,1/k) ¥ &k = %X[O,l]a se tiene

L1 00 (Q00) - ii% )‘I;M{‘dhﬂ > )\},

sup /\M{Z@k > )\} ~1<< logmwiup )\Z,u{gok > )\}
U
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?\li% )\,u{ ka > )\} logm >>1 ?\li% )\Z {{k > /\}.
Con objeto de enunciar la segunda desigualdad de tipo débil, necesitamos recordar
la nocién de filtracion reqular. La filtracion Ap, As, ... se dice k-regular para cierta
constante k > 1 si toda martingala no negativa f = (fi, f2,...) adaptada a dicha
filtracion satisface f, < kf,_1. Todos los sistemas de Vilenkin acotados generan
filtraciones regulares. En particular, las martingalas diddicas son las mas conocidas
de esta clase, véase [We] para més informacién.

Teorema 3.18 Dada una martingala f = (f1, fo,...) acotada en L1(Q2, 1) adaptada
a una filtracion k-reqular, existe una descomposicion de f como suma f = g+ h
de dos martingalas adaptadas a la misma filtracion y que satisfacen la siguiente
desigualdad con cierta constante absoluta c

(3.9) H(ZEk 1(ldgil?))? H +H25k®dth <kl

La nocién de k-regularidad es necesaria en muchas desigualdades de martingalas,
véase por ejemplo [Br, BG] o el Capitulo 2 de [We]. No obstante, todavia no estd
claro si la k-regularidad es necesaria en el Teorema 3.18. En todo caso, nuestra
segunda desigualdad de tipo débil presenta algunas ventajas. En primer lugar, a la
hora de redemostrar (via interpolacién real y dualidad) la desigualdad de Burkholder
el Teorema 3.16 no es apropiado (ver [Pa4] para mds detalles), en contra de lo que
ocurre con el Teorema 3.18. En segundo lugar, si no exigimos una descomposicién
en suma de martingalas, podemos prescindir de la k-regularidad.

Corolario 3.19 Dada una martingala f = (f1, fa,...) acotada en L1(, p), existe
una descomposicion de cada f, como suma fn, = gn + hy de dos funciones (no
necesariamente martingalas) adaptadas a la misma filtracion y que satisfacen la
stguiente desigualdad con cierta constante absoluta c

(et ..
k=1

En el contexto no conmutativo los resultados conocidos son mas limitados. En
concreto, Randrianantoanina probé de forma independiente [Ra3] la versién del
Corolario 3.19 para martingalas no conmutativas. No obstante, los Teoremas 3.16
vy 3.18 no se consideran alli. La principal aplicacién que Randrianantoanina ha
obtenido de este resultado es calcular las constantes optimas en la desigualdad de
Burkholder no conmutativa de Junge y Xu. Para una mayor comprensién de la
estrecha relaciéon que existe entre los trabajos [Pa4] y [Ra3], acidase a la ultima
seccion de [Pad]. Mds concretamente, aunque esto no se menciona en el trabajo de
Randrianantoanina, la descomposicién de Davis aparece (de forma muy indirecta)
en [Ra3].

<c|lflh-

+ HZék@dhk .
k=1

@00)
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3.6 Lineas de investigacion

Cerramos esta seccién con un resultado reciente sobre martingalas libres (definidas
al comienzo de la seccién) y revisando un problema abierto en la teorfa. Maés en
concreto, en vista de la validez de las desigualdades de Khintchine y Rosenthal en
Lo para variables aleatorias libres, es natural preguntarse si sucede lo mismo con
la desigualdad de Burkholder-Gundy cuando trabajamos con martingalas libres. La
respuesta es que dicha desigualdad no se cumple. Para ser mas preciso, tomemos
una familia infinita (N, vy )n>1 de espacios de probabilidad no conmutativos y sea

<M7 T) = *nZl(Nnv Vn)
el correspondiente producto libre. Consideramos la filtracién natural

Toda martingala adaptada a esta filtracion es una martingala libre. Ahora, sea IC,, la
mejor constante para la que se satisface la estimacion inferior de Burkholder-Gundy
para todas las martingalas libres 1, 2, ... en Loo(M,T)

e ()| (S aan) . } <

Entonces, el siguiente resultado se obtuvo en [JPX].

2n
00
k=1

Teorema 3.20 K, satisface IC,, > clogn para cierta constante absoluta c.

Pasamos ahora a enunciar un conocido problema abierto. Los espacios de Banach
que satisfacen la propiedad UMD (unconditional martingale differences) juegan un
papel esencial en Analisis Arménico Vectorial. Un espacio de Banach X es UMD
cuando existen constantes finitas +y, para todo 1 < p < oo tales que

e
k=1

para toda martingala f = (f,)n>1 acotada en Ly(, ; X), toda familia de signos
€r = £1 y todo n > 1. En otras palabras, la correspondiente transformada de
martingalas estd acotada en L, (€2, u; X) para todo 1 < p < co. Pisier demostré que
la acotacion para un cierto p implica la acotacién para todos los p’s. También es
bien conocido, gracias a los trabajos de Bourgain y Burkholder, que el problema de
decidir cudndo un espacio de Banach X es UMD es equivalente al de la acotacién
de la transformada de Hilbert en Ly (2, u; X).

< || Y di
Lp(Q,p1:X) R kzl i Lp(Q,1:X)

En el contexto no conmutativo, Pisier introdujo en [Pi2] una generalizacién de
la propiedad UMD para espacios de operadores. Dado 1 < p < oo y un espacio de
operadores X, decimos que X es UMD, cuando existe una constante finita o, tal

que
n
H Z Ekdl‘k’
k=1

n
<o H d:):k’
LyMrX) = P ; Ly(M,7:X)
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para toda martingala @ = (xy),>1 no conmutativa y acotada en L,(M, 7;X), toda
familia de signos €, = +1 y todo n > 1. Pisier conjetur6 en [Pi2] que la propiedad
UMD, no depende de 1 < p < co. Los ultimos resultados en esta direcciéon aparecen
en [Mu]. No obstante, este problema se ha resistido ya a varios intentos de solucién.
Por motivos en los que no nos vamos a detener, creemos que dicho problema tiene
que ver con una versién adecuada de la descomposicién de Davis para martingalas
no conmutativas. Combinada con la descomposicién de Gundy [PR], proporcionaria
una herramienta muy fuerte para abordar dichos problemas.

La conjetura de Pisier evidencia que no existe todavia una teoria vectorial de
martingalas no conmutativas bien establecida. Esto conduce de forma natural a
la necesidad de definir los espacios de Lorentz L, ,(M, 7;X) con valores en cierto
espacio de operadores X, pues seria necesario trabajar con desigualdades de tipo
débil. Este problema ya fue mencionado en la Seccién 1.
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A. Espacios de operadores

Un espacio de operadores es un espacio de Banach X dotado de una inclusién
isométrica j : X — B(H) en el espacio B(H) de operadores lineales y acotados en
cierto espacio de Hilbert H. Con un pequeno abuso de notacién, identificaremos X
con j(X). Asi, un espacio de operadores es simplemente un subespacio cerrado de
B(H). Debido al teorema de Gelfand-Naimark-Segal, también podemos identificar
a los espacios de operadores como subespacios cerrados de C*-algebras.

Sea X C B(H) un espacio de operadores y M,(X) = M, ® X el espacio de las
matrices n X n con entradas en X. Si £3,(n) denota el espacio de Hilbert formado
por vectores de longitud n y entradas en H con su producto interior habitual

My (B(H)) = B(¢*(n)) @ B(H) = B((3,(n)).

Esto proporciona una estructura natural de espacio de operadores para M, (X),
identificdndolo como subespacio de B(¢2,(n)). Sea ahora A : X; — Xj una aplicacién
lineal entre espacios de operadores y denotemos por idyy, al operador identidad en
M,,. Definimos A,, : My, (X1) — M, (Xz2) por la relaciéon A, (zi;) = (A(zi;)) o, lo que
es lo mismo, A,, = idp;, ®A. Entonces diremos que A : X; — X9 es completamente
acotada cuando

IAlles = sup I Anll B, (X1, M (Xa)) < OO

Denotaremos por CB(X1,Xs) al espacio de los operadores completamente acotados
de X7 en X5 equipado con la norma cb. Por supuesto se tiene A1 = A, de donde
IIA]] < ||Al|ep. Por tanto CB(X1,X2) es un subespacio de B(X1, X3), el espacio de los
operadores acotados de X en Xo.

Una vez definida la acotacién completa surgen nuevas definiciones paralelas a
las que ya existen en la teoria de espacios de Banach. Asi por ejemplo, diremos
que A € CB(Xy,Xs2) es una isometria completa si A, es una isometria para todo
n > 1. Anédlogamente, una aplicacién A : X; — X, entre espacios de operadores
es completamente contractiva si ||A|l;, < 1. Dos espacios de operadores X; y
X9 son completamente isomorfos si existe un isomorfismo completo entre ambos.
Es decir, un isomorfismo lineal A : X; — X5 completamente acotado con inverso
completamente acotado. Por ultimo diremos que A : X; — X5 es un isomorfismo
completamente isométrico si es un isomorfismo lineal y una isometria completa
al mismo tiempo. Asi, diremos que X; y X5 son completamente isométricos.

Observacion A.1 En lo que sigue, dos espacios de operadores serdn considerados
idénticos si existe un isomorfismo completamente isométrico entre ambos. Por tanto
no es del todo correcto afirmar que un espacio de operadores es un subespacio
cerrado de B(H) para cierto espacio de Hilbert H. Mads bien deberiamos decir
que un espacio de operadores es una clase de equivalencia de tales subespacios,
donde la relacion de equivalencia viene dada por la existencia de un isomorfismo
completamente isométrico entre los espacios de operadores considerados.
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En la teoria de espacios de operadores existe un sustituto natural de la distancia
de Banach-Mazur entre dos espacios de Banach. Se trata de la distancia cb que
fue introducida por Pisier y se define como sigue. Sean dos espacios de operadores
completamente isomorfos X; y Xo, entonces

dep(X1,Xg) = inf {HAHCbHA*IHCb ’ A : Xy — Xo es isomorfismo completo}.

Los operadores completamente acotados aparecieron al principio de los anos 80
de forma independiente en los trabajos de Haagerup [H3|, Paulsen [Pl] y Wittstock
[W1, W2]. Nétese que todos estos trabajos son anteriores a la definicién de espacio
de operadores. Sea X un espacio vectorial complejo, diremos que X posee una
estructura matricial cuando para cada n > 1 se tenga una norma «, definida
en el espacio M,(X). Diremos que la estructura matricial es completa cuando
todas las normas mencionadas den lugar a espacios de Banach. Por tltimo se dice
que X posee una estructura L.-matricial cuando la sucesién de normas (ay)n>1
satisface los siguientes axiomas:

(Ry1) Dados n > 1, 71,72 € M,, y a € M,(X), se tiene que
an(m1a72) < Imllseam) an(a) 2l m)-

(R2) Dados ni,n2 > 1, a1 € M,,(X) y a2 € M,,(X), se tiene que
Qlny+ny (@1 © az) = max {am(al), Oy (ag)}.

Es habitual referirse a un espacio de Banach como el resultado de completar
un espacio normado. El Teorema de Ruan, que presentamos a continuacién, nos
permitird adoptar el mismo punto de vista en el caso de los espacios de operadores.
Se trata del resultado central de [Ru].

Teorema A.2 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) Las sucesion (ap)n>1 forma una estructura Loo-matricial completa.

(b) Existe una inclusion lineal j : X — B(H) tal que
idyr, 5 ¢ (Ma(X), @) = (MaGOO) I s, n1)
es una isometria para todo entero positivo n > 1.

A.1 Cocientes y dualidad

Sea X un espacio de operadores y Z un subespacio cerrado de X. Utilizando
M(X/Z) = My (X) /My (Z)

para todo n > 1, podemos dotar a X/Z de una estructura matricial imponiendo en
M,,(X/Z) la norma inducida por M, (X)/M,(Z) para cadan > 1. Es ficil comprobar
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que de este modo obtenemos una estructura de espacio de operadores en X/Z. Nos
referiremos a este espacio como espacio de operadores cociente. Sean ahora X;
y Xg dos espacios de operadores. De la identificacién natural

Mn(CB(Xl, XQ)) ~ CB(Xl, Mn(Xg))

obtenemos una estructura matricial para CB(X1, X2). Resulta que esta estructura
es Loo-matricial completa y por tanto proporciona una estructura de espacio de
operadores en CB(Xj,Xs). Dado un espacio de operadores X, esto nos permite
definir el espacio de operadores dual de X como el espacio CB(X,C) con la
estructura de espacio de operadores mencionada. Esta definicién plantea el siguiente
problema. Por un lado, el dual de X como espacio de Banach es X* = B(X,C) y
por otro tenemos X* = CB(X,C) como espacio de operadores. De modo que se
deberfa dar la igualdad ||£||s = ||€|| para todo & € B(X, C). Afortunadamente es asi
puesto que la tinica cuantizacién posible para C es la cuantizacién minimal, véase
[ER, Pi4] para mas detalles. Las propiedades habituales de la dualidad en la teoria
de los espacios de Banach siguen siendo validas.

Proposicion A.3 Se cumplen las siguientes propiedades:
(a) La inclusion natural X — X** de X en su bidual es una isometria completa.
(b) Los isomorfismos Z* ~ X* |7+ y (X/Z)* ~ Z+ son completamente isométricos.

(c) Dado A : X1 — Xa, el operador adjunto A*: X5 — X7 satisface ||A*||cp = ||Allcp-

A.2 Productos tensoriales

Dados a € M,,(X1) y b € M,,(X2), definimos
a®Rb= (aij & bkl) € ]\4711712 (Xl & XQ).

Supongamos que tenemos una estructura Leo-matricial v = (,)n>1 en X1 @ Xo.
Decimos entonces que v es una norma tensorial en X; ® X si para todo par a,b
con las caracteristicas anteriores se tiene que

Yniny (@ @ b) = llal|ag, ) [0l a2, (x2)-

X1 ®, X2 denotara el espacio de operadores que resulta de completar la estructura
Loo-matricial (X3 ® Xg,7). En la teoria de espacios de Banach, los resultados més
relevantes sobre normas tensoriales se deben a Grothendieck [DF, Gr]. En estas
notas revisamos las tres normas tensoriales mas importantes en la categoria de
espacios de operadores.

(a) Sean X; y Xo dos espacios de operadores incluidos de forma isométrica en
B(H1) y B(Hs2) respectivamente. Definimos el producto tensorial minimal
X1 ®min X2 como el resultado de completar X; ® Xy (tensor algebraico) respecto
de la norma inducida por el espacio B(H; ®2 Hsa), donde H; ®2 Hs denota
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(b)

el producto tensorial hilbertiano. Se tiene por ejemplo que la norma que
se impuso en M,(X) = M, ® X para definir los operadores completamente
acotados es precisamente la norma tensorial minimal M, ®uin X. Podemos asi
expresar la norma cb de un operador A : F; — E9 como

||A||Cb(X1,X2) = SL;E) ”ZdMn ® A||B(Mn®minxl7Mn®minx2)'
n>

Sean X; y X3 espacios de operadores y tomemos un elemento a € M, (X;®Xs).
Consideramos descomposiciones de a de la forma a = a(a; ® az)F, donde
a € My yyiny, a1 € My, (Xy1), ag € My, (X2) y B € My nyn. Definimos entonces
la siguiente norma en M, (X; ® X3)

alln = inf{Ha‘|8(€2(n1n2),22(n))Ha1||Mn1(X1)Ha2||Mn2 (X2)H/BHB(ZQ(?‘L),ég(nlng))}

donde el infimo se toma sobre todas las posibles descomposiciones de a en la
forma dada. Estas normas son una estructura matricial en X; ® Xs que cumple
los axiomas de Ruan. El producto tensorial proyectivo X;®X, se define
como el espacio de operadores que resulta de completar el producto tensorial
algebraico X; ® Xg respecto de esta estructura matricial.

Dado un espacio de operadores X, denotaremos por M, ,(X) al espacio M, ;&X
de las matrices p x ¢ con entradas en X. Anadiendo ceros si es preciso, podemos
considerar al espacio M, ; como subespacio de M,, con n = max(p,q). Esto
nos permite imponer en M, ,(X) la estructura de espacio de operadores dada
por M, , @min X. Sean ahora dos espacios de operadores X; y X3. Dados
a€ M, (X1)ybe M, ,Xs3) definimos el producto

a®b= ( Zaik@)bkj > € Mp7q(X1 ®X2).
k=1

Por dltimo, si a € M, (X; ® X3), definimos la norma

lalln = inf {llallag, 00 102 1y 562

donde el infimo recorre todas las descomposiciones de la forma a = a1 ® as
con a; € My m(X1), a2 € My ,(X2) y m > 1. Nuevamente, esta sucesion
de normas proporciona una estructura L..-matricial. El producto tensorial
de Haagerup X; ®j X9 se define como el resultado de completar X; ® Xo
respecto de la estructura matricial dada.

Observacién A.4 No mencionamos aqui las propiedades principales de las tres
normas tensoriales consideradas arriba. El lector interesado puede acudir a las
monografias [ER] y [Pi4] para una exposicién mucho més detallada. En el Capitulo
1 de [Pal] aparece un resumen bastante condensado de las mismas.
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A.3 Interpolaciéon compleja

En 1960 Calderén [Ca] introdujo el método de interpolacién compleja para espacios
de Banach. Sean Xy y Xj espacios de Banach sobre el cuerpo de los nimeros
complejos. Recuérdese que (Xg,X1) es un par compatible cuando ambos espacios
estan incluidos de manera lineal y continua en un espacio vectorial topolégico X.
Imponemos entonces en el espacio Xo N X1 la norma

Jelixonx, = max {Jl]x,. lzllx, }-
También definimos en Xg + X la norma
lz]|x0x, = inf{onHXO +llzllx, | # =20+ 21, 20 € Xo, 71 € xl}.
Consideramos la siguiente regién del plano complejo
sz{zec\ 0<Re(z)<1}
y la particién de su frontera S
80:{,26@‘ Re(z):O} y O = {zE(C| Re(z):l}.

Denotaremos por ®(Xg, X;) al conjunto de todas las funciones acotadas y continuas
f:S — Xy 4+ X; que son analiticas en S y tales que su restriccién a dy y 0y son
funciones continuas y acotadas con valores en Xg y X; respectivamente. Si ademads
dotamos a ®(Xg, X;) de la norma

[ llogsoixs) = max { sup [L£)lxr sup 1) x,
2€0¢ z€01

obtenemos una estructura de espacio de Banach para ®(Xg,X;7). Sea 0 < 0 < 1,
decimos que = € Xy + X; pertenece al espacio de interpolaciéon Xy = [Xg, X1]g si
existe f € ®(Xg, X1) tal que f(f) = x. La norma

lolixe = inf { I Flocxox,) | £ € @(Xo,X1), £(6) ==}

proporciona a Xy una estructura de espacio de Banach. Una vez revisado el método
de interpolacion compleja para espacios de Banach, ahora supongamos que Xg y
X son ademds espacios de operadores. Es claro que M,,(Xo) y M,,(X;) forman un
par compatible dado que (Xg,X;) también lo es. El siguiente paso parece obvio,
imponemos en Xy la estructura matricial interpolada identificando isométricamente
M, (Xg) >~ (Mp(Xo), Mn(X1))s. Se comprueba que tal imposicién satisface los dos
axiomas de la caracterizaciéon de Ruan y definimos asi el espacio de operadores
interpolado Xy. Existen también estructuras naturales de espacio de operadores
para los espacios Xg N X; y X + Xy, véase [Pil] para mds informacién. El método
complejo para espacios de operadores satisface las siguientes propiedades.
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Teorema A.5 Se cumplen las siguientes propiedades:

(a) Sean (Xo,X1) y (Zo,Z1) pares compatibles de espacios de operadores. Sea
A Xg+ Xy — Zo + Z1 un operador lineal, entonces A : Xg — Zg y se tiene la
desigualdad

[AleBxq,20) < HAHél_g?XO,ZO)HA”gB(Xl,Zl)'

(b) Sea (Xg,X1) un par compatible de espacios de operadores. Consideremos los
espacios de interpolacion Xg, = (Xo,X1)s, ¥ Xo, = (Xo,X1)s, para ciertos
0 < 6p,01 <1. Sea 6 = (1 — «)fy + aby para cierto 0 < a < 1. Entonces, el
isomorfismo isométrico Xg ~ (Xg,, Xp, )a €s completamente isométrico.

(c) El producto tensorial de Haagerup conmuta con el functor de interpolacion
compleja entre espacios de operadores. FEs decir, tenemos un isomorfismo
completamente isométrico

(Xo ®n Zo, X1 ®@n Z1)g =~ (Xo, X1)s @n (Zo, Z1)e
cuando (Xo,X1) y (Zo,Z1) son pares compatibles de espacios de operadores.

El método de interpolacién complejo para espacios de operadores aparecié en
1996 gracias al trabajo de Pisier [Pil]. Nosotros hemos presentado sélo algunos de los
resultados que aparecen alli. Existe también una version del método de interpolacion
real para espacios de operadores [Xu2] debida a Xu.

Observacién A.6 Muchos conceptos bésicos en la teoria de espacios de operadores
no han sido siquiera mencionados en este resumen. Entre otras nociones centrales,
hemos obviado la definicién del espacio de operadores OH de Pisier (el andlogo a los
espacios de Hilbert en la categoria de espacios de operadores), la construccién de
ultraproductos de familias de espacios de operadores, las cuantizaciones maximal y
minimal, etc... El lector interesado puede acudir a los textos [ER] y [Pi4].
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B. Integracion no conmutativa

Los espacios L, sobre dlgebras de von Neumann no semifinitas aparecen de forma
natural en Probabilidad Cuantica. Existen dos construcciones compatibles de L,
en este contexto general. A saber, los espacios L, de Haagerup y los espacios de
interpolacién de Kosaki. Revisamos aqui estas construcciones, asi como la nocién
de esperanza condicionada para estos espacios.

B.1 Espacios L, de Haagerup

Sea (M, ¢) un algebra de von Neumann con un estado normal y fiel. La construccién
GNS (Gelfand-Naimark-Segal) aplicada a ¢ da lugar a una representacién fiel p de
M en B(H), de manera que p(M) es un algebra de von Neumann actuando en H
con un vector unitario u que satisface p(x) = (u, p(z)u) para todo z € M. En lo que
sigue identificamos M con p(M). Entonces, el operador modular A es el operador
generalmente no acotado que se obtiene de la descomposicién polar S = JAY2 de
la aplicacién anti-lineal S : Mu — Mu dada por S(zu) = z*u, véase la Seccién
9.2 de [KR2] o [Tal]. Denotaremos por o5 : M — M al grupo modular asociado al
estado . En otras palabras, dado s € R tenemos un automorfismo de M dado por

os(x) = ABTATE,

Entonces consideramos el producto semidirecto R = M x, R, que se define
como el dlgebra de von Neumann que actia en Lo(R;H) y estd generado por las
representaciones m : M — B(La(R;H)) y A: R — B(L2(R;H)) con

(r(@)€)(s) = o-s(@)é(s) v (MB)E)(s) =&(s — 1)

para s € Ry & € Lo(R;H). Notese que la representacion 7 es fiel, de manera
que podemos identificar M con m(M). La accion dual de R en R se define como
sigue. Sea W : R — B(L2(R;H)) la representacion unitaria (W(s)¢)(t) = e **¢(¢).
Entonces definimos el grupo 1-paramétrico de automorfismos 65 : R — R como

ds(x) = W(s)xW(s)".
Resulta que M es el espacio de puntos fijos de la acciéon dual

M= {x € R| 65(z) =z paratodo s ER}.

De acuerdo con [PT], el producto semidirecto R es un &lgebra de von Neumann
semifinita y admite una unica traza n.s.f. T que satisface 7 o 65 = e~ 7 para todo
s € R. Sea Lo(R,T) la x-dlgebra topoldgica de operadores 7-medibles afiliados con
R ysea 0 < p < co. El espacio L, no conmutativo de Haagerup sobre M se
define como

Ly(M, ) = {x € Lo(R,7)| 65(x) = e*/Px para todo s € R}.

Es claro por definicién que Lo, (M, ¢) coincide con M. Ademds, como es esperable
L1(M, ) se puede identificar canénicamente con el predual M, del dlgebra de von
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Neumann M. Esto exige una pequefia explicacién. Dado un peso n.s.f. w € M,
el peso dual & : R4 — [0, 00| se define como

o(z) = w(/R&S(a:) ds).

Observamos que, debido a la invarianza por traslaciones de la medida de Lebesgue,
la integral vectorial de arriba es invariante por la accién dual. En particular, se
puede interpretar como un elemento de M. Como peso n.s.f. en R y de acuerdo
con [PT], el peso dual @ tiene una derivada de Radon-Nikodym h,, respecto de 7 de
forma que

o(x) = 7(hyz)
para todo x € Ry. El operador h,, asi definido pertenece a Lj(M, @)+ pues

r(hui(2)) = o /R u(31(2) ds) = /R bu(2)ds) = 7(ho).
En particular,
7(6¢(hy)61(2)) = e 1 (hyx) = e '1(hy6(2)) para todo r € R,

lo que implica que 64(h,,) = e th,. Por consiguiente, existe una biyeccién entre
My Li(M,9)+ que se extiende a una biyeccién entre el predual M, y L1(M, ¢)
por descomposicion polar

w = u|w| e M, — Uh‘w| =h, € Ll(./\/l,<p).
De hecho, después de imponer en Lj (M, ¢) la norma
[holli = |w|(1) = [Jw]| .,

obtenemos una isometria entre M, y Li(M, ¢). Existe no obstante una forma maés
agradable de describir esta norma. Como ya hemos visto, para todo = € L1(M, )
existe un unico w, € M, tal que h,, = x. Esto da lugar al funcional

tr: Ly(M, ) — C

llamado traza y definido como

El funcional tr es continuo puesto que |tr(z)| < tr(|z|) = |z||; y satisface la
propiedad tracial tr(xy) = tr(yxz). Nuestro estado ¢ se puede recuperar desde tr
como sigue. Primero notamos como antes que su peso dual ¢ admite una derivada
de Radon-Nikodym d, respecto de 7, de forma que ¢(z) = 7(d,x) para z € R.
Entonces resulta que

o(x) = tr(dyx) para x € M.
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De acuerdo con esto, nos referiremos en lo que sigue a d, como la densidad de .
Dado 0 < p < ooy x € L,(M, ), definimos

1
lzll, = (trlz[P)? v [zl = 2]l m-

| I, es una norma (resp. p-norma) en L,(M, ) para 1 <p < oo (resp. 0 < p < 1).
Los espacios L, de Haagerup satisfacen:

e Desigualdad de Hélder. Sil/r=1/p+1/q

lzyllr < llzllpllylly ¥ @ € Lp(M, ), y € Ly(M, ).

e Dualidad. Sil <p < oo, Ly(M,¢)* ~ Ly (M, p) via

x € Ly (M, ) — tr(z"-) € Ly(M, p)".

Observacion B.1 Debido a nuestros propositos, sélo hemos considerado algebras
finitas equipadas con estados normales y fieles (no traciales, por supuesto) en lugar
de trabajar con algebras de von Neumann generales, equipadas con pesos n.s.f.
Para una exposicién mas detallada de la teoria se puede acudir al trabajo original
de Haagerup [H2] y a la (excelente) exposicién de Terp [Tel].

B.2 Interpolacion de Kosaki

La definicién de espacio L, de Haagerup tiene la desventaja de que la interseccién
de Lp(M, ) y Ly(M, ) es trivial para p # ¢. En particular, estos espacios no
forman una familia de interpolacién. Todas estas dificultades desaparecen con la
construccién de Kosaki. Como antes, s6lo consideramos algebras de von Neumann
finitas equipadas con estados n.f. La construccion general para toda algebra de von
Neumann se puede consultar en [Ko] y [Te2]. Sea (M, 7) un espacio de probabilidad
no tracial. En primer lugar definimos

L1(M, @) = MP.

Notamos aqui que esta eleccion estd motivada por la teoria de espacios de operadores,
véase [Pi4] para més informacién. Entonces, dado un nimero real s, consideramos
la aplicacion

Js:x € M og(x)p € L1(M,p) con (as(x)go) (y) = p(os(x)y).

De acuerdo con [Ko| existe una tnica extensién j, : M — L1(M, ¢) tal que, para
todo 0 <7 < 1, la aplicacién j_;, es inyectiva. En particular, (j_i,(M), L1(M, ¢))
es un par compatible y definimos asi el espacio L, no conmutativo de Kosaki
como sigue

Ly(M,0,n) = [j—in(M), L1(M, 9)] 1,

%
especificando
lzllo = 1i=5 @)y Nzl = 2l 2y ()

El siguiente resultado se prueba en [H2| excepto la dltima isometria [Ko].
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Teorema B.2 Dado 1 < p < oo y un dlgebra de von Neumann M:

(a) Si 1 y p2 son dos estados n.f. en M, tenemos

LP(Ma 901) = LP(Ma 4,02)-

(b) Si ¢ es un estado n.f. y0<n <1, tenemos
Lp(Ma 90) = ﬁp(Mv @77’,)

Mads concretamente, dado x € M

n 1-n
D P
o xdy

i@yt = |

LP(M#’)

El Teorema B.2 nos asegura que los espacios L, de Haagerup y Kosaki se pueden
identificar. En particular, podemos utilizar el método de interpolacién complejo
para interpolar los espacios L, de Haagerup. También es importante observar que
la definicién de L, de Kosaki presenta otras desventajas que no aparecen en la
definicién de Haagerup. La lacra principal es la ausencia de conos positivos y el
hecho de que el caso 0 < p < 1 se excluye de la definicién.

B.3 Esperanzas condicionadas

Sea (M,7) un espacio de probabilidad no necesariamente tracial y sea A una
subdlgebra de von Neumann de M. Una esperanza condicionada E : M — N
es una proyeccion positiva y contractiva. E se dice que es fiel si E(z*x) = 0 implica
que x = 0 y que es normal cuando tiene un operador predual E, : M, — N,. De
acuerdo con Takesaki [Ta2], si A es invariante por la accién del grupo modular (i.e.
os(N) C N para todo s € R) existe una tinica esperanza condicionada normal y fiel
E: M — N que satisface ¢ o E = ¢. Ademés, siguiendo a Connes [Co|, E conmuta
con el grupo modular
Eoos=0,0E.

La invarianza de AN bajo la accién de o, implica que el grupo modular asociado a
N coincide con la restriccién de o a N. Se deduce entonces que N x, R es una
subélgebra de von Neumann de M x, R. En particular, el espacio Ly(N, ) se
puede identificar isométricamente con un subespacio de L,(M, ¢), véase [JX1] para
los detalles.

Es bien conocido que en el caso tracial la esperanza condicionada E se extiende
a una proyeccién contractiva L,(M,¢) — L,(N,¢), que sigue siendo positiva y
bimodular. Estas propiedades siguen siendo vélidas en el contexto no tracial. En la
siguiente lista resumimos las propiedades de E probadas en [JX1].

e Sil<p<ooyxzeM,



e Si2<p<ooyuxeL,(M,p), tenemos

E(x)"E(z) < E(z*x).

o Siac Ly(N,¢),x € Ly(M,p),be Ly(N,p) y 5+ ¢+ 5 <1,

E(axb) = aE(x)b.

e Sil<p< oo, E seextiende a una proyeccién positiva y contractiva

E:L,(M,p) — LN, ¢).
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C. Productos libres amalgamados

Sea (Ay)aca una familia de C*-dlgebras y sean A, B C*-dlgebras con B C A, C A
para todo @ € A. Asumimos que existen esperanzas condicionadas normales y
fieles E: A — By Ey : Ay — B. Ademads, también asumimos la existencia de
x-homomorfismos 7, : A, — A con

Eoma=Es ¥ Talg = 1dp.

En lo que sigue podemos identificar A, con la subélgebra 7, (A,) de A sin riesgo
de confusién. En particular, podemos utilizar la esperanza condicionada E, o la
restriccién de E a A, indistintamente. Asi, para mayor simplicidad utilizaremos E
todo el tiempo. En el caso escalar, 3 es el plano complejo y la esperanza condicionada
E se reemplaza por un estado normal y fiel. Como ocurre en el caso escalar, en este
contexto también existe una representacion en un espacio de Fock. Como es habitual
consideramos los espacios de media 0

A = {aa € Ao | E(as) =0},
Definimos el B-moédulo de Hilbert
&al KB Z\QQ Rp - B /&am
equipado con el producto interior B-valuado
(a1 @ Qam, a] ®---®a),) =Eq, (a, - Eay(a3 Eqa, (ajd]) a)) - - - ay,).

Entonces, el espacio de Fock habitual se reemplaza por el B-moédulo de Hilbert

Hs=Be@ P A ®5Aw®5 - 95 Aa,.
m2>1 cy Fas#Fam

Las sumas directas de arriba se toman B-ortogonales. Sea L(Hpg) el algebra de
operadores adjuntables en Hp. Un operador B-modular por la derecha T : Hg — Hp
se llama adjuntable si existe S : Hp — Hp tal que

(x,Ty) = (Sx,y) paratodo xz,y € Hp.
Explicamos ahora cémo los elementos de A, actian en Hg. Descomponemos
o = Qg + E(aq).

Un elemento de B actiia en Hp por multiplicacion a la izquierda. Por consiguiente,
es suficiente definir la accién de los elementos con media 0. Es decir, para determinar
el x-homomorfismo 7, : A, — L(Hp) nos queda definir el vector

g = Wa(aa)(gou b2y EOZQ X & Eam)'

Dichas acciones se definen como sigue:
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e Si a # a1, tenemos
0 =0g @ Ta, @ Tay @ ® Ta, .
e Si a = a1, tenemos
o o [¢]
o =E(aaTa;) Tay @ @ xq,, D (aaxa1 — E(aaxal)) R Loy @+ R Tay,, -

Entonces, puesto que el algebra £(Hp) es una C*-algebra [La], podemos definir
el producto libre B-amalgamado C*(% zA,) como el C*-cierre de las combinaciones
lineales de operadores de la forma

Ta1 (1)Tay(a2) -+ Tay, (Am)-

Ahora trabajamos con una familia B C (Ay)aea C A de édlgebras de von Neu-
mann. Supongamos que B estd equipado con un estado n.f. ¢ : B — C. Esto nos
proporciona estados n.f. inducidos ¢ : A — C y ¢, : Ap, — C dados por

p=¢ok y va=ypok.
El espacio de Hilbert

L2 <Aa1 ®B AOéQ ®B e ®B Aam7 SO)

se obtiene de ,&m ®B ,&QQ ®pB -+ QB ,Z\am considerando el producto interior
<a1®®am7 a/1®®a;n>(pzsp<<al®®am’ aﬁ@@a’/’n>)

Entonces definimos la suma directa ortogonal

H,=L.Blo P P Lz(Aal ®B Aay OB -+ O3 Aam,so).
m>1 a1 #as#Fam

Tomemos la *-representacion A : L(Hg) — B(H,) definida por (A(T)z) = Tz. La
fidelidad de X estd impuesta por el hecho de que ¢ también es fiel. Efectivamente,
asumimos que A\(T*T) = 0, entonces tenemos

(T*Tz,z), = ¢((Tz,Tz)) =0 para todo z € Hg.

Como ¢ es fiel, Tx = 0 (como elemento de Hp) para todo x € Hgy T = 0. Entonces,
el producto libre B-amalgamado % ,(A,,E,) es el w*-cierre de C*(kzA,) en
L(Hp). Descomponiendo

Qg = Qg + E(aq)

e identificando ,Z\a con )\(wa (Z\a)), podemos pensar en % ,(Aq, Eqy) como

*,(AaEa) = (Bo @D P };ali\%.,,;amy‘

m>1 a1 #as#Fam
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Observacién C.1 Utilizando la misma cadena de dlgebras (A, A,, B) asi como las
correspondientes esperanzas condicionadas, diremos que (A, )qaecn es libremente
independiente sobre E si

E(ﬂal(al)ﬂm(ag) T, (am)) =0

cuando o # g # -+ # ¥ a € A, son tales que E(mq, (ax)) = 0. La relacién
entre independencia libre sobre una subalgebra y productos libres amalgamados es
andloga a la que hay entre independencia libre y productos libres ordinarios. A
saber, la familia (Ay)aen es libre sobre

(.A, E) = *B (Aaa Ea)~

Reciprocamente, si la familia (Ay)aen es libre sobre E : A — B y dicha familia
genera A como algebra de von Neumann, entonces (A, E) coincide con el producto
libre de (A, )aca amalgamado sobre el dlgebra B.

Observacion C.2 Concluimos con un ejemplo bastante relevante en la teoria. Sea
A = A1 %Ay x---x A, el product libre de Aj, Az, ..., A, (i.e. A estd amalgamado
sobre el plano complejo) equipado con su estado n.f. natural ¢. Sea B otro élgebra
de von Neumann, no necesariamente incluida en A. Consideramos la esperanza
condicionada

E: A®RB — B definida por E(a®b) = ¢(a)lyg ® 0.
Entonces, es bien conocido que
(A®Ba E) = *B (Ak®67 Pk & idB):

donde ¢}, denota el estado n.f. considerado en Ap. En otras palabras, la familia
A1RB,A:RB, ..., A,@B de subdlgebras de ARB es libremente independiente sobre
E. Por consiguiente, tomando B = B({3), resulta que la acotacién completa del
operador u : L,(A,¢) — Ly(A,¢) es equivalente a la acotaciéon Banach (con la
misma norma) del operador

u®idg : Ly(ARB, ¢ @ tr) — L,(ARB, ¢ @ tr).

En otras palabras, la nocién de libertad sobre una subdlgebra dada es en cierto
sentido més general que la de acotacion completa. Este fenémeno se utiliza de
forma exhaustiva en [JP2] y [JPX].
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