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Résumé

Ce travail concerne la dégénérescence des variations de structure de Hodge sur les variétés de Shimura, construites par c
représentations algébriques. Le résultat principal exprime cette dégénérescence en termes de cohomologie de Hochschild, et
cohomologie abstraite des groupes. Ce résultat est I'analogue, en théorie de Hodge, du théoreme de Pink sur la dégénérescer
des faisceaux-adiques [Math. Ann. 292 (1992) 197-248pur citer cet article: J.I. Burgos, J. Wildeshaus, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We study the degeneration of variations of Hodge structure on Shimura varieties, which are given by algebraic representations
Our main result expresses this degeneration in terms of Hochschild, and abstract group cohomology. It is the Hodge theoretic
analogue of Pink’s theorem on degenerationf¢eddic sheaves [Math. Ann. 292 (1992) 197-240. cite this article:

J.I. Burgos, J. Wildeshaus, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
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Abridged English version

We consider the Baily—Borel compactification of a Shimura varjetyf <— M*. The boundaryf* — M has a
natural stratification. Each stratumM1 <— M* is itself (a quotient by the action of a finite group of) a Shimura
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variety. Saito’s theory of mixed algebraic Hodge modules [9] comes equipped with the formalism of Grothen-
dieck’s functors. In particular, there is a functéy, from the bounded derived category of Hodge moduledfon
to that of Hodge modules oM.

The objective of the present article is a formulafoy, on those (complexes of) Hodge modules coming about
via the canonical construction, denofedthe Shimura variety/ is associated to a reductive groGpoverQ, and
any algebraic representati@hof G gives rise to a Hodge moduje(V) on M. Let G1 be the group belonging
to Mjy; it is the maximal reductive quotieriy/ W1 of a certain subgroug, of G. The topological inertia group
of M1 in M is an extension of an arithmetic groéfy by a lattice inWy(Q).

Our main result Theorem 3.5 expresgés. o u as a composition of Hochschild cohomologyWf, abstract
cohomology of He, and the canonical construction ay. It completes results of Harder and of Looijenga—
Rapoport [4,6]. It induces a comparison statement on the level of singular cohomoldfly which is equivalent
to one of the main results of [5]. Theorem 3.5 is the Hodge-theoretic analogue of the main result of [8].

One comment about the statement of our main result: because of the nature of the canonical construction, i
is necessary for abstract cohomology®§ to map algebraic representations to algebraic representations. We
found it most natural to develop a formalism of group cohomology “in Abelian categories”, which on the one hand
applies to a sufficiently general situation, and on the other hand is compatible with usual group cohomology “in
the category oZ-modules”.

1. Notations et conventions

Les variétés de Shimura sont définies sur le corps des nombres compléxasdéfinition, les représentations
algébriques d’'un groupe algébrique sont de dimension finie. Dans la Section 3, on fera usage du langage et de
notations de [7]. On noter& s les adeles rationnels et finis. Pour toute action d’un gra&i@er un espacg’, on
notera Ceng X le noyau de cette action. Biest un sous-espace de on écrira alors Stapy pour le sous-groupe
de G stabilisanty.

2. Sur le formalisme de cohomologie des groupes

SoientA une catégorie abélienne &t un groupe. On noteré/- A la catégorie des objets dé munis d’'une
action (a gauche) d#, et Prq.A) la pro-catégorie del. La catégoried - Pro(A) est donc celle des pro-objets de
A munis d’une action dé/. Poury € H, on notera par la méme lettyeles automorphismes des objetsKeA,
donnés par I'action dé&/. Notons enfire I'élément neutre déf.

Définition 2.1. Le foncteur des points fixes

I'(H, ¢): H-Pro(A) — Pro(A)
est défini pard > (1, ., Ker(e — y).

En général, 'image deH-A sousI'(H, e) n'est pas contenue dand, sauf en présence d’hypothéses
supplémentaires sud ou sur.A. Exemples :H est de type fini, oud est artinienne, oud admet des produits
arbitraires.

Définition 2.2. SoitB une catégorie abélienne. On note Id I'identité31&Jn foncteur exaof : B — B munid’une
transformation naturelle ld> C est ditfoncteur de résolutiosi, pour toutB € Ob(13), le morphismeB — C(B)
est un monomorphisme.
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A partir d'un foncteur de résolutio@ : 5 — B, on construit laC-résolutionC*(B) de tout objetB de BB :

C°(B) :=C(B),

KE(B) := Cokel(B — C(B)),
C'(B):=C(KL), i>1,

KS(B) := Coke(KL(B) — C'(B)), i>1

Théoréme 2.3. Soient3 et £ deux catégories abéliennes, Bt B — £ un foncteur additif, covariant, et exact a
gauche. SoiC : B — B un foncteur de résolution, tel que la compositibro C soit exacte. Alors le foncteur

F est dérivable a droitd3, Définition 1.2.1(iii)] Plus précisément, le foncteur des catégories homotopiques
FoC*:K*(B) — K*(£) descend au niveau des catégories dérivées. Le foncteur iDdi8) — D+ (&) est le
foncteur dérivé droilRF de F.

Pour appliquer ce critére au cAs= I"(H, ), il faut construire un foncteur de résolution :

Définition 2.4. Le foncteur de résolution associéf est le foncteulCy, défini comme suit : pour tout objet
de H-Pro(A), l'objet de Pr@.A) sous-jacent & (A) est] [,.y A. Appelonsp;, : Cy (A) — A la projection sur le
facteurh. L'action d’'un élémeny € H surCy (A) est alors définie par la famille des morphismgsCg (A) — A,
OUyy :=Yy 0 p,-1.

On aalors:

Théoreme 2.5. Le foncteurl"(H, e): H-Pro(A) — Pro(A) est dérivable a droite. Son foncteur dérivé droit
RI'(H, ¢): D" (H-Pro(A)) — DT (Pra(A)) est induit parl"(H, e) o C.

Démonstration. Le critére 2.3 est satisfait pottr= Cy et F = I'(H, o), car leur composition estisomorphe au
foncteur «oubli» :H-Pro(A) — Pro(A). O

Une fois I'existence du fonctew® " (H, o) établie, on démontre que toute résolutiondemodule trivial Z
par desZH-modules libres peut étre utilisée pour calculer ce foncteur. Cette observation permet de prouver que
certaines conditions de finitude sur les catégories dérivées sont respectées si I'on impose des hypothéses de finitu
sur le grouped .

Rappelons qué/ est ditde typeF L si Z admet une résolution finie

O—F,— - —F—Fp—Z7Z—0
par desZH-modules libres de type fini. Notons que d’aprés [2, 11.1(c)], un groupe arithmétique net est de type
FL.

Théoréme 2.6.Si H est de type- L, alors il existe un foncteur canonique’ (H-A) — D?(A), également noté
RI'(H, ), et un diagramme naturel et commutatif

RI(H, )

DP(H-A) DP(A)

/ /

DH(H-ProA)) — ) o bt (PragA))

Notons qu’en général, ce foncteur n’est pas le foncteur dérivé drdit(@de e ): H-A — A.
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3. Enoncé des résultats principaux

Soient(G, $) desdonnées de Shimuigures [7, Definition 2.1], eK un sous-groupe ouvert et compact de
G(Ay). On noteMX := MK (G, ) la variété de Shimurassociée X ; ses points complexes sont donnés par
GO\ x G(Ay)/K). Soit (MX)* la compactification de Baily—Borele M X [1]. Ses points complexes sont
donnés paG(Q)\(H* x G(Ar)/K), ouH* est 'union des) et de toutes sesomposantes de bord rationnelles
cette union est munie de la topologie de Satake (pour laggedt un ouvert), et d’'une action naturelle@€Q).

La variété(M X)* est munie d’une stratification naturelle. Pour décrire les strates, il convient de fixer des données
supplémentaires : un sous-groupe parabolique et admiggideG [7, Definition 4.5], auquel est canoniquement
associé un sous-groupe distingkéde Q [7, 4.7]; une composante de bord rationnélke, X1) [7, 4.11] (notons
que(P1, X1) sont des données de Shimura); un élémeatG (A f).

On note W1 le radical unipotent deP; (qui est aussi le radical unipotent d2), et (G1, $H1) le quotient
(P1, X1)/ W1 [7, Proposition 2.9]. On pos&’ := gKg~2, et K1 := Pi(Ay) N K'. On notex la projection de
(P1, ¥1) sur(G1, $1). Les points complexes de la variété de Shimwa XD .= M7 (KD (G4, $1) peuvent alors
étre identifiés &1(Q)\(H1 x P1(Ar)/K1). Lapplication M™ &V (C) — (M¥)*(C), [(x, p1)]+ [(x, p1g)] pro-
vient d’un unique morphisme de variétés algébriques, et son image est une stidte)ieque I'on appelleraflf.

PosonsH := Stalyq)(H1) N P1(Ay) - K', et Hc := Cenpq)(H1) N W1(Ay) - K'. Le groupeH agit sur
M™ KV Draprés [7, 6.3], cette action se factorise par un quotientfimie Hy. Le quotient par cette action est
égal aM K.

Posons encoré_IQ = Hp/W1(Q), et Hc := Hc/W1(Q). Pour identifierA, et la nature de son action sur
M™ KD on ajoutera deux hypothéses : que le grokpsoit net (voir par exemple [7, 0.6]), et que la composante
connexe neutre du centre desoit, a isogénie prés, le produit d'@tore scindé et d'un tor& de type compact
(c’est-a-direT (R) est compact).

Avec ces hypotheéses, on peut démontrer :

Proposition 3.1. (a) Le groupeH, centraliseG1. (b) On a P1(Q) N He = W1(Q). (€) OnaA = Hy/P1(Q)Hc,
et ce groupe agit librement su™ (kv |

On fixe les hypothéses de 3.1, et on consideére la situM5ni>(MK)* <l—>Mf. Le formalisme de Saito [9]
donne un foncteur* j, entre les catégories dérivées bornéesaedules de Hodge algébriquesspectivement sur
MK et suer. Soit F un sous-corps dB. Par la définition méme des données de Shimura, il existe un foncteur
tensoriel qui associe a uereprésentation algébriqiiede G une variation de structure de HodgéV) sur$) [7,
1.18]. Celle-ci descend au niveau M€* (C), donnant ainsi lieu & une variatigr, (V). On appelle le foncteyr ¢
la construction canoniqudes variations a partir des représentationg&;d@uisque le caractére de poids associé
a (G, $) est central [7, Definition 2.1(iii)], la variation g (V) est la somme directe de variations pures. D'aprés
[10, Theorem (4.9)], 'image dax est contenue dans la catégovier r M X des variationsidmissibleset donc
d’aprés [9, Theorem 3.27], dans la catégdidM M X des modules de Hodge algébriques. Le fonctegrest
exact; il induit donc un foncteur de catégories dérivées :

itk : DP(ReppG) — DP(MHM rM¥).

Définition 3.2. (a) La catégori€Rep, G1, ﬁQ) est définie comme suit : les objets sont les paiias (,Oy)yeﬁQ),

ou Vi € ReppG1, et (p,), est une famille d’isomorphismegnty)*V,— V; dans ReprG1 (inty := la
conjugation pay), telles que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) p, estégal &+ y 1) siy € G1(Q),
(i) larelation de cocycle est satisfaite.
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Les morphismes d&Rep;G1, I-ZQ) sont définis de maniere évidente. _
(b) La categorieRepyG1, Hg/Hc) est la sous-catégorie pleine deep,G1, Hp) dont les objets sont les
(Vq, (py)yegQ) pour lesquelp, estl'identité siy € Hc.

On définit également des variantes de 3.2 au niveau des pro-catégories. Notons que d’apres la Proposition 3.1(a
on a(inty)*Vy = V; pour toutV; € Pra(Rep;G1) ety € Hc.
Par équivariance, le foncteuy, (k,, s'étend en un foncteur tensoriel exact entre la catégRee, G1, Ho/Hc)
et celle des objets déar - M™ XV munis d’'une action du groupe fiai. Selon la Proposition 3.1(c), cette catégorie
est canoniquement équivalenteVar M, d’ot un foncteur tensorielReppG1, Ho/Hc) — VarpM§E C
MHM MK, également notéi,x,). Ce foncteur est exact; il induit donc un fonctaug k) : D’ (Rep, G,
Ho/Hc) — DP(MHM pMK).

Définition 3.3. On noteI'(Hc, o ): (RepyG1, Hp) — (Rep;G1, Hyp/Hc) le foncteur qui associe &; =
(V1, (py)y) le plus grand sous-objét) sur lequel lep,, y € Hc, agissent trivialement.

On applique alors des variantes des Théorémes 2.5 et 2.6 (pour des catégories abéliennes munies d’une actit
non-triviale d'un groupe, et pour la cohomologie d’'un sous-groupe distingué de ce groupe), pour prouver que le
foncteur dérivé droit au niveau des pro-catégories existe :

RI'(Hc, o): DY (PraRep;G1), Hp) — D (PraReppG1), Hp/Hc),
et qu'il respecte les sous-catégori®’sRep;G1,?) : RI(Hc, »): D"(ReppG1, Hp) — D’ (ReprG1, Hp/Hc).

Définition 3.4. On notel" (W1, e ):Repr 0 — (ReppG1, Hp) le foncteur qui associe a une représentalioae
Q ses invariants soug’; .

Le foncteur dérivé droiRI" (W1, e ): D’ (Rep, Q) — D?(ReppG1, Hp) existe. On a alors :

Théoréme 3.5. NotonsRe%:Dh(RepFG) — DP(Rep; Q) la restriction, etc la codimension deX dans
(MX)*. 1l existe alors un diagramme naturel et commutatif

MK

D" (ReppG)
Re%¢
D"(Rep; Q)
RI(Wy, e )¢ i* ju[—c]
Db(RepFGl, EQ)
(

RF(ﬁC,.)\L
b — — 1253 Kq) b K
D’(ReprG1,Hp/Hc) —— D°(MHM p M7)

DY (MHM rM¥X)

Par conséquent, il existe une suite spectrale pouritéut D’ (Rep,G), qui converge vers la conomologie de
i*ji o ux (V®), et qui a pour termes initiaup x,) o HP(Hc, H1 (W1, Reg V*)). En utilisant une observation
de Harder [4, démonstration de 1.6.2, Satz 1], on démontre que cette suite spectrale dégénere, et qu’elle e
canoniguement scindée ; d'ou le résultat suivant, qui est I'analogue, en théorie de Hodge, de [8, Théoreme 5.3.1]

Théoréme 3.6. 1l existe un isomorphisme canonique et fonctoriel pour t6Ut D’ (RepyG)

Hni*j*O[LK(V.):) @ Mmr(Kq) OHp(ﬁc,Hq(W]_, Re%V')),
p+q=n-+c
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pour toutn € Z.
En utilisant la définition de la cohomologi#* (Hc, ) (Théoréme 2.5), on déduit du Théoréme 3.6 :
Corollaire 3.7. SoientV® € D*(Rep;G), etn € Z.

a) La variation admissiblg{"i* j, o g (V*) sur MX est la somme directe de variations pures. En particulier,
1
elle est semi-simple.
(b) Pour toutk € Z, on a un isomorphisme canonique et fonctoriel

G H"i*juouk (V)> @D wrky o HY (He, GrY HY (W1, Reg) V*)).
p+qg=n+c

(c) Pour toutk € Z, tout type de Hodge apparaissant dquCWH”i*j* o ug (V*), apparait déja dans un des
Gr) H1(W1,Reg; V*), g € Z, g <n+c.

Une partie des informations contenues dans 3.6 et de 3.7 est connue : le scindage de la filtration par le
poids deH"i*j, o ug (V®) est démontré dans [6, Proposition (6.4)]. D’aprés le Corollaire 3.7(b), le systeme
local sous-jacent & GrH"i* j. o ik (V*) est la somme directe des systémes locaux sous-jacents.auy o
HP(Hc, Gr,?’ H1(Wy, Re% V*)), pourp + ¢ =n+ c. Ce résultat peut étre obtenu, a I'aide de [4, démontration de
1.6.2, Satz 1], par [6, Corollaire (6.6)].

La cohomologied” (MX | i* j. o ux (V*)) coincide avec la « deleted neighbourhood cohomology » (de certaines
strates dans une compactification toroidaleMi&) de [5] (comme on le voit par changement de base propre
pour la projection de cette compactification $i*)*). En appliquant le foncteur « cohnomologie singuliére » a
I'isomorphisme du Théoréme 3.6, on obtient un résultat qui équivaut a [5, Théoréme (5.6.10)].
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