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Introduccién

“El futuro es impredecible, todo se basa en probabili-
dades.”

RicHARD FEYNMAN

Nuestra vida cotidiana esta rodeada de infinidad de fendmenos
aleatorios; la mayoria de las personas nos enfrentamos, conti-
nuamente, a diversas situaciones en las que esta implicado el
azar y ante ellas tenemos que tomar decisiones, disponiendo,
en muchas ocasiones, de una cantidad limitada de informa-
cion. La interaccion continua de estos fendbmenos nos con-
duce a elaborar una idea basica e informal de la probabilidad
y a introducir expresiones en nuestro lenguaje como: es muy
probable, no hay minguna probabilidad, es casi seguro, tenemos las
mismas probabilidades, tengo muchas posibilidades, casi seguro que
no pasa, la operacion tiene un riesgo del 10%... Desde luego son
expresiones que también son comprensibles por otras personas
en situaciones cotidianas. Pero cuando hablamos de probabili-
dad, ¢a qué nos referimos?

Desde un punto de vista formal, la probabilidad es el cal-
culo matematico que evalta las posibilidades que existen de
que un suceso ocurra cuando interviene el azar. LLas aplicacio-
nes derivadas de su estudio se encuentran por doquier. Veamos
unos ejemplos:

e El precio de algunas materias primas como el petro-

leo, los cereales, el café, etc. varia en funcién de la pro-
babilidad de que haya un conflicto en alguna zona de
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produccion o de otros factores que se suelen estudiar en
términos de probabilidad.

La probabilidad de éxito en una cirugia, tratamiento
médico, etc. también tiene mucho que ver con el estudio
estadistico en casos anteriores.

Es evidente que los casinos han estudiado en sus apues-
tas la probabilidad de que ocurra tal o cual suceso, pro-
poniendo reglas a los juegos que maximicen su negocio.
Se trata de ganar, aunque sea poco.

La prevision del tiempo ha mejorado en los ultimos
afios gracias al trabajo de muchos cientificos, la aplica-
cion de modelos matematicos y la utilizacién de poten-
tes ordenadores. Un tipo de modelo meteorologico es
el denominado probabilistico o estocdstico, que describe
la variacion aleatoria de las variables e incorpora méto-
dos estadisticos y probabilisticos en la descripcion de las
predicciones futuras.

La esperanza de vida es una medida del promedio de
afnos que se espera que viva una persona en las condicio-
nes de mortalidad del periodo que se calcula. También
se basa en el calculo de la probabilidad de muerte o de
vida de la poblacién a partir de los datos recogidos so-
bre nacimientos y defunciones, distribuidos por sexo,
edades, territorios, etc.

Tomar una decision de compra o venta en un negocio
implica un analisis del riesgo y, para decidir la opcion
mas ventajosa, las empresas utilizan métodos basados
en estudios probabilisticos, que miden la repercusion
que tendran las acciones que van a tomar y asi poder
elegir las mas acertadas o las menos arriesgadas.

En el disefio de muchos bienes de consumo como
automoviles, electrodomésticos, moviles, etc. se utili-
za la teoria de la fiabilidad para estudiar la probabi-
lidad de averia, rotura, desperfecto, etc., la cual esta
relacionada con la garantia que el fabricante hace del
producto.
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A los efectos de las compaiiias de seguros, mientras ma-
yor es el universo de conocimiento parcial, mayor sera
la probabilidad para la determinacion de un resultado;
deciden el tipo de prima que van a aplicar, teniendo en
cuenta la edad, experiencia, historial, afios de carné, etc.
de la persona contratante. Por lo tanto, mientras mas
estadisticas puedan ser acumuladas sobre un resultado
particular, mayor sera la certeza. .o mismo pasa con
otros seguros como los de tipo médico, de vida, etc.

La venta de mas asientos de los que posee un avidén co-
mercial (overbooking) también tiene que ver con la pro-
babilidad, pues se sabe que gran parte de los aviones
que despegan de cualquier acropuerto suelen hacerlo
con, al menos, un asiento vacio, ya que no todos los pa-
sajeros con billete acaban volando. L.os motivos pueden
ser diversos: pérdida del avidon, imposibilidad de forma-
lizar una anulacion, etc.

Incluso en algunos conflictos bélicos se ha calculado,
de manera probabilistica, el niimero de victimas que se
iban a producir.

También sabemos que hay eventos poco probables.
Por ejemplo, que caiga un meteorito en las proximas
horas y destruya la Tierra o también que nos toque la
Loteria Primitiva son eventos con poca probabilidad
de suceder.

Hay situaciones que se pueden explicar mediante un uso

adecuado de la probabilidad. Por ejemplo, podriamos pregun-
tarnos por qué, si vamos a una reunioéon a la que asisten 25
personas, es muy probable que al menos dos de ellas cumplan
afios el mismo dia.

Cuando compramos sistemas de iluminacién para nuestra

casa leemos, en el prospecto, que tienen un numero de ho-
ras determinado de duracidén. Sin embargo, en la practica, es
muy frecuente que la duracion de los sistemas de iluminacion
sea distinta, en muchas ocasiones superior de lo que afirma el
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fabricante. ¢A qué se debe? ¢Se equivocan al calcular la du-
racion de las bombillas? ;O quizé hay algo que desconoce-
mos gracias a lo cual podemos disfrutar de su luz mas de lo
esperado?

Cuando elegimos la cola en un supermercado, casi siem-
pre, la cola elegida va mas lenta. ;Por qué sucede esto?

Algunas de estas cuestiones son relativamente faciles de
entender, pero otras requieren explicaciones un poco mas ela-
boradas. En este sentido, nos puede ayudar un uso correcto e
inteligente de la teoria de la probabilidad.

La mayoria de las situaciones, relativas a problemas de
decision, aunque sean meramente recreativos, pueden afron-
tarse en mejores condiciones si se comprende bien el concepto
de probabilidad y la aplicacion de sus leyes. Sin embargo, ser
un experto en probabilidad no garantiza tomar las decisiones
acertadas en este campo, aunque si nos puede servir para sa-
ber en qué nos hemos equivocado y analizar mejor los eventos.
Desde luego, es preferible conocer que ignorar.

Una buena manera de adentrarse en el mundo de la pro-
babilidad es familiarizarse con juegos de azar y variados pro-
blemas de caracter aleatorio para, posteriormente, discutirlos y
tratar de resolverlos.

Como hemos mencionado, hay situaciones en las cuales
es “relativamente facil” calcular la probabilidad de ocurrencia
y llegar a un mismo acuerdo entre distintos observadores; por
ejemplo, la probabilidad de obtener un 5 en un dado ctbico es
una situaciéon de amplio consenso. Sin embargo, otras situacio-
nes son mas enrevesadas y requieren pensar bien.

En las decisiones y juicios de probabilidad en la vida co-
tidiana nos dejamos llevar, en muchas ocasiones, por la intui-
cion, que con frecuencia nos engafia. Cometemos errores que
no se suelen corregir simplemente con un aprendizaje formal
de la probabilidad.

10
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Este no es un libro sobre la probabilidad, sino un conjunto de
topicos en cuya resolucion intervienen métodos y argumentos
probabilisticos. Se muestran situaciones variadas en relacion
con el mundo de la probabilidad, acompafiadas de un método
que nos permite complementar el trabajo, que habitualmente
hace el profesorado en las aulas.

En el primer capitulo se presenta un recorrido historico de
los momentos cruciales de esta teoria matematica. Su trayectoria
tiene una larga historia y en su construccion participaron cientifi-
cos de gran talla como Gerolamo Cardano, Galileo Galilei, Pierre
de Fermat, Blaise Pascal, Christiaan Huygens, Jacques Bernoulli,
Carl Friedrich Gauss, Pierre-Simon Laplace, Andréi Kolmogorov,
etc. Fue un desarrollo dificil y controvertido, un camino lleno de
paradojas, interpretaciones misticas o ambiguas y agrias disputas
entre sus protagonistas. Con el matematico Laplace esta teoria
alcanzo6 su mayoria de edad y con la axiomatizacion realizada por
Kolmogorov la teoria de probabilidad experimentd una expan-
sion sin precedentes. Actualmente es la parte de las matematicas
con mas aplicaciones y, sin duda, la mas pujante.

El segundo capitulo se centra en las leyes y teoremas ba-
sicos de la probabilidad, acompafiadas de situaciones explica-
tivas. Conviene recordar las palabras del matematico francés
Emile Borel (1871-1956), quien en su famoso libro Las proba-
bilidades v la vida se preguntaba:

¢Existen leyes del azar? Parece evidente que la respuesta deberia ser ne-
gativa, ya que precisamente el azar se define como caracteristica de los
fendmenos que no tienen ley, fenomenos cuyas causas son demasiado
complejas para que podamos preverlas. Sin embargo, los matematicos, a
partir de Pascal, Galileo y de otros muchos pensadores eminentes, han
establecido una ciencia, el calculo de probabilidades, cuyo objeto ha sido
generalmente definido como el estudio de las leyes del azar. En reali-
dad, el principal objetivo del calculo de probabilidades, como su mismo
nombre indica, es calcular las probabilidades de fenomenos complejos en
funcién de probabilidades conocidas de fenomenos mas sencillos.

11
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Mientras que el filésofo y matematico inglés Bertrand
Russell (1872-1970) decia en Légica v conocimiento: ““¢ComMo
osamos hablar de leyes del azar? ¢No es, acaso, el azar la anti-
tesis de cualquier ley? El concepto de probabilidad es el mas
importante de la ciencia moderna, especialmente porque nadie
tiene la minima idea de lo que significa”.

El filésofo romano Lucio Anneo Séneca (4 a. C.-65d. C.)
ya aventuraba: “Llegara el dia en que, gracias a un estudio con-
tinuo durante varios siglos, las cosas actualmente ocultas se
presentaran con toda evidencia, y la posteridad se asombrara
de que verdades tan palpables hayan escapado a nuestra com-
prension”.

En el tercer capitulo se abordan una serie de paradojas e
interrogantes, que seguro nos haran pensar, haciendo tamba-
lear nuestro sentido comun.

La probabilidad geométrica es el tema central del cuarto
capitulo. Desde los comienzos de la probabilidad, los denomi-
nados problemas de probabilidad geométrica han desempefiado
un importante papel, sirviendo de estimulo y discusion por
las paradojas y dificultades que entrafaban estas situaciones.
Como ejemplo simple y conocido, recordemos la paradoja de
Bertrand. Joseph Bertrand (1822-1900) es un autor de induda-
ble valor historico, como precursor del método de Montecarlo,
estudiando uno de los mas célebres problemas: el de la aguja
de Buffon.

El capitulo quinto se ocupa del método de Montecarlo y
sus variadas e interesantes aplicaciones. Es un método usado
para aproximar expresiones matematicas complejas y costosas
de evaluar con exactitud y, por tanto, aconsejable en el estudio
de diversas situaciones de caracter aleatorio. Este método nos
proporciona soluciones aproximadas a una gran variedad de
problemas matematicos, posibilitando la realizacién de experi-
mentos utilizando los nimeros aleatorios para la ejecucion de
muestreos.

El sexto capitulo reflexiona acerca de una idea: la estadis-
tica y el azar se enseflan en todos los niveles educativos y, sin

12
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embargo, la mayoria de los estudiantes finalizan los cursos sin
aplicar ni conocer adecuadamente los conceptos y procedi-
mientos probabilisticos.

Generalmente, las clases se centran en presentar algunos
conceptos relativos al azar y la descripcién de algin tipo de
procedimientos para posteriormente proponer problemas en
los que se apliquen. Creo sinceramente que esta estructura no
ayuda a promover un verdadero razonamiento probabilistico
entre los estudiantes. /Como podemos enseflar correctamente
el azar? Hay dos premisas que deberiamos incluir en nuestro
proyecto didactico: proponer buenos problemas y discutirlos
junto con la adquisicién de un modelo didactico que se aplique
en diversas situaciones. El libro finaliza con una bibliografia
seleccionada que complementa los temas tratados.

Vaya mi agradecimiento a mis compafieros y amigos Serapio
Garcia, José Colera y, especialmente, al profesor y amigo Rafael
Pérez Gomez por sus valiosos y comedidos consejos tras una
minuciosa lectura del primer borrador.

Deseo que la lectura de este libro resulte en un viaje fructi-
fero y espero que los temas tratados sirvan para profundizar en
este apasionante campo de la probabilidad. Pero, sobre todo,
que sirva al profesorado para mejorar sus clases, pues “quien
se atreve a ensefar, nunca debe dejar de aprender™.

13
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Capitulo 1
Nada surge porque si,
todo tiene una historia

“Las preguntas mas importantes de la vida, de hecho,
no son en su mayoria mas que problemas de probabi-
lidad.”

PIERRE-SIMON LLAPLACE

Introduccion

Ademas dela certeza de la muerte, muy pocos aspectos de nuestra
vida eluden la influencia de la probabilidad. LLos seres humanos
nos diferenciamos del resto de los animales en muchos aspectos;
uno de ellos es nuestra capacidad de “prediccién”, de anticipar-
nos a los acontecimientos que van a ocurrir. En algunas ocasiones
acertamos y en otras erramos. En otras palabras, estudiamos la
posibilidad de que ocurran o no determinados sucesos. IL.a medi-
da numérica de esa posibilidad es la probabilidad del suceso. La
teoria que estudia esa medida de posibilidad se denomina zeoria
de la probabilidad. Esta teoria es una herramienta matemdtica que
establece un conjunto de reglas o principios utiles para calcular la
ocurrencia o no ocurrencia de los llamados fendmenos aleatorios.
Es una teoria compuesta por todos los conocimientos relativos al
concepto de probabilidad. Se trata de un constructo, en esencia,
matematico; constituye un instrumento fundamental e impres-
cindible para la estadistica y, desde luego, para el avance de casi
todas las ciencias. Pero ¢cuando surgi6 su estudio?

Los conceptos relativos al azar y la probabilidad son tan
antiguos como la civilizacion misma. Hay que sefialar que el
sentido del término probabilidad es sumamente complejo debi-
do al distinto uso que se hace de él, tanto en el lenguaje comun

15
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como en el de las ciencias, incluyendo los campos de las ma-
tematicas y la filosofia. El mismo concepto puede tener una
doble vertiente, epistemoldgica y aleatoria, y ambas aparecen
sugeridas por un fenomeno muy antiguo: los juegos de azar.

¢Doénde comienzan los calculos acerca del azar? ;Cuando
se conectan y funden con el concepto filoséfico de azar?

Los origenes del azar

Las pruebas mas antiguas de utilizacion de juegos de azar apa-
recen en las culturas egipcia y griega, aunque se sabe que, hace
mas de 4.000 afos, en Irak fueron utilizados unos dados en for-
ma cubica, de ceramica, y con una ordenacion de puntos algo
distinta a la habitual; se trata de uno de los dados mas antiguos
encontrados hasta la fecha. LLos faraones del antiguo Egipto
(2700-2200 a. C.) solian jugar a un tipo de juego, el senet. LLos
antiguos egipcios creian mucho en la idea de “destino” y todo
indica que el azar, que formaba parte del juego senet, estaba
fuertemente relacionado con esta idea. Pensaban que un buen
jugador estaba bajo la proteccion de los dioses mas importantes
del pantedn: Ra, Thot y Osiris. De ahi que los tableros de senet
se colocasen junto a otros objetos para el viaje a la ultratumba.
El juego incluso se menciona en el capitulo XVII del Libro de
los muertos. Herodoto (c. 484-425 a. C.) ya dejo constancia del
modo en el que en la antigua Libia se hizo frente a una ham-
bruna que tuvo lugar alrededor del afio 1500 a. C. Los libios
pasaban el tiempo jugando a los dados y a otros juegos de azar
durante todo el dia, sin parar, de manera que no pudieran sentir
hambre y solo al dia siguiente, comian y no jugaban. De este
modo hicieron frente a la hambruna.

Asimismo, existen documentos que demuestran que, apro-
ximadamente en el 1800 a. C., ya se jugaba a un precioso juego
llamado perros v chacales. Consistia en colocar unos punzones
con cabeza de perro o de chacal en un tablero segun fuese el
lanzamiento de unas tabas.

16
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El mismo nombre de azar parece haber transitado desde
Siria hasta Europa y probablemente se deba a la flor de azahar
que aparece dibujada en una de las caras de la mayoria de los
dados de la época.

Los juegos de azar desde siempre fueron muy populares,
habiendo estado perseguidos en diferentes momentos. Por
ejemplo, en Roma el juego alcanz6 tal importancia e inciden-
cia en la vida social que llegd a prohibirse en determinadas
ocasiones y periodos del afio. En los primeros compases del
cristianismo, determinados juegos de azar también fueron re-
probados y censurados.

Figura 1

Hombres jugando a los dados en un fresco de Pompeya

Fuente: www.romanoimpero.com

El rey Luis XI de Francia, en 1255, también prohibi6 los
juegos de azar y la fabricacion de dados, equiparandolos a la
frecuentacion de tabernas y la fornicacion.

Curiosamente, en algunas ocasiones el azar era asimilado
a la voluntad de los dioses y, circunstancialmente, jugaba un
papel decisorio. Asi, las vacantes importantes en la jerarquia
sacerdotal eran adjudicadas por sorteo.

Pero ademas de los aspectos probabilisticos, los problemas
de combinatoria también fueron abordados en la Antigiiedad.
El famoso libro I-Ching, escrito alrededor del 1200 a. C., con
sus combinaciones de friagramas misticos, es uno de los ejem-
plos mas tempranos.

17

1051 Azar (11).indd 17 08/07/21 10:16



Entre los fil6sofos griegos también se encuentran conside-
raciones sobre distintos problemas que hoy se resolverian con
el calculo combinatorio, aunque no hay constancia de que dis-
pusieran de teoria alguna al respecto. El cientifico latino Boecio
(c. 480-524/525) también describe con cierto detalle una regla
para encontrar las combinaciones de 7 objetos tomados dos en
dos. De igual modo, conviene mencionar que el astronomo tude-
lano Abraham ben Meir ibn Ezra (1089-1167) y el judio catalan
Levi ben Gershon (1288-1344) estudiaron con cierta profundidad
una serie de reglas para el calculo de variaciones y combinaciones,
llegando a calcular nimeros combinatorios que, por cierto, ya eran
conocidos por los cientificos chinos en el siglo XIII.

En el poema “De vetula”, escrito por Richard de Fournival
(1200-1250), ya se afirma, correctamente, que si se lanzan tres
dados hay 216 combinaciones posibles, y en ¢l se calculan de
manera exacta los diferentes valores para la suma de los tres
dados. Aunque ahora pueda parecer una cuestion trivial, en
aquella época no lo era, y otros muchos autores erraron al in-
tentar resolverla, generalmente porque no tenian en cuenta las
posibles permutaciones de una misma combinacion.

Por tanto, parece claro que desde la Antigiiedad hasta el
Renacimiento ya se jugaba, sin interrupcion, a toda clase de
juegos de azar (dados, tabas, astragalos, cartas, etc.). Los jue-
gos vy las apuestas fueron tan populares que no distinguian cla-
ses sociales. Curiosamente, no hay apenas manuales sobre las
reglas del juego, lo que hace suponer que la gente las conocia
por tradicion oral.

Los precursores de la teoria de la probabilidad
Los primeros acercamientos serios a lo que mas tarde se lla-
maria la teoria de la probabilidad son debidos a grandes cien-
tificos y matematicos italianos como Niccold Fontana “Tarta-
glia”, Giovanni Francesco Peverone, Galileo Galilei y Gerolamo

Cardano.

18
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Ficura 2 Figura 3 Ficura 4

Niccolo Fontana, Gerolamo Cardano Galileo Galilei
“Tartaglia” (1499-1557) (1501-1576) (1564-1642)

Fuente: Wikimedia Commons.

Es interesante acercarnos a los trabajos de estos cientificos.
De la lectura de sus escritos podemos extraer la idea que ellos ma-
nejaban sobre los conceptos relacionados con el mundo del azar.

Una de las cuestiones, abordadas repetidas veces en esa
época, es el llamado problema de la division o reparto. En 1494,
Luca Pacioli (1447-1517) formula el problema de la siguiente
manera:

Dos equipos juegan a la pelota de tal modo que se necesitan un total de
6 tantos para ganar el juego. La apuesta es de 22 ducados, donde cada
bando ha puesto 11 ducados. Por un incidente no pueden terminar y el
juego se interrumpe cuando un bando ha conseguido 5 tantos y el otro 3.
Se quiere saber qué participacion del dinero del premio le corresponde

a cada bando.
Tartaglia razonaba el problema del reparto de este modo:

Si suponemos que tenemos que llegar a 6 tantos y A ya ha conseguido 5
y B ha conseguido 3, yo digo que el reparto mas justo es de 2 a 1, puesto
que A esta 2 juegos por delante de B. Esto es 1/3 del total de juegos re-
queridos para ganar. Por lo tanto, A deberia tomar 1/3 de las apuestas. El
remanente se divide equitativamente, dando a A una ventaja sobre B en
la proporciéon 2 a 1.

19
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Pero el mismo Tartaglia no estaba muy conforme con sus
razonamientos, reconociendo que: “La resolucion de tal pre-
gunta debe ser judicial mas que matematica, de modo que,
cualquiera sea la manera en que se lleve a cabo la division, ha-
bra causa para litigar™.

En 1558, Giobattista Francesco Peverone resuelve este
tipo de problemas de manera mas correcta que Tartaglia: su
exposicion esta escrita en un pequeio tratado titulado Due bre-
vt e facili trattati, 1l primo d’Arithmetica, Paltro di Geometria.

Con la aparicion de la imprenta comienzan a emerger tra-
tados poco precisos sobre los diferentes juegos de moda. Se
atribuye a Gerolamo Cardano el primer tratado relacionado
con el mundo del azar, Liber de ludo aleae. Si bien fue escrito
alrededor de 1564 no fue impreso hasta el afio 1663, lo cual
explica que sus ideas permanecieran, en buena parte, desco-
nocidas para la mayoria de los estudiosos hasta bastantes afnos
después de su muerte. Se trata de un estudio medianamente or-
ganizado, cuyo objetivo es calcular las diferentes posibilidades
del lanzamiento de varios dados, asi como resolver problemas
de la division de lotes o reparto. Al carecer de una simbologia
adecuada recurre constantemente a ejemplos concretos. A lo
largo de todo el tratado se sirve especialmente de dos métodos:
recuento de las distintas posibilidades y el concepto de ganan-
cia media. Su obra comienza, curiosamente, con una serie de
consejos moralizantes sobre el juego, advirtiéndonos de los pe-
ligros que acarrea su excesiva aficion.

En la resolucion de los problemas planteados, Cardano
trabaja con los conceptos de la definicioén clasica de la proba-
bilidad, aunque no la define explicitamente. En concreto, in-
troduce la idea de asignar una probabilidad p entre O y 1 a un
suceso cuyo resultado se desconoce, considerando el nimero
total de resultados y el nimero de resultados favorables y esbo-
zando de una forma rudimentaria lo que ahora se conoce como
la ley de los grandes nitmeros, al afirmar que si la probabilidad
de un suceso es p, después de un numero grande de repeticio-
nes 7, lo mas razonable es apostar que ocurrira alrededor de
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np veces. Sin embargo, Cardano no alcanz6 a reconocer la im-
portancia tedrica de estas enunciaciones, ya que consideraba
que estas relaciones eran meramente aritméticas mas que una
medida de Ia posibilidad de ocurrencia de un suceso aleatorio.

Afios mas tarde, el cientifico italiano Galileo Galilei volvid
a estudiar y resolver algunos de los problemas ya planteados
por Cardano. Galileo también escribi6 un tratado sobre este
tema, aproximadamente entre 1613 y 1624, que inicialmente
se denomino Sopra le scoperte dei dadi (Sobre los descubrimientos
del dado). En el libro explica un problema que le planted el
duque de Toscana, el cual habia observado que al lanzar tres
dados y sumar sus puntuaciones, el resultado 10 aparecia mas
veces que el 9, lo que a él le parecia absurdo, ya que ambos nu-
meros se podian descomponer de seis maneras distintas como
suma de tres sumandos del uno al seis de la forma que se mues-
tra y que, por lo tanto, debian tener la misma probabilidad:

9=1+2+6 10=14+3+6
9=1+3+5 10=14+4+5
9=1+4+4 10=24+2+6
9=2+2+5 10=24+3+5
9=2+3+4 10=2+4+4
9=3+3+3 10=3+3+4

Galileo, que tenia un sentido de la probabilidad digno de un
genio, realiza un cuidadoso andlisis de todas las sumas de pun-
tos que pueden obtenerse al lanzar tres dados, y muestra que,
de los 216 casos posibles, 27 suman 10 y 25 suman 9. Es no-
table su procedimiento, ya que la solucidén es analoga a la que
actualmente se hace para resolver este tipo de problemas, lo
que nos da motivos para pensar que el concepto de equipro-
babilidad aplicado a las caras de un dado, es decir, que tienen
la misma probabilidad de obtenerse, ya era conocido en el siglo
XVLI. Sin embargo, la principal contribucion de Galileo a la teo-
ria de la probabilidad fue la creaciéon de la teoria de la medida
de errores. Segtin Galileo, los errores de medida son inevitables
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y los clasifico en dos tipos: los errores sistematicos, debidos a los
métodos y las herramientas de medida; y los errores aleatorios,
que varian impredeciblemente de una medida a otra. Esta clasi-
ficacion sigue en vigor actualmente. Con estas ideas, Galileo no
solo contribuyo6 al desarrollo de la teoria de la probabilidad, sino
que puso las bases para el nacimiento de la estadistica.

En resumen, en la mayoria de los tratados de la época los
problemas abordados son de dos tipos: problemas de recuen-
to de posibilidades (combinatoria) y de juegos de azar en los
que hay que repartir unas ganancias en un juego interrumpido
antes de su conclusion. En esa época también fueron aborda-
das situaciones estrictamente combinatorias; no podemos ol-
vidarnos en esta pequefia resefia al mallorquin Ramon Llull
(c. 1232-1316), quien mediante su método ars combinatoria
representa un intrincado mecanismo de figuras geométricas
y simbolos que combinan letras y conceptos, presentandose
como un saber nuevo con ambicidén universal; de hecho, se
suele mencionar a Llull como el fundador de la feoria de com-
binaciones.

Nacimiento de las primeras teorias probabilisticas

Como hemos visto, fueron los cientificos italianos los primeros
en preocuparse por el estudio de Ia teoria de la probabilidad,
pero el impulso fundamental en el desarrollo de esta teoria no
se daria en Italia, sino en Francia.

Conviene recordar que en la sociedad francesa (como en
casi todos los lugares de Europa) del siglo XVII, el juego era
uno de los entretenimientos mas frecuentes. LLos juegos cada
vez mas complicados y las apuestas muy elevadas hicieron sen-
tir la necesidad de calcular las probabilidades de los juegos de
una manera mas racional.

La mayoria de los historiadores coinciden en atribuir a
los trabajos de los cientificos franceses Blaise Pascal (1623-1662) y
Pierre Fermat (1601-1665) las bases sobre las que posteriormente
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se asentaria la moderna teoria de la probabilidad. Pascal se intere-
sO por este tema a raiz de unas cuestiones que le habia propues-
to el caballero De Méré. La historia es mas o menos la siguiente.
Durante cierto viaje, hacia 1652, camino de Poitou, Pascal coincidié
con Antoine Gombauld, sefior de Baussay, mas conocido con el
sobrenombre De Méré. Tal caballero era considerado como un ju-
gador profesional, apasionado por el juego de los dados y las cartas,
ademas de ser un hombre inteligente ¢ ilustrado. Resulta que, du-
rante la conversacion, este le propuso una serie de problemas que
rapidamente cautivaron la atencién del joven Pascal. El primero de
los problemas estaba enunciado en los siguientes términos: “Se lan-
zan n veces dos dados ctiibicos. Calcular el niimero de veces que
es preciso lanzar los dados para apostar con ventaja al suceso de
obtencion del seis en los dos dados”.

De Méré le hace saber a Pascal que para ¢l dos respuestas
son posibles: 24 y 25. LLa primera, obtenida mediante una regla
teorica que ¢l mismo ha investigado, y la segunda, mediante su
experiencia como jugador profesional. Posteriormente le plantea
otro problema, que ya Pacioli y Cardano habian estudiado de
manera particular un siglo antes, conocido como el problema des
partis o del reparto. El problema en cuestion es una generaliza-
cion de las situaciones propuestas a los cientificos italianos: “Dos
jugadores deciden interrumpir el juego antes del término conve-
nido; ¢como deberan repartirse las cantidades apostadas, segun
el progreso de la partida, para que dicho reparto sea justo?”.

Durante dos afios, Pascal pondero6 las cuestiones y, final-
mente, comunico sus resultados al jurista francés Pierre Fermat.
En una de las primeras cartas de la extensa correspondencia
matematica que mantuvieron a lo largo de dos afios, fechada el
20 de julio de 1654, Pascal narra a Fermat el encuentro con De
Meéré y le hace saber como ha resuelto el problema del reparto
en la partida interrumpida:

He aqui aproximadamente como lo hago para saber el valor de cada una
de las partidas cuando dos jugadores juegan, por ejemplo, en tres partidas,

y cada uno ha puesto en el juego 32 monedas. Supongamos que el primero
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tenga dos y el otro una; ahora juegan una partida cuya suerte es que, si
el primero la gana, gana todo el dinero que estd en juego, a saber, 64
monedas; si el otro la gana, son dos partidas contra dos partidas, y por
consiguiente, si quieren separarse, es preciso que retire cada uno lo que
ha puesto, a saber, 32 monedas cada uno. Considerad, sefior, que, si gana
el primero, le pertenecen 64; si pierde, le pertenecen 32. Ahora bien, si
no quieren arriesgar esta partida y separarse sin jugarla, el primero debe
decir: estoy seguro de tener 32 monedas, porque la pérdida misma me las
da; pero para las otras 32, quiza las tendré yo, quizas las tendréis vos; el
azar es igual, repartamos, pues, estas 32 monedas, mitad por mitad, y me
dais, ademas de estas, las 32 monedas que me corresponden con segu-
ridad. Tendra, pues, 48 monedas y el otro 16 (De Mora Chasles, 1989).

La carta concluye con una frase muy conocida: “El caba-
llero de Méré tiene mucho talento, pero no es gedmetra; esto
es, como sabéis, un gran defecto”.

Casi al unisono, Fermat resolvid el problema por un mé-
todo completamente distinto, lo cual fue para Pascal muy es-
timulante: “Ya ve [...] que: la verdad es la misma en Toulouse
que en Paris”.

Ficura 5 Ficura 6 Figura 7
Blaise Pascal Pierre Fermat Christiaan Huygens
(1623-1662) (1601-1665) (1629-1695)

Fuente: Wikimedia Commons.

El método de Pascal consistia en el empleo de la ecuacion
en diferencias —esto es, una expresion que relaciona distintas
sucesiones, siendo una de ellas una sucesion desconocida— con
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el fin de determinar las probabilidades sucesivas de los jugado-
res, desde los niimeros mas pequefios a los siguientes. Pero su
método estaba restringido al caso de dos jugadores. Sin embar-
g0, el método de Fermat se podia extender a un ntmero cual-
quiera de jugadores, al estar basado en un estudio de niimeros
combinatorios. Después del intercambio de algunas cartas entre
ellos, Pascal reconocio la generalidad del método de Fermat.

A través de la correspondencia, puede contemplarse no
solo la evolucion de los problemas, sino también la admiracion
creciente que Pascal siente por el ingenio de Fermat, como lo
demuestra la siguiente carta:

Sefior,

Su ultima carta me ha satisfecho a la perfeccion. Admiro su método
para los lotes, tanto mas porque lo comprendo bien; es enteramente suyo,
no tiene nada en comun con el mio, y llega facilmente al mismo resultado.
Nuestra comprension se ha establecido.

Pero Sefior, si en esto he competido con Vd., debera buscar en otra
parte quien le siga en sus intervenciones numéricas, cuyos enunciados
me ha hechoVd. el honor de enviarme. Le confieso que esto me sobrepa-
sa ampliamente; solo soy capaz de admirarlas y le suplico humildemente
que dedique su primer momento libre a concluirlas. Todos nuestros ami-
gos las vieron el sabado pasado y las apreciaron de todo corazoéon: no es
facil soportar la espera de cosas tan bellas y deseables (Carta de Pascal a
Fermat, 27 de octubre de 1654).

También estas cartas atestiguan el nacimiento de una nue-
va ciencia, que tuvo la “mala suerte” de coincidir con los gran-
des descubrimientos de la matematica. Efectivamente, el siglo
XVII puede considerarse el siglo de oro de las matematicas: en él
se da el nacimiento y desarrollo del calculo infinitesimal e inte-
gral, de la teoria de la gravitacion, de la geometria analitica, etc.

Pascal también aplicé los razonamientos probabilisticos
sobre la toma de decisiones a la teologia y tratdé de demostrar la
existencia de Dios. Su argumento, conocido como la apuesta de
Pascal, era el siguiente:
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Dios existe 0 no existe; si no existe, da igual creer en él que no creer; si
existe, creer que no existe provoca la condenacion eterna, mientras que
creer trae la salvacion. Como la salvacion es preferible a la condenacion
(en términos probabilisticos, la ganancia es mayor), una persona razona-
ble actuara como si Dios existiera, aunque crea que la probabilidad de

que exista es pequefia.

Pascal y Fermat no publicaron sus resultados, dejando cons-
tancia de sus investigaciones en las cartas que se intercambiaron.
En 1665 y tres afios después de la muerte de Pascal, se publica
su Tratado del triangulo aritmético, la mas importante contribu-
cion realizada hasta entonces en el campo de la combinatoria.
El libro comienza con la construcciéon de lo que posteriormente
se denomind como tridangulo de Pascal, aunque ya era conocido
desde cinco siglos antes.

Pascal realiza un estudio pormenorizado de las propieda-
des de los llamados numeros combinatorios. I.a mas importante
es, sin duda alguna, la obtencién de una férmula para obtener
los nimeros combinatorios:

ny_ n!
<P)_p!(n—p)!'

Identificando ese niimero combinatorio como el nimero
de combinaciones posibles de p elementos en un conjunto de
n elementos.

Diez afios antes, en 1655, el joven holandés Christiaan
Huygens (1629-1695) entrd en contacto con el circulo inte-
lectual de Pascal, Fermat y Roberval; a su vuelta a Holanda
comenzd a trabajar intensamente en problemas relativos al
calculo de probabilidades. De estas inquictudes intelectuales
surgid un pequefio tratado, escrito en holandés: lan rekeningh
mn spelen van geluck (El cdlculo en los juegos de azar), del que
posteriormente se hizo una version latina: De ratiociniis in ludo
aleae (1657).

En 1656, Huygens envié su manuscrito a Paris con la espe-
ranza de que Fermat o incluso Pascal pudieran llegar a estudiarlo
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y aprobar sus planteamientos. LLa respuesta tardd cuatro meses
en llegar, pero la confirmacién de su trabajo fue muy satisfac-
toria para Huygens. Mas aun, Pascal le envid otro problema
sobre el azar y Fermat le remitié dos cuestiones mas. Estas fue-
ron afiadidas, junto con otros dos problemas planteados por ¢l
mismo, al final del libro, y durante varios afios constituyeron
las pruebas estandar mediante las cuales se media la habilidad
del lector en la llamada doctrina del azar; Abraham de Moivre
(1667-1754), Jacques Bernoulli (1654-1705), Baruch Spinoza
(1632-1677) y Gottfried Leibniz (1646-1716), entre otros,
publicaron soluciones de algunos de estos problemas. Uno de
los cinco problemas en cuestion era el siguiente:

Tres jugadores A, B y C tienen 12 fichas de las cuales cuatro son blancas
y ocho negras; juegan con la condicidon de que gana el primer jugador
que obtiene (al extraer sin mirar) una ficha blanca. A extrae primero, lue-
go B, luego C, luego A nuevamente y asi sucesivamente. LLa pregunta es:
¢cudl es la proporcion de la probabilidad de ganar de cada jugador con
respecto de los otros? (propuesto por Fermat en una carta a Huygens en
junio de 1656).

En 1687 se publicd un libro andénimo en el que se resolvia
con todo detalle uno de los cinco problemas y se esbozaba la so-
lucion del resto. Mas tarde se comprobo que el autor de ese libro
era el filosofo holandés, de origen judio-portugués, Spinoza.

El libro de Huygens contiene un total de 14 proposiciones
formuladas de modo claro y conciso, y a continuacién figuran
los cinco problemas mencionados y un primer apéndice; pos-
teriormente afadié un segundo en el que muestran las solucio-
nes de algunos de los problemas planteados.

Las tres primeras proposiciones las dedica a manejar y ex-
plicar la nocion de esperanza matemdtica' , en las seis siguientes

1. En estadistica, la esperanza matematica, denominada también valor espe-
rado, de una variable aleatoria x es el nimero que formaliza la idea de valor
medio de un fendbmeno aleatorio.
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se ocupa de problemas de reparto, para dos y tres jugadores,
mientras que en las tltimas se encarga de la resolucion de pro-
blemas con dos, tres y mas dados. El cientifico holandés defi-
nid, por primera vez, el concepto de esperanza matematica de
una variable aleatoria con un numero finito de valores. En uno
de los parrafos de su libro se puede vislumbrar la importancia
y transcendencia que ¢l mismo da al calculo de probabilidades:
“El lector observara que nos ocupamos, no solo de los juegos,
sino, mas bien, de los fundamentos de una teoria nueva, a la vez
profunda e interesante” (1657).

Es posible que la claridad en su exposicion y una adecua-
da eleccion de los problemas sea el motivo por el que, durante
muchos afnos, se haya considerado al cientifico holandés como
el primer tedrico de la teoria de la probabilidad. Sin embargo,
hoy sabemos que ese honor le corresponde por igual a la tria-
da de Pascal, Fermat y Huygens, los cuales sentaron las bases
modernas de la teoria probabilistica, y que fueron afianzandose
y desarrollandose a lo largo del siglo XVIII.

Figura 8
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Fuente: Wikimedia Commons.
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En este breve recorrido no podemos olvidar las aportaciones
del cientifico Gottfried Wilhelm Leibniz, quien publicd en 1666
la primera monografia dedicada integramente a la combinatoria:
Dissertatio de arte combinatoria. Su trabajo no estd motivado por
la necesidad de resolver problemas de caracter probabilistico,
sino mas bien por el interés de estudiar ideas complejas a través
de ideas sencillas. El tratado de Leibniz desarrolla algunas de las
ideas de Ramon Llull, enunciadas cuatro siglos antes.

La probabilidad, una teoria consolidada

En paralelo, se realizaron otros estudios relacionados con la
probabilidad y cuyo objetivo no era el analisis de juegos de azar.
En esta linea, el comerciante inglés John Graunt (1620-1675)
abordo, hacia 1662, problemas sobre demografia o politica arit-
mética, como se la llamaba entonces. Graunt se propuso encon-
trar un método preciso para estimar la edad media de los habi-
tantes de Londres mediante la edad de defuncién; en su estudio
se encuentra el concepto de frecuencia de un suceso. Concibid asi
la realizacién de un estudio de los lugares, las causas y la edad de
mortalidad, reuniendo todos estos datos en tablas de frecuencias.
Mediante métodos sencillos y de gran sentido comuin, Graunt
formulo ciertas leyes y establecié de esta manera la uniformidad
y prediccion de muchos fendmenos considerados en masa.

Las ideas de Graunt fueron recogidas por William Petty
(1623-1687), quien elabord un analisis comparativo entre la
mortalidad de Londres y la de Paris, basandose en los datos
de los hospitales de caridad. También el astronomo Edmund
Halley (1656-1742), basandose en procedimientos similares,
presentd, en 1693, una tabla de mortalidad de la ciudad de
Breslavia (Polonia). En los trabajos de Halley ya se pueden en-
contrar las bases de los teoremas de la suma vy la multiplicacion
de probabilidades y la ley de los grandes niimeros, aunque no los
enunci6 explicitamente; sus trabajos tuvieron gran influencia
en demografia y en los seguros de vida.
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Retomando las figuras de Pascal, Fermat y Huygens po-
demos sefialar que los juegos de azar dejaron de ser meros pa-
satiempos para convertirse en auténticos retos intelectuales en
los que participaron las mejores mentes cientificas del momen-
to. Uno de estos genios fue Jacques Bernoulli, quien propuso
a los matematicos y filosofos de su época diversos problemas
relacionados con el campo de la probabilidad, ofreciendo las
soluciones.

La obra de Jacques Bernoulli es fundamental por varios
motivos: uno de ellos es que alli figura la primera definicion
clasica de probabilidad, seguramente muy influenciada por los
trabajos de Graunt y Petty, que habian demostrado las ventajas
de incluir en sus tablas no solo los niimeros absolutos, sino
también las proporciones respecto del total.

Conviene sefalar que la mayoria de los descubrimientos
matematicos de la familia Bernoulli, en este campo, igual que
pasa con los de Leibniz, se encuentran en la famosa revista
Acta Eruditorum; pero Bernoulli escribid, ademads, una obra de
una enorme trascendencia, Ars conjectandi (El arte de la conjetu-
ra), que no fue publicada hasta 1713.

El tratado en cuestidén esta dividido en cuatro partes. La
primera contiene una reimpresion y un comentario a la obra
de Huygens; la segunda esta dedicada a la teoria de las com-
binaciones y permutaciones: en ella se encuentra la primera
demostracion correcta del teorema binomial para exponen-
tes naturales. La tercera parte consiste en la resolucién de
diversos problemas relativos a juegos de azar, mientras que
la ultima es una aplicacion de la teoria de la probabilidad a
problemas de economia y moral. Como apéndice al Ars con-
Jectandi nos encontramos con una larga memoria sobre series
numéricas.

Este tratado ha tenido una enorme influencia y contiene im-
portantes contribuciones a todos los dominios de la teoria de la
probabilidad; Bernoulli también se preocupd de calcular la pro-
babilidad de ocurrencia de un suceso aun siendo imposible con-
tar los casos favorables: “Aqui hay otro camino disponible
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para alcanzar el resultado deseado. .o que no se puede hallar a
priori se puede obtener a posteriori, es decir, mediante la obser-
vacion multiple de los resultados de pruebas similares”.

Enunciando lo que se conoce como el célebre teorema de
Bernoulli o ley de los grandes niimeros, que a grandes rasgos se
puede enunciar asi.

Se considera el primer teorema fundamental de la teoria
de la probabilidad.

Este teorema recibira su forma definitiva con Pierre-
Simon Laplace (1749-1827) y cuya verificacién experimental
fue emprendida por Georges-Louis Leclerc, conde de Buffon
(1707-1788), y Siméon Denis Poisson (1781-1840), mostran-
do su excepcional importancia en el terreno de las aplicaciones.

Figura 10
Ficura 9 Georges-Louis Ficura 11
Siméon Denis Poisson Leclerc, conde de Pierre-Simon Laplace
(1781-1840) Buffon (1707-1788) (1749-1827)

&,

Fuente: Wikimedia Commons.

La primera contribucién teodrica y bien fundamentada re-
lativa al campo de la probabilidad es el Essay d’analyse sur les
Jeux de hazard (1708) de Pierre Rémond de Montmort (1678-
1719). El libro de Montmort tuvo un eco muy favorable y me-
recio elogios de muchos cientificos de la época, entre los que
cabe destacar a Leibniz. El gran mérito de su trabajo es dar a
conocer unas ideas con un cierto rigor, que los grandes cienti-
ficos discutian, pero que nadie osaba publicar.
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En este avance, a veces erratico y siempre dificil, de la teoria
de la probabilidad, han surgido muchos escollos, unos de caracter
estrictamente matematico y otros de indole filosofica. Tenemos
que citar a Daniel Bernoulli (1700-1782), quien hacia 1738 co-
menzo6 el estudio de un problema conocido como la paradoja de
San Petersburgo. El estudio de la paradoja tuvo mucha importan-
cia en el desarrollo de la teoria de la probabilidad aplicada a los
problemas relacionados con los seguros: pagar una gran cantidad
pero con una probabilidad muy pequefia de que eso ocurra.

Ficura 12 Ficura 13 Ficura 14
Daniel Bernoulli Abraham de Moivre Thomas Bayes

(1700-1782) (1667-1754) (1702-1761)

Fuente: Wikimedia Commons.

Siguiendo con nuestra pequeia historia, no debemos olvi-
darnos del matematico francés Abraham de Moivre, considera-
do actualmente como el descubridor de la distribucion normal.
En 1711 publico6 en Philosophical Transactions un estudio deta-
llado sobre las denominadas leyes del azar; siete anos después
ampli6 su trabajo e incluy6 en un nuevo tratado, The Doctrine
of Chances (1718), numerosos problemas y aplicaciones sobre
dados, juegos, anualidades de vida, etc. En el libro se estudia el
concepto de esperanza matematica, la probabilidad condicional
y la independencia de sucesos, asi como los teoremas de proba-
bilidad total y compuesta. También demuestra el teorema central
del limite, que lleva el nombre en su honor, y que posteriormente
fue estudiado por Laplace, quien realiz6 un estudio mas general
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y profundo del tema. En 1733, De Moivre public6 en Londres
un pequefio folleto en el que se incluye por vez primera la distri-
bucidon normal, que con cierta injusticia se ha llamado curva de
Gauss en lugar de curva de Morore.

Contemporaneos de De Moivre fueron el matematico bri-
tanico y ministro presbiteriano Thomas Bayes, quien se enfrenta
con éxito al importante problema de “la probabilidad inversa”
(esto es, determinar la probabilidad de las causas por los efectos
observados) y el cientifico francés Georges-Louis Leclerc, conde
de Buffon, que pretendié compendiar y clasificar todo el saber
humano en su gran obra Histoire naturelle, y que a la postre seria
un anticipo de la gran Enciclopedia de Diderot y D’Alembert. El
conde de Buffon realiz6 el primer estudio de la variable conti-
nua en las cuestiones de probabilidad; lo expone en un célebre
problema conocido como problema de la aguja de Buffon. Este
ejemplo de probabilidad geométrica sefiala la introducciéon del
calculo integral en las cuestiones de probabilidad.

Con el insigne matematico francés Pierre-Simon Laplace
la teoria de la probabilidad adquiri6é rango de disciplina cien-
tifica, cobrando un impulso que ha ido acrecentandose con el
paso del tiempo. Con 63 anos, Laplace publico, en 1812, un
gran tratado, titulado 7Teoria analitica de las probabilidades. En
¢l se ocupa de las probabilidades de las causas de los aconte-
cimientos, siguiendo la linea de Bayes. Con animo de difundir
sus ideas entre los lectores no especializados escribio, en 1814,
una exposicion introductoria a la probabilidad titulada Essai
philosophique sur les probabilités. En este libro Laplace plasma
una de sus famosas frases: “En el fondo, la teoria de probabili-
dades es solo sentido comuin expresado con numeros”.

Corresponde a Laplace el mérito de haber descubierto y
demostrado el papel desempenado por la distribucion normal en
la teoria matematica de la probabilidad. Entre los muchos temas
estudiados, Laplace calcula una aproximacion del niimero pi re-
solviendo el problema de la aguja de Buffon, problema que habia
sido olvidado durante mas de treinta afios. A partir de Laplace, el
calculo de las probabilidades y la estadistica, que hasta entonces
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habian permanecido separadas, se apoyan la una en la otra, de
manera que el calculo de las probabilidades se constituye en el
andamiaje matematico de la estadistica. Sin duda la teoria de la
probabilidad debe mas a Laplace que a ningun otro cientifico.

Un gran amigo de Laplace fue el cientifico Siméon Denis
Poisson, quien estudi6é los fendbmenos poco comunes o extra-
fios; en 1837 dio a conocer sus investigaciones en Recherches
sur la probabilité des jugements.

Lo que quedaba por realizar en el campo de la probabi-
lidad eran labores de ordenacién, precision y rigor; tareas que
iniciaron ilustres matematicos, contemporaneos suyos, como
Adrien-Marie Legendre (1752-1833) y Carl Friedrich Gauss
(1777-1855). Este ulltimo desarrollo la teoria de los errores, con-
juntamente con Friedrich Bessel (1784-1846) y Laplace, lle-
gando a establecer el método de los minimos cuadrados, como
procedimiento matematico para resolver el problema funda-
mental de la teoria de los errores.

A finales del siglo XIX el mundo de la probabilidad y
del azar estaba muy abonado y, gracias a personajes como el
mencionado Emile Borel, Karl Pearson (1857-1936), Henri
Poincaré (1854-1912), Francis Galton (1822-1911), Andréi
Markov (1856-1922), Pafnuti Chebyshov (1821-1894) vy
Andréi Kolmogorov (1903-1987), esta ciencia se fue conso-
lidando de una manera definitiva. En estos dos ultimos siglos,
la teoria y las aplicaciones de la probabilidad se han extendi-
do a la practica totalidad de las ciencias experimentales, desde
la economia y la meteorologia hasta la medicina. Ademas, con la
aparicién de los ordenadores se han podido evaluar muchos
problemas complejos que involucran gran cantidad de datos.

Hoy el azar sigue siendo una fuente de discusiones filoso-
ficas. De ello es un ejemplo paradigmatico la famosa frase de
Albert Einstein (1879-1955), en la que se posiciona en contra
de la aparente aleatoriedad en la descripcidon cuantica del mun-
do, que nos transporta al origen de todo: “Dios no juega a los
dados”.
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