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Introduccién

Las imagenes siempre han sido un poderoso recurso para trans-
mitir informaciéon o para representar la realidad. Dibujar es
una actividad intrinseca al ser humano, que ha desarrollado
desde la Prehistoria hasta nuestros dias.

Los “dibujos” son parte fundamental del proceso mate-
matico, a través de ellos es posible mostrar o ejemplificar com-
plejas ideas matematicas de forma sencilla. Y esto es precisa-
mente este libro: un libro de dibujos que pretende transmitir
ideas matematicas.

Nuestra experiencia con los y las alumnas en el aula y
nuestra practica en la elaboracion de textos didacticos nos ha
permitido comprobar, una y otra vez, que tan importante es
demostrar de manera formal una certeza matematica como
generar actividades intelectuales que sugieran una idea o pen-
samiento. Entre ellas se encuentran para nosotros los “dibujos”
0, hablando formalmente, las demostraciones visuales.

Las demostraciones visuales no son estrictamente demos-
traciones formales, pero son imagenes bellisimas relacionadas
con propiedades o teoremas que generan ideas. También son
un recurso fantastico para el trabajo intelectual matematico.

Sea como fuere, ¢no es bueno recurrir a aquello que nos
ayuda a ver las cosas mejor, con mas claridad y que nos facili-
ta la generacion de ideas? las demostraciones visuales, los



diagramas, las imagenes, etc., aun con todos sus inconvenien-
tes, son una herramienta fundamental para la resolucion de
problemas y la clave para comprender diversos razonamientos
inductivos. Todo aquello que ayude al entendimiento es bueno.

Por otro lado, las demostraciones visuales no son demos-
traciones que se utilicen exclusivamente en contextos geomé-
tricos. Son utiles en diferentes areas de la matematica como el
algebra, la aritmética, la combinatoria y probabilidad, etc.

En este libro presentaremos algunas de las demostracio-
nes mas elementales de diferentes areas, acompafiando a las
mismas con su contexto historico o didactico.

Por tanto, se consideren o no demostraciones, te invitamos
a disfrutar de las imagenes que se presentan en estas paginas.

jAnimate! Solamente tienes que ver... para pensar.



Capitulo 1
Demostraciones visuales

[...] in many cases a dull proof can be supplemented by a geo-
metric analogue so simple and beautiful that the truth of a theo-
rem 1s almost seen at a single glance.

[(...) en muchos casos una demostracion pesada o aburri-
da puede complementarse con otra analoga geométrica
tan simple y bella que la verdad de un teorema se vea casi
de un solo vistazo.]

MARTIN GARDNER

Una de las primeras ensefianzas que la logica matematica nos
ofrece es que no se puede generalizar una afirmacion solamen-
te porque conozcamos varios ejemplos que la cumplan. Es
decir: si un dia una persona coge un taxi y quien conduce es
una muyjer, al dia siguiente coge otro taxi y quien conduce es otra
mujer y al dia siguiente coge otro taxi distinto y resulta que
también es una mujer quien conduce... ¢se podria afirmar
que todas las personas que conducen un taxi son mujeres? La
respuesta, evidentemente, es 7o.

Lo mismo ocurre con las afirmaciones matematicas. Si,
por ejemplo, observamos la medida de los angulos de estos
triangulos, ¢qué observamos?

Ficura 1

a)

Entre otras cosas, observamos que la suma de la medida de
los angulos de cada triangulo es de 180°. Esto nos puede llevar
a pensar que ese dato se cumple para cualquier tridngulo, pero
¢podemos afirmarlo sin necesidad de comprobarlo en todos los



casos? No, debemos dar con un razonamiento que pueda apli-
carse de forma general a cualquier tridngulo, independiente-
mente de sus caracteristicas concretas.

Antiguamente, los griegos ya rechazaban la verdad en
matematicas si solo se basaba en la observacion de ejemplos
concretos. Euclides planted una geometria basada en un pe-
quefio niumero de axiomas (principios fundamentales tan evi-
dentes que no requieren demostracion alguna) a partir de los
cuales y solo aplicando argumentos 16gicos se demostraban
proposiciones, postulados y teoremas. Esta mirada de Euclides
es la base del método axiomatico actual, en el que, a partir de
ciertas afirmaciones sobre conceptos matematicos universales
que se consideran verdades y utilizando solamente argumentos
de la logica, se demuestran otras proposiciones o teoremas.

[ B

Conjetura
Juicio que se forma de algo por indicios u observaciones.

Proposicion
Enunciacion de una verdad demostrada o que se trata de

demostrar.

Axioma
Proposicion tan clara y evidente que se admite sin demostra-
cion. Cada uno de los principios fundamentales e indemostra-

bles sobre los que se construye una teoria.

Postulado
Proposicion cuya verdad se admite sin pruebas para servir de
base en ulteriores razonamientos.

Teorema

Proposicion demostrable logicamente partiendo de axiomas,

postulados o de otras proposiciones ya demostradas.
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La demostracion es la comprobacioén de que la hipoétesis se
cumple de forma general. Asi, se llega a una verdad o certeza
matematica que sabemos que es cierta en todos los casos.

CONJETURA
!

axiomas

!

argumentos l6gicos

!
CERTEZA

Hay distintos tipos de demostraciones logicas, cada una
de ellas adecuada para diferentes situaciones: demostracion
directa, demostracion por induccién, demostraciéon por reduc-
cién al absurdo, etc.

¢Y qué ocurre con las llamadas demostraciones visuales?
¢Son o0 no son demostraciones matematicas? LLas demostracio-
nes visuales representan, de forma grafica, una idea o conteni-
do matematico que ejemplifica una proposicién o teorema.
Provocan dos tipos de reacciones en el mundo matematico:

1. Hay quienes consideran que no son realmente demos-
traciones formales, que ademas pueden llevar a confu-
sién y, por ende, las evitan en su quehacer matematico.

2. Hay quienes afirman que efectivamente son una forma
de visualizar y comprender resultados.

De manera general, aquellos que rechazan estas imagenes
como recurso vinculado a la demostracion matematica justifi-
can su postura fundamentalmente porque consideran que la
imagen siempre representa un caso particular. Por ejemplo,
consideremos esta figura —que se apoya en la demostracioén de
Nicomaco de Gerasa—, que pretende demostrar que la suma de
los n primeros numeros impares es n’.

11



Ficura 2
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1+3+5+...+QCn-1)=n?

Indudablemente, la figura sugiere que la suma de los n
primeros niimeros impares es n’. Pero ¢podria suceder que se
cumpla para los ocho primeros niimeros impares, tal y como
muestra la figura, y no para los siguientes? Siempre puede
quedar la duda, y es totalmente comprensible.

Gracias a la tecnologia, una imagen estatica puede con-
vertirse en dinamica y, asi, pasar de mostrar varios casos par-
ticulares (en la anterior figura, la suma de hasta los ocho pri-
meros numeros impares) a mostrar un numero infinito de
casos utilizando el movimiento para convencernos de que
efectivamente la demostracién esta contenida en dicha secuen-
cia de imagenes. En este sentido, actualmente existen progra-
mas de software libre, como GeoGebra, que proporcionan un
entorno ideal para observar y manipular los datos y asi sacar
conclusiones.

Aun asi, incluso utilizando demostraciones visuales dina-
micas como facilitadoras de la comprensién de una certeza
matematica, es inevitable sentir la necesidad de demostrar de
manera formal el resultado que la imagen evoca.
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Ejercicio 1. Utiliza este codigo QR para comprobar de manera dinamica que la
suma de los n primeros nimeros impares es n.

Fiura 3

Quiza la segunda reaccion que mencionabamos anterior-
mente, favorable al recurso de las demostraciones visuales, sea
la clave para comprender cudl es realmente la funcioén de estas
imagenes: facilitar la comprension de una idea que, solamente
con su demostracion formal, se antoja complicada. Ver para
comprender, ver para pensar.

Un paseo por la historia del pensamiento visual

Utilizar una imagen para representar una idea o una situacion
es algo que se ha hecho a lo largo de la historia del ser huma-
no. Si acotamos nuestro rango de imagenes, y tenemos en
cuenta solamente las vinculadas a ideas matematicas o ima-
genes con contenido matematico, podemos afirmar que estas
existen desde hace mas de dos mil afos.

Uno de los documentos matematicos chinos mas antiguos
que se conocen es el tratado Chou Pei Suan Ching, escrito pro-
bablemente entre el afio 500 y el 300 a. C. El texto del libro es
un dialogo entre un principe y su ministro, y cuenta diferentes
aspectos de la matematica como ciertas propiedades del trian-
gulo rectangulo y algunas indicaciones sobre el teorema de
Pitagoras.

13



[ B

Teorema de Pitagoras
En un triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

c=a+

Figura 4

L |

Aunque en el libro este teorema se presenta fundamental-
mente de manera algebraica, también incluye una demostra-
cion grafica, que ofrecemos a continuacion, aplicada a un
triangulo rectangulo de catetos 3 y 4 unidades (tomando como
unidad el lado del cuadrado de la cuadricula sobre la que esta
realizado el dibujo) (figura 5).
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Ficura 5
Teorema de Pitagoras (Chou Pei Ching, 500-300 a. C.).
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Fuente: Wikimedia Commons.

Para comprender el ejercicio de pensamiento visual en
esta figura sobre el teorema de Pitdgoras, basta con observar
que el area del cuadrado cuyo lado es la hipotenusa del trian-
gulo rectangulo es igual a la suma del area de los cuadrados de
los lados 3 y 4, respectivamente.

Observamos el tridngulo 1 de la figura 6. Es un triangulo
cuyos catetos miden 3 y 4 unidades. Es facil ver que el cuadra-
do de la hipotenusa del tridngulo 1 es la figura formada por los
triangulos 1, 2, 3 y 4, y el cuadradito interior que es la base de
la construccion de la cuadricula.

FiGura 6

A continuacion, movemos los tridngulos 1 y 2 a la base
inferior de la cuadricula tal y como se muestra en la figura 7.
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Como hemos movido algunas figuras de sitio pero no han sido
modificadas, es evidente que el area de esta nueva figura es
igual al area del cuadrado definido en la figura 6. Ambas estan
formadas por los triangulos 1, 2, 3 v 4, y el cuadrado base de
la cuadricula.

FiGura 7

Por ultimo, redefinimos la figura anterior para obtener la
figura 8. En ella, se observa como los tridngulos 1, 2,3y 4,y
el cuadrado interior se pueden ver como dos cuadrados de
lados 3 y 4 respectivamente, que eran lo que median los catetos
del triangulo 1.

Figura 8
/ BN
/ N
)4
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Por tanto, como las dos figuras son la misma, queda de-
mostrado que el cuadrado de la hipotenusa del tridngulo 1 es
igual a la suma de los cuadrados de sus catetos.

En el capitulo 5, dedicado expresamente a este famoso
teorema, se explicara con mas detalle el razonamiento que hay
detras de sus diferentes demostraciones visuales, como las atri-
buidas al mismo Pitagoras (ca. 580-500 a. C.).

Ficura 9

Pitagoras de Samos

Fuente: Getty Images.

La siguiente contribucion importante al mundo de las
imagenes con contenido matematico la realiz6 Euclides de Ale-
jandria (siglo IIT a. C.) en una de las obras mas importantes de
la historia de las matematicas: Los Elementos. En este tratado,
Euclides cubre toda la matematica elemental de la época: arit-
mética, geometria de puntos, rectas, planos, circulos y esferas,
ademas del algebra geométrica.
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Ficura 10

Euclides de Alejandria

Fuente: Wikimedia Commons.

Los Elementos esta dividido en 13 capitulos o libros: los seis
primeros dedicados a la geometria elemental plana, los tres si-
guientes a la teoria de ntimeros, el décimo a los nimeros incon-
mensurables y los tres tltimos a la geometria de los solidos.

En el libro II, Euclides suple la carencia de la existencia
del lenguaje algebraico tal y como se utiliza hoy en dia con el
manejo magistral del dlgebra geométrica, que no es otra cosa
que mostrar expresiones algebraicas a través de imagenes o
diagramas que expresen la misma informacion.

Ficura 11
Los Elementos, de Euclides

P
EVCLIDES. 35,

LIBROSEGVYNDO
DELOS ELEMENTOS DEEVCLI
des Megarente philofopho, Gricgo,

Parallelogrimo retangulo.
€Todo parallelogrimo re@tangulo fe dize of
car concenido debajo de las dos lineas rectas
que comprehenden cl angulo recto.
Quefea gnomon,
qCada vnode aquellos parallelogrimos de
Layaicélos dos fupplemétos e llama gnoma
Theorema...  Propoficion. i
i fueren doslineas retasiy la vna dellas e
cortare en algunas parces,elre@angulo com

prehendido.debajo delas dos Jineas redtas
<5 yguala aquellos re@tangulos que fon com
hédidos de clla d Iqui

: ¥
parte . w

Sean

todo parallelogramo que cftienla diagonal

Fuente: Wikimedia Commons.
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Otros ejemplos historicos del pensamiento visual los
encontramos en figuras como Pappus de Alejandria (ca. 300),
Bhaskara (ca. 1114-1185), Leonardo Da Vinci (1452-1519),
entre otros. Todos ellos utilizaban la imagen para mostrar ver-
dades matematicas en sus estudios.

Aqui mostramos algunas de esas figuras:

Ficura 12
Teorema de Pappus, Pappus de Alejandria (ca. 300)

“Si en un par de rectas se escogen tres puntos al azar en cada una y se
unen dos a dos, las intersecciones de las rectas que los unen estaran en
una linea recta”

Figura 13*
Teorema de Pitagoras, Bhaskara (ca. 1114-1185)

* La justificacion de esta demostracion de Bhaskara se muestra en el capitulo 5.
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Ficura 14 *
Teorema de Pitagoras, Leonardo da Vinci (1452-1519)
F

H

* La justificacion de esta demostracion de Leonardo da Vinci se muestra en el capitulo 5.

Pero, como hemos visto al comienzo, no esta claro que
mostrar una verdad matematica a través de una imagen sea
sinébnimo de demostrarla. ;Cuando se comenzaron a relacio-
nar las imagenes con el concepto de demostracion?

Martin Gardner (1914-2010)
Gran divulgador cientifico estadounidense, filosofo y mago

ilusionista, cuya fama esta ligada a sus libros de matematica

recreativa.

Fuente: Wikimedia Commons.
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Martin Gardner fue uno de los pioneros en hablar abier-
tamente de esta relacion. En 1973, publicé “‘Look-see’ dia-
grams that offer visual proof of complex algebraic formulas”
[‘Mirar-ver’ diagramas que ofrecen una prueba visual de for-
mulas algebraicas complejas] en la seccién “Mathematical
Games” [Juegos Matematicos] de la revista Scientific American'.

Ficura 15
Cubierta de la revista Scientific American, octubre de 1973

SCIENTIFIC
AMERICAN

THE SOLAR CORONA oot

Oetober 1973

Ficura 16

Articulo “Mathematical games”

1. Véase www.scientificamerican.com
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En este articulo, Martin Gardner relaciona directamente
los diagramas con el concepto de demostracion, afirmando que
estos ofrecen pruebas visuales de formulas algebraicas complejas.

Figura 17

Suma de los n primeros niimeros naturales

I B

e0 00 o0
s oo e

e e 00

e e

oo 000
]

g [ ]

————
n+1

1+2+3..+n=nn+1)/2

Fuente: Scientific American, octubre de 1973.

Ficura 18

Suma de los n primeros niimeros cuadrados

1° O

20

n(n+1)
2

ofs s ssslessajs s sase
® 8 B8 8 88 AR R
) .
.
o
C

O

5o

2n+12n+
12+22+32..+n?=nn+1)(2n+1)/6

Fuente: Scientific American, octubre de 1973.

Dos aflos mas tarde, en 1975, 1a Mathematical Association
of America? incluyo en su revista Mathematics Magazine una
seccion llamada “Demostraciones sin palabras”. El primer
articulo de la secciéon se publico en 1975: ““Two Mathematical

2.Véase www.maa.org
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Papers Without Words” [Dos documentos matematicos sin
palabras], escrito por Rufus Issacs.

El articulo estaba dividido en dos partes, y cada una de
ellas mostraba un contenido distinto. L.a primera parte presen-
taba un artilugio ilustrado, no se sabe si real o ficticio, que servia
para trisecar el dngulo, es decir, dividir un dngulo en otros tres
angulos iguales entre si. LLa segunda parte mostraba una imagen
cuyo titulo era “Una prueba del teorema de Pitagoras”. De
nuevo, a una imagen se le daba la categoria de demostracion.

Al afio siguiente, J. Arthur Seebach y Lynn Arthur Steen
se incorporaron a la plantilla de editores de la revista y, entre
los cambios que realizaron, modificaron la seccidén “Notas y
comentarios” por “Noticias y cartas” con el fin de publicar
algunas de las que enviaban los lectores.

Las primeras cartas recibidas aludian todas al articulo
“Two Mathematical Papers Without Words”, de Rufus Issacs,
por lo que los editores invitaron a los lectores a participar en la
revista enviando nuevas demostraciones sin palabras (DSP).

Después de este anuncio, la revista comenz6 a publicar las
DSP enviadas por los lectores. Primero, mas o menos dos por
ano vy, a finales de los afos ochenta, la revista publicaba una
media de seis DSP anuales.

Uno de los colaboradores fue el profesor Roger B. Nel-
sen, quien a lo largo de los afios recopil6 diferentes DSP y ha
publicado varios libros sobre las mismas. Uno de los mas
famosos es Proofs without words. Exercises in visual thinking
[Demostraciones sin palabras. Ejercicios de pensamiento
visual] (1993).
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Ficura 19

Cubierta del libro Demostraciones sin palabras,
de Roger B. Nelsen

ROGER B. NELSEN

En la introducciéon de su libro, Nelsen apunta:

[...] Por lo tanto, si las demostraciones sin palabras no son demostraciones,
¢qué son? Como se deducira de esta coleccion, la pregunta no tiene una
sencilla y concisa respuesta. Sin embargo, generalmente, las DSP son dibujos
o diagramas que ayudan a ver por qué una particular afirmaciéon puede ser
cierta y, también, ver como uno debe empezar a intentar probar su veraci-

dad. [...]

Nelsen sefiala un aspecto interesante de las DSP: pueden
ser entendidos como “experimentos” que ponen a prueba una
proposicion matematica, y ayudan a encontrar un posible
camino para su demostracion formal.

Todas las personas que han trabajado o leido sobre las
demostraciones sin palabras han realizado reflexiones sobre
qué son exactamente, tal y como hizo Nelsen en su libro. A
continuacion, podemos leer algunas citas de estos autores, que
reflexionan sobre sus bondades y ventajas.

24



Desde la simple idea de solamente “mirar para compren-
der” de Bhaskara:

Behold!
[{Mirad!]
Bhaskara
(ca. 1114-1185)

Pasando por la necesidad de dibujar para facilitar la com-
prension de un problema que nos sugiere Polya:

Asi pues, incluso si el problema no es geométrico, usted puede tratar de
dibujar una figura. Encontrar una representacion geométrica clara a un
problema no geométrico puede permitir un avance sensible hacia la so-
lucion.

George Polya
How to solve it [Cémo resolverlo] (1956)

Disfrutando de la idea de Dunham de que no hay nada
mas elegante que una imagen que se explica por si sola...

An ultimate elegance is achieved by what mathematicians call a “proof without
words™, in which a brilliantly concerved diagram conveys a proof instantly, with-

out need even for explanation. It is hard to get more elegant than that.

[Una elegancia definitiva se consigue mediante lo que los matematicos lla-
man una “prueba sin palabras”, en la que un diagrama brillantemente
concebido transmite una prueba al instante, sin necesidad de explicaciones.
Es dificil ser mas elegante que eso.]

William Dunham

The Mathemartical Universe: An Alphabetical Fourney through the Great
Proofs, Problems, and Personalities [El universo matematico: un viaje alfabéti-
co a través de las grandes pruebas, problemas

y personalidades] (1994)
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Profundizando en las palabras de Miguel de Guzman...

Las ideas, conceptos y métodos de las matematicas presentan una gran
riqueza de contenidos visuales, representables intuitivamente, geométri-
camente, cuya utilizacion resulta muy provechosa, tanto en las tareas de
presentacion y manejo de tales conceptos y métodos como en la mani-

pulacion con ellos para la resoluciéon de problemas de campo.
Miguel de Guzman
El rincon de la pizarra. Ensayos de visualizacion
en analisis matematico (2006)

Y sin olvidar el objetivo fundamental de toda herramienta
en el aprendizaje y ensefianza de las matematicas, que no
es mas que ayudar al lector a entender esta maravillosa
disciplina. Asi nos lo recuerdan Alsina y Nelsen...

Is 1t possible to create mathematical drawings that help students understand
mathematical ideas, proofs and arguments? We are convinced that the answer
is yes and our objective in this book is to show how some visualization tech-
niques may be employed to produce pictures that have both mathematical and

pedagogical interest.

[¢Es posible crear dibujos matematicos que ayuden a los estudiantes a
entender ideas, pruebas y argumentos matematicos? Estamos convenci-
dos de que la respuesta es afirmativa y nuestro objetivo en este libro es
mostrar como se pueden emplear algunas técnicas de visualizacion para
producir imagenes que tengan un interés tanto matematico como peda-
gogico.]
Claudi Alsina y Roger B. Nelsen
Marth made visual. Creating images for understanding mathematics

[Matematicas a la vista. Creacion de imagenes para la comprension
de las matematicas] (2006)
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