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Los TRIANGULOS

Tres tridangulos de pajaros cruzaron
sobre el enorme océano extendido
en el invierno como una bestia verde.
Todo yace, el silencio,

el desarrollo gris, la luz pesada

del espacio, la tierra intermitente.
Por encima de todo fue pasando

un vuelo

y otro vuelo

de aves oscuras, cuerpos invernales,
tridngulos temblorosos

cuyas alas

agitandose apenas

llevan de un sitio a otro

de las costas de Chile

el frio gris, los desolados dias.

Yo estoy aqui mientras de cielo en cielo
el temblor de las aves migratorias

me deja hundido en miy en mi materia
como en un pozo de perpetuidad

cavado por una espiral inmévil.

Ya desaparecieron:

plumas negras del mar,

pajaros férreos

de acantilados y de roquerios,
ahora, a mediodia

frente al vacio estoy: es el espacio
del invierno extendido

y el mar se ha puesto

sobre el rostro azul

una mascara amarga.

Jardin de inyierno, Pablo Neruda
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Introduccién

“¢Un libro entero dedicado a los triangulos? ¢Y qué vais a
contar?”. Cuando planteamos este libro, lo cierto es que ni
siquiera nosotros podiamos imaginar todos los secretos que
esconde esta sencilla figura plana.Tres segmentos, que definen
un espacio cerrado en el plano; tres angulos y tres vértices.
Con solo estos elementos los triangulos aparecen en el desa-
rrollo de las matematicas desde los tiempos de los griegos has-
ta la actualidad. Esta figura geométrica nos permite ilustrar el
desarrollo de la investigacion matematica: desde los conceptos
mas basicos y las preguntas mas inocentes hasta las cuestiones
mas intrincadas que siguen desafiando las mentes mas brillan-
tes de la sociedad, como la teoria de niimeros y los fractales. Su
simplicidad hace que sean una herramienta basica para des-
componer figuras mas complejas, para hacer mediciones, para
desarrollar tecnologias como el GPS... Sus areas se computan
con la formula de Heron, cuyo estudio conduce a las curvas
elipticas y a la criptografia, y enlazan también con el teorema
de Fermat. También se aplican de forma estructural en la
arquitectura y como ornamento en el arte, por lo que podemos
observarlo en nuestro dia a dia.

Los triangulos aparecen en nuestra representacion basica
de la naturaleza. En las palabras de Galileo Galilei en I/ Sa-
ggiatort:
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“La filosofia é scritta in questo grandissimo libro che continuamente ci sta
aperto innanzi a gli occhi (io dico Puniverso), ma non si puo intendere se
prima non s impara a intender la lingua, e conoscer 1 carattert, ne’ qua li
é scritto. Egli ¢ scritto in lingua matematica, e 1 caratteri son triangoli,
cerchi, ed altre figure geometriche, senza i quali mezi é impossibile a inten-
derne umanamente parola; senza questi é un a ggirarsi vanamente per un

21

oscuro laberinto

Los triangulos son caracteres del universo, y con ellos
aprendemos a comprender el cosmos. Sirven para medir la
curvatura y asi desvelar la geometria oculta del mundo en
el que vivimos; un triangulo geodésico sobre una esfera
desvela un exceso de curvatura, y sobre una hiperbdlica
sefialara la curvatura negativa. Los triangulos sobre los
poliedros y las superficies llevaron a LLeonhard Euler a su
formula, que proporciona invariantes que permiten clasifi-
car los espacios.

A lo largo de la historia se le ha otorgado un poder misti-
co no solo a su forma geométrica, sino a construcciones deri-
vadas, como los numeros triangulares que generan cabalas
misteriosas y las relaciones pitagoricas que van desde las tabli-
llas babilonicas hasta los margenes de los libros de Pierre de
Fermat.

En este libro se presentan diferentes aspectos de los trian-
gulos, en su contexto historico y en relacion con otras discipli-
nas. Se abordan, de forma divulgativa, los temas anteriores,
como el céalculo de areas, la formula de Heron, los sélidos,
los nameros triangulares, la medida del meridiano terrestre,
la geolocalizacion, la fractalidad... Ademads, cada capitulo se
acompana de ejercicios que se pueden proponer en el aula de

1. “La filosofia esta escrita en este gran libro, que esta continuamente abierto a
nuestra mirada (me refiero al universo), pero no se puede entender a menos
que uno primero aprenda a comprender el idioma y conocer a los personajes,
en el que esta escrito. Esta escrito en lenguaje matematico, y los caracteres
son tridngulos, circulos y otras figuras geométricas, sin las cuales es humana-
mente imposible entender humanamente la palabra; sin estos es un deambu-
lar vagamente por un oscuro laberinto”.
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secundaria o bachillerato, o tratar de resolver personalmente
como pequefios retos matematicos que haran la lectura mas
participativa.

Coleccion ‘Miradas Matematicas’

En la escuela, la matematica es vista, habitualmente, como una
ciencia sin usos practicos; como una coleccion de reglas que
parecen surgir por arte de magia de un sombrero; como un cuer-
po de conocimiento estanco, sin evolucion en el tiempo, que se
invent6 hace siglos y que, desde entonces, poco ha cambiado. No
es sencillo, por los recursos y los tiempos disponibles, transmitir
a los alumnos que esta disciplina esta todavia viva y que existe
una intensa actividad investigadora conectada intimamente con
los problemas mas relevantes del mundo actual.

El ICMAT vy la Federacion Espafiola de Sociedades de
Profesores de Matematicas lanzan esta coleccion de libros dentro
de la editorial LLos Libros de la Catarata, que combina la divul-
gacion con la didactica de las matematicas. Aunque son libros que
pueden ser disfrutados por cualquier persona con interés hacia
esta disciplina, estan dirigidos especialmente a los profesores de
matematicas en niveles de secundaria a bachillerato con el objeti-
vo de dotarles de nuevas ideas que les permitan desarrollar mate-
riales que acerquen las matematicas de una forma interesante y
atractiva a sus alumnos, llevando los tltimos resultados matema-
ticos al aula, con una perspectiva historica, conectandolos con otras
ciencias y los desarrollos tecnologicos. Se propondra el uso del
programa GeoGebra, un software de matematicas, facil de usar y
enfocado para todos los niveles educativos, que retine geometria,
algebra, hoja de calculo, graficos, estadistica y calculo. Es un soft-
ware de cddigo abierto disponible gratuitamente para usos no
comerciales, que cada vez mas profesores incorporan en sus cla-
ses para afadir un caracter dinimico y visual a sus explicaciones.

Agradecemos a Agustin Carrillo de Albornoz Torres su apo-
yo en la elaboracion de las figuras con GeoGebra.
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Capitulo 1

La enganosa sencillez
de los triangulos

El triangulo es la figura plana mas sencilla. Abarca, con solo
tres lados, tres angulos y tres vértices, un trozo definido del
plano. Su construccién es instintiva, y ya los babilénicos estu-
diaban sus propiedades. Desde que la Escuela pitagorica diera
con su famosa formula para el triangulo rectangulo, muchos
han sido los matematicos dedicados a estudiar las caracteristi-
cas de esta figura elemental. Hoy en dia, los triangulos se utili-
zan en los problemas de triangulacion que sirven para sefialar
posiciones con el GPS, también en la arquitectura (y no solo
desde el punto de vista ornamental) y en las sefiales de trafico
omnipresentes en nuestras carreteras.

Dentro de las matematicas, su enorme importancia radi-
ca en que es el ladrillo basico de la geometria. En el plano
todos los demads poligonos se pueden descomponer en trian-
gulos. Para ello, basta con elegir un punto cualquiera de un
poligono convexo —es decir, en el que todos los angulos
interiores miden menos de 180° y todas sus diagonales son
interiores; “sin entrantes”— y trazar desde alli segmentos de
rectas a los vértices del poligono, con lo que se trocea el poli-
gono en triangulos.
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EsempLo 1

Cualquier poligono puede descomponerse en triangulos. Por ejemplo, dado
un pentagono puede dividirse en triangulos como en la figura.

Ejercicio 1. Triangulacion de poligonos en GeoGebra.
a) Prueba a triangular poligonos convexos de 6, 7 y 8 lados.
b) ¢Qué pasaria si el poligono fuese concavo?

Aunque la descomposicion en triangulos se puede hacer
de infinitas maneras, las llamadas triangulaciones de los poligo-
nos convexos deben cumplir una serie de propiedades:

1. La union de todos tridngulos obtenidos debe dar el
poligono original.

2. Los vértices de los triangulos corresponden justamente
a los vértices de un poligono original.

3. Cualquier pareja de los triangulos obtenidos comparten
un vértice o un lado.

Ejercicio 2. ¢Cual es el menor nimero de triangulos que hacen falta para triangu-
lar un poligono convexo de n lados?

a) Usando GeoGebra, construye un pentagono (irregular o regular).

b) ¢Cuantos tridangulos hacen falta, como minimo, para triangular un pentagono?

c) ¢Y un hexagono? ¢Y un heptagono? ¢Y un octégono?

d) Con estas ideas, intenta generalizar la propiedad. ¢Cual es el menor nimero
de triangulos que hacen falta para triangular un poligono convexo de n
lados?
¢Cual es el nimero maximo de triangulos en una triangulacion de un poligo-
no de n lados?

&

El nimero minimo de tridngulos necesarios para esta divi-
sidén es 7z - 2, donde # es el nimero de lados del poligono. La
demostracion es muy simple. Se elige un punto interior, y a
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partir del mismo se trazan segmentos a todos los vértices. De
esta forma se obtiene una descomposicidon en z triangulos.
Pero esa no es la estrategia de triangulacion 6ptima. Se elige un
vértice y desde él se trazan segmentos a los demas. Los trian-
gulos que se forman cumplen las condiciones requeridas, pero
puesto que hay dos vértices adyacentes al escogido al princi-
pio, desde esos no hay que lanzar segmentos de union al vér-
tice original, y solo se forman #-2 tridngulos para cubrir todo
el poligono.

Esta posibilidad de triangular cualquier figura plana sim-
plifica mucho el calculo de propiedades, como las areas, de
cualquier tipo de poligonos.

Por estas razones los triangulos fueron objeto de un estu-
dio intensivo en la obra Los Elementos del matematico griego
Euclides, en concreto en el Libro I. En Los Elementos, Euclides
resume todo el saber de la época e introduce la vision moderna
de las matematicas: partiendo de unos principios que toma
como ciertos (axiomas o postulados), va deduciendo propie-
dades (proposiciones, teoremas, corolarios) usando el razona-
miento 16gico. Es probablemente una de las obras mas celebra-
das de las matematicas por su claridad y porque sienta las
bases de la matematica moderna. Seguin dicen, Albert Einstein
los ley6 de nifio y quedo fascinado.

El libro Los Elementos consta de 13 libros, organizados de
la siguiente manera:

e Libros I a VI: Geometria plana.

Libros VII a IX: Teoria de nimeros.
Libro X: Numeros irracionales.

e Libros XI a XIII: Geometria del espacio.

Clasificacion de triangulos

Los triangulos se pueden clasificar por los elementos que los
definen: los lados y los angulos de sus vértices.
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Atendiendo a los lados, los triangulos se dividen en equi-
lateros, isosceles y escalenos. LLa Definicion 20 del Libro I de
Los Elementos explica con claridad la diferencia entre cada uno
de ellos:

“De los triangulos, el equilatero es el que tiene los tres lados iguales;
isosceles el que tiene dos lados iguales y uno desigual; y escaleno el
que tiene los tres lados desiguales”.

Atendiendo a sus angulos, se clasifican en rectangulos,
obtusangulos y acutangulos, y esta es la Definicién 21 del cita-
do libro:

“De los triangulos, triangulo rectangulo es el que tiene un angulo
recto, obtusangulo el que tiene un angulo obtuso y acutangulo el que

tiene los tres angulos agudos”.

Independientemente del tipo de angulos que tenga un
triangulo, estos siempre sumaran 180° o, dicho de otro modo,
dos rectos. Esta proposicion, ensefiada en la escuela primaria,
fue probada por Euclides.

La demostracidon es muy sencilla. Dado un triangulo, si
se traza una paralela por el vértice superior a la base opues-
ta, como en la figura 1, por semejanzas de angulos, los an-
gulos denotados por a son iguales y los angulos 4 son igua-
les, y a + b + ¢ suman dos rectos o 180°.

Figura 1

18



Ejercicio 3. Reproduce la demostracion anterior en GeoGebra.

Podriamos preguntarnos si, al salir de los dominios de
Euclides (esto es, la geometria del plano), esta propiedad basi-
ca sigue siendo verdad. LLa nocién de triangulo se puede exten-
der a cualquier superficie, y en dimensiones arbitrarias a espa-
cios mas generales, las llamadas variedades diferenciables. En
este caso, nos encontramos con lo que llamamos un triangulo
geodésico, cuyos lados son segmentos de rectas geodésicas.

Una recta geodésica en una superficie es la curva que
minimiza la distancia entre dos puntos, de la misma manera
que las rectas lo hacen en el plano. Por ejemplo, las geodésicas
en la superficie de una esfera son los circulos maximos (aque-
llos que pasan por dos puntos antipodales).

En este universo, la suma de los angulos interiores de un
tridngulo no es de 180°. LLa diferencia mide el exceso o defecto
debido a la curvatura. Por ejemplo, los angulos de los triangulos
esféricos suman mas de 180° (la curvatura de la esfera es posi-
tiva) y los angulos de los tridangulos en el plano hiperboélico o de
Lobachevski suman menos de 180° (la curvatura es negativa).

EJEmPLO 2

Si se traza un triangulo sobre la superficie de una esfera, las propiedades de
este poligono no son las mismas que en el plano. La suma de sus angulos
es mayor de 180° debido a que su curvatura es positiva.
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En una superficie con curvatura negativa, la suma de los angulos de los
triangulos es menor de 180°.

Las geometrias no euclidianas

Las llamadas geometrias no euclidianas surgieron también a la
estela de Euclides, aunque precisamente suponen una nega-
ciéon del modelo propuesto por el sabio griego. Euclides
construia toda su argumentacion basandose en un conjunto
de axiomas (principios o propiedades que se admiten como
ciertas por ser evidentes y a partir de los cuales se deduce
todo lo demas) que llamo postulados. Sus famosos cinco pos-
tulados son:

20

II.

I1I.

Iv.

Dados dos puntos se pueden trazar una recta que los
une.

Cualquier segmento puede ser prolongado de forma
continua en una recta ilimitada en la misma direccion.
Se puede trazar una circunferencia de centro en cual-
quier punto y radio cualquiera.

Todos los angulos rectos son iguales.

Si una recta, al cortar a otras dos, forma los angulos
internos de un mismo lado menores que dos rectos,
esas dos rectas prolongadas indefinidamente se cor-
tan del lado en el que estan los angulos menores que
dos rectos.



El quinto postulado se puede escribir de una forma mas
familiar como: “Por un punto exterior a una recta se puede
trazar una unica paralela”.

Asi como los cuatro primeros axiomas parecen incuestio-
nables, el quinto no es tan evidente. Muchos creian que no era
necesario establecer este axioma en el sistema, ya que se dedu-
ciria de los cuatro anteriores, por lo que trataron de probar
su dependencia, obteniendo una larga lista de pruebas falsas. Se
dedicaron a ello matematicos como Girolamo Saccheri, que
supuso que el axioma era falso y quiso llegar a una contra-
diccién, pero no lo consiguid; Johann Heinrich Lambert, que
obtuvo una féormula para el defecto de angulo en un triangu-
lo hiperbdlico; el francés Adrien-Marie Legendre, quien
trabajé 40 afios sobre el tema y probd que el quinto postula-
do era equivalente a que la suma de los angulos de cualquier
triangulo es de 180°, etc. Nadie consiguié ni demostrar que
era independiente ni dependiente del resto de axiomas. Estos
repetidos fracasos llevaron al filésofo y matematico ilustrado
Jean le Rond D’Alembert a calificar este problema en 1767
como el escandalo de la geometria elemental.

Karl Gauss, el principe de las matematicas, fue el primero
en entender realmente la cuestion. Comenzd a trabajar en él
con 15 afos, en 1782. En 1817 lleg6 al convencimiento de que
el quinto axioma era independiente de los otros cuatro. Llegd
a idear una geometria en la cual se podia trazar mas de una
paralela a una recta dada por un punto externo, pero nunca
publico su trabajo y lo mantuvo en secreto.

Si lo discutié con su amigo, el matematico Farkas Bolyai,
quien habia sido autor de varias pruebas falsas. Su hijo, el
matematico Janos Bolyai, a pesar de que su padre le advirti6
que no malgastara su tiempo en esto, también trabajo en el
problema. En 1823, Bolyai escribid a su padre: “He descubier-
to cosas tan maravillosas que estoy asombrado [...] de la nada
he creado un nuevo mundo” (la carta original puede consul-
tarse en la direccion web http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/
history/Extras/Bolyai_letter.html).
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Dos anos después escribid sus resultados como un apén-
dice en el libro de su padre. Gauss quedd impresionado,
aunque Bolyai no habia construido la nueva geometria, solo
habia probado que era posible. Demostrdé que podian existir
geometrias bien formuladas (es decir, sin contradicciones
internas) en las que no se cumpliera el quinto postulado, pero
si los otros cuatro. El resto de axiomas no permiten este cam-
bio: si se niegan y se mantiene el resto, antes o después apare-
cen problemas.

Ni Bolyai ni Gauss conocian el trabajo del matematico
ruso Nikolai LLobachevski. En 1829 habia publicado en una
revista local (Kazan Messenger) un articulo en ruso en el que
no solo probaba que era posible una geometria coherente en la
que no se cumplia el quinto axioma de Euclides, sino que ade-
mas la construia. Matematicos de la comunidad rusa, como
Ostrogradski, rechazaron el trabajo y en el extranjero no se
difundio. En 1840 public6 su obra magna: Geometrical investi-
gations on the theory of parallels (61 paginas). Esta obra si tuvo
difusion gracias a un resumen en francés en el Fournal de
Crelle. Sin embargo, los matematicos no aceptaron sus ideas
revolucionarias.

En concreto, Lobachevski reemplazo el quinto postulado
de Euclides por este:

“Existen dos rectas paralelas a una dada por un punto externo a la
recta”.

El universo en el que esto se cumple es un universo hiper-
bolico, abierto, con una curvatura negativa.
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EsempLo 3

En el disco de Poincaré se cumple el quinto postulado de Lobachevski (dada
una recta y un punto exterior a la misma, existen infinitas rectas paralelas a
la primera pasando por este punto).

El disco de Poincaré es uno de los modelos mas populares
para visualizar la geometria hiperbolica. L.as rectas, en este
caso, estan representadas por los diametros y los arcos de cir-
cunferencia ortogonales a la circunferencia borde, tal y como
se muestra en la figura de arriba. En este modelo, la suma de
los angulos de los triangulos geodésicos (véase el capitulo 3) es
menor de 180° y no tiene un valor constante, como puede
verse en las siguientes figuras.

B =1,34°

o =1,437

v=0,14°
a+B+y =1,43°+1,34°+0,14°= 2,9° a+f+y =44,53°+36,17°+45,6°=126,3°
La métrica que se usa en el disco de Poincaré y respecto

a la cual se obtienen las rectas geodésicas es la llamada mé-

trica de Cayley-Klein. En su famoso libro Ciencia e hipotesis,
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Poincaré considera un universo que tiene precisamente esta
estructura, con una temperatura de 100° Farenheit en su cen-
tro que decrece linealmente al cero absoluto en su frontera, la
circunferencia. Las longitudes de los objetos, y también de los
seres vivos, son proporcionales a la temperatura.Y Poincaré se
pregunta coOmo estas criaturas descubririan la forma del uni-
verso en el que viven. En la expedicidbn que organizan a la
frontera sus piernas se hacen mas pequefias, sus pasos mas
cortos y concluyen que el universo en el que viven es infinito.
Una bella descripcion del mundo hiperbolico.

En esta otra figura se puede ver como por un punto exte-
rior se pueden trazar infinitas paralelas.

El famoso dibujante M. C. Escher exploro los conceptos
de la geometria hiperbélica y colabord con el matematico H. S.
M. Coxeter, en 1956, en la construccion de teselaciones hiper-
bolicas. Esta imagen es fruto de esa colaboracion:
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El matematico aleman Bernhard Riemann también ide6 un
universo no euclideo, pero negod el quinto axioma de manera
diferente a Lobachevski. Trabajé en una geometria en la que,
dada una recta y un punto exterior a esta, no habia ninguna
paralela a la recta que pasara por ese punto. Construyd un mode-
lo en el que las paralelas no son posibles: la geometria esférica.

Riemann, cuya tesis habia dirigido Gauss, presentd su
trabajo el 10 de junio de 1854 impartiendo la lecciéon sobre el
tema y presentando el texto Uber die Hypothesen welche der
Geometrie zu Grunde liegen (“Sobre las hipotesis en la que se
basa la geometria™), en el que reformuld el concepto de geo-
metria. Con esta conferencia, Riemann accedio a la catedra en
la Universidad de Gotinga. Para él, la geometria era el espacio
mas una estructura (la métrica) que permitia medir sobre el
mismo. Este trabajo se publico en 1868, dos afos después de
que muriera.

EsempLo 4

En la superficie de una esfera se cumple el quinto postulado de Riemann
(dada una recta y un punto exterior a la misma, no existe ninguna recta
paralela a la primera pasando por este punto).

El primero en situar la geometria de Bolyai-L.obachevski
al mismo nivel que la euclidea fue Eugeni Beltrami (1835-
1900). En 1868 escribid Essay on the interpretation of non-Eu-
clidean geometry, en el que construia un modelo de geometria
no euclidea de dimensiéon 2 en un espacio euclideo de dimen-
sion 3, la pseudoesfera. En este modelo, los cuatro primeros
axiomas se cumplian, pero no el quinto.

El modelo lo completé Klein en 1871, quien dio ademas
modelos de otras geometrias no euclideas, como la de Rie-
mann. Klein demostrd que hay tres tipos de geometrias:

» Hiperbolica (Bolyai-L.obachevski).
» Esférica (Riemann).
* Euclideana.

25



EsempLo 5

Modelos de Klein para los tres tipos de geometria (Q es la curvatura).

Estas abstractas construcciones matematicas son, curiosa-
mente, las que aparecen al estudiar el universo (son sus
posibles formas), y son las que permitieron a Albert Einstein
desarrollar la teoria de la relatividad. Su complejidad se re-
fleja de forma sencilla en las propiedades de los modestos
triangulos.

Los puntos notables de un triangulo

Las propiedades mas relevantes de los triangulos, ademas de
las areas y perimetros, vienen de la mano de sus puntos nota-
bles. Estos son:

» El baricentro o centroide. Es el punto de interseccion
de las medianas, los tres segmentos que unen cada vér-
tice con el punto medio de su lado opuesto. Es el centro
de gravedad de la figura.
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 El circuncentro. Es la interseccion de las mediatrices de
los lados, es decir, el punto de corte de las rectas perpen-
diculares a los lados que se trazan en su punto medio.

e El incentro. Es la interseccion de las bisectrices de los
angulos, es decir, de las semirrectas que parten del vér-
tice de sus angulos y los dividen en dos partes iguales.

» El ortocentro. Es el punto de corte de las alturas (desde
cada vértice, la recta perpendicular al lado opuesto).

Ejercicio 4. Construye en GeoGebra los puntos notables del triangulo.
a) Define un triangulo.
b) Calcula los diferentes puntos indicados en la lista anterior.

Estos puntos tienen propiedades interesantes: el circun-
centro es el centro de la circunferencia circunscrita que pasa por
los tres vértices del triangulo; y el incentro es el centro de la
circunferencia inscrita, que es tangente a los lados del triangulo.
El ortocentro, el baricentro y el circuncentro de un tridngulo no
equilatero estan alineados (en un tridngulo equilatero los tres
puntos son el mismo); es decir, pertenecen a la misma recta,
llamada recta de Euler. Se denomina asi en honor al matematico
suizo, Leonhard Euler, quien demostrd la colinealidad de los
mencionados puntos notables de un tridngulo en 1765.

Ejercicio 5. Comprueba con GeoGebra que se cumplen las anteriores propiedades.

[ ]

Otros puntos notables del triangulo

Mas alla de estos puntos notables se pueden considerar otros, como el de
Longchamps, nombrado asi por el matematico francés Gaston Albert
Gohierre de Longchamps, y que es el punto obtenido al reflejar el orto-
centro del tridngulo alrededor del circuncentro. Este punto resulta ser
también el ortocentro del tridangulo complementario construido trazando

segmentos paralelos a cada lado por el vértice opuesto.
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Otro es el punto de Schiffler, descubierto por el gedmetra ale-
man Kurt Schiffler; este punto se define como el punto invariante
bajo transformaciones euclidianas del triangulo.Y sigue la lista con los
puntos de Exeter y de Gossard, con definiciones algo mas complejas.

Lo curioso es que, milagrosamente, todos estos puntos mencio-
nados se colocan alineados en la recta de Euler. Pero hay otros puntos
relevantes que quedan fuera de esta recta, como el incentro, el punto
en el que se cortan las tres bisectrices de sus dngulos internos. Equi-
dista de los tres lados y, por lo tanto, es el centro de la circunferencia
inscrita en el tridngulo, y tangente a sus tres lados. El incentro no esta
en la recta de Euler (excepto en los triangulos isosceles), y se convier-

te asi en el punto disidente de esta familia.

L ]
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