El funcional de Willmore, geometria, modelizacion y éptica.

Dada una superficie inmersa f : ¥ — R? orientable, sin borde, definimos el funcional de
Willmore como

W(f):/EHQda—/EKdo, (1)

donde H denota la curvatura media de ¥ y K su curvatura de Gauss. Una variante se escribe
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donde k1, ko son las curvaturas principales de la superficie.

Este funcional da una medida cuantitativa de cudnto una superficie dada se desvia de
una esfera, y es invariante por transformaciones conformes. A veces se le denomina “bending
energy”’ porque aparece de manera natural en diversos problemas fisicos y, en particular, en
biologia, ya que estd intimamente relacionado con el funcional de Helfrich que modeliza
membranas celulares (y nos explica la forma de un glébulo rojo).

Desde el punto de vista de las EDPs, la ecuacién de Euler-Lagrange de (1) es de cuarto
orden y necesita técnicas especificas que combinan andlisis, geometria y topologia.

Adicionalmente, este funcional es importante en 6ptica geométrica ya que aparece en el
diseno de lentes progresivas, utilizadas para la correccion de la presbicia o vista cansada. Sin
embargo, la geometria diferencial impone una restriccion a la construccién de dicha lente: no
es posible disenar una superficie suave con curvatura media variable (=visién progresiva) sin
inducir astigmatismo (=diferencia de curvaturas principales) que emborrone la imagen, y
esta limitacién matematica es la que establece el principal limite de calidad visual alcanzable
con una lente progresiva.



