PROYECTO DE INVESTIGACION
DESCRIPCION DEL PROYECTO
TITULO: El operador desplazamiento en espacios de Hardy: Subespacios invariantes.

ANTECEDENTES: Uno de los problemas méas importantes en Teoria de Operadores es
caracterizar los subespacios invariantes de un operador. La motivacion basica para estudiar
los subespacios invariantes viene del interés de conocer la estructura de los operadores a
través de los mismos. El teorema de descomposicion de Jordan, para operadores en espacios
de dimensidn finita, se puede contemplar como la expresion de un operador mediante la suma
directa de sus restricciones a ciertos subespacios invariantes. Por ejemplo, el hecho de que
toda matriz de dimension finita es unitariamente equivalente a una matriz triangular superior
se sigue inmediatamente de la existencia de subespacios invariantes para operadores sobre
espacios de dimensién finita. Con mayor generalidad, si T es un operador sobre un espacio de
Hilbert H y M es un subespacio invariante bajo T, entonces T tiene representacion matricial
triangular superior (por cajas) respectos de la descomposicion de H en suma directa de M con
su ortogonal.

En muchos casos, para hallar los subespacios invariantes de un operador dado, no solo es
necesario un conocimiento de la Teoria de Operadores sino también de otras areas del
Analisis, como son el Andlisis de Fourier o la Teoria de Funciones. Por ejemplo, denotemos
por (2 el espacio de Hilbert de las sucesiones de niUmeros complejos de médulo al cuadrado
sumable y consideramos el operador desplazamiento sobre una base ortonormal; la
caracterizacion de los subespacios invariantes de este operador requiere la teoria de Beurling
de descomposicién de las funciones del espacio de Hardy en funciones interiores y funciones
exteriores y que data de los afios cuarenta. De este modo, hay quien piensa que es necesario
un mayor desarrollo de las técnicas analiticas para resolver el problema del subespacio
invariante. Este problema esta considerado por los expertos como el problema abierto mas
importante en Teoria de Operadores en espacios de Hilbert. En el contexto de los espacios de
Banach este problema fue resuelto por Enflo a mediados de los setenta y publicado 1987
(véase [En]).

Por otra parte, cabe sefialar que los operadores de desplazamiento actuando en espacios de
funciones analiticas juegan un papel fundamental en el estudio de los operadores lineales y
continuos en un espacio de Hilbert, puesto que, a menudo, sirven como modelos de los
mismos. Por ejemplo, trabajos de Rota [Ro], de Branges y Rovnyak [BR] y Foias [Fo]
muestran que la restriccion de una suma directa del operador desplazamiento hacia atras
(denominado “backward-shift”) a un subespacio invariante es un modelo para clases de
operadores acotados en un espacio de Hilbert. En particular, para la clase de las contracciones
estrictas en un espacio de Hilbert.

OBJETIVOS:

Fundamentalmente son dos las lineas basicas de introduccion a la investigacion que
planteamos: por un lado los operadores ciclicos que se encuadran dentro de la Teoria General
de operadores y los operadores de desplazamiento, cuyo marco cae dentro de lo que viene a
[lamarse Teoria Concreta de Operadores. Esta linea estd intimamente relacionada con la
Teoria de Funciones Analiticas. Obviamente ambas lineas de investigacion confluyen en
algunas cuestiones, por ejemplo, se puede estudiar cuando un operador de desplazamiento es
ciclico.

Los operadores de desplazamiento han inspirado un programa continuo de investigacion,
tratandose de conectar el estudio con otros operadores a los cuales modelizan. Este programa



incluye el estudio del espectro, compacidad, semigrupos y operadores subnormales. Cada
trabajo en este tema ilustra el abundante potencial de la materia para conectar la Teoria de
Operadores con la Teoria de Funciones y el Analisis de Fourier (véase [Shi]).

Nuestro interés fundamental se va a centrar en el estudio de la ciclicidad del operador de
desplazamiento hacia atrds o “backward-shift”, que en lo sucesivo denotaremos por B,
actuando en los espacios de Hardy HP , con O<p<oco. Cuando 1<p<co, 10s subespacios
invariantes de B fueron caracterizados por Douglas, Shapiro y Shields [DSS] en términos del
concepto de pseudocontinuacion analitica. Para 0<p<l, Alexandrov [A] determin6 los
subespacios invariantes de B en HP en un notable trabajo publicado en ruso, y que no habia
sido traducido al inglés hasta el libro de Cima de Ross [CR].
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PALABRAS CLAVE: Subespacios Invariantes, vectores ciclicos, espacio de Hardy,
Operador Shift, Operador Backward-Shift.

METODOLOGIA:

En general, la metodologia sera la propia de las matematicas. Se estudiaran los resultados

obtenidos por otros autores, asi como herramientas matematicas que puedan ser necesarias
para dar solucién a problemas planteados siguiendo el método légico deductivo.

Asimismo, son de primordial interés las siguientes cuestiones:



- Buscar informacién en bibliotecas especializadas.

- Intensificar las relaciones con otros de los muchos investigadores que trabajan en
temas proximos con el consiguiente enriquecimiento de ideas nuevas.
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