
Collective behavior in nature has attracted attention across a broad spectrum of observers, ranging 
from artists, biologists, and ecologists, to engineers, mathematicians and physicists. As our ability to 
gather data in this arena grows, so does the need for refined tools to analyze it with the aim of 
uncovering the principles and mechanisms of collective motion. In this talk, we present a new 
construction of a fiber bundle and connection in the sense of Ehresmann, to study such questions. 
Taken together with the classical notion of principal bundle structure of configuration space over 
shape space, the results yield ways to decompose collective motion into kinematic modes and to 
examine associated energy partitions. This is joint work with Matteo Mischiati.
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Some Background ‐ In our laboratory at the University of Maryland, we work with 
trajectory data on flocking behavior of European starlings provided by our 
collaborator Dr. Andrea Cavagna from University of Rome. Our approach aims to 
uncover the individual‐level steering control which gives rise to observed flocking 
behavior. Here we see a small flock making a cohesive turn, apparently for predator 
avoidance.



Reconstruction of data, taken from a rooftop spot in the city center of Rome, 
in front of one of roosting sites used by starlings.

The first event (49) involves a single turn, and the second event (20) involves 
two consecutive turns. The third event (59) shows a minimally maneuvering 
flock. 

These reconstructions were obtained by applying an optimal control method 
(with regularizing jerk penalty functional) from sampled data.



For an individual starling along with its neighborhood (made up k nearest 
neighbors), define the velocity of the neighborhood center of mass. 

The temporal average value of the direction cosine between an 
individual’s velocity and its neighborhood’s center of mass velocity is it’s 
coherence
The figures show dependence of the flock‐averaged coherence on the 
neighborhood size k.

Notice that the dependence on the notion of “k‐nearest neighbor” or the 
topological distance is consistent across different events, 

and the flock averaged coherence gets maximized by choosing 5‐7 nearest 
neighbors – earlier noted by Ballerini et. al.



For me, long before flocks, there were coupled inert mechanical systems to think about. 
Having recently completed work on Lie‐Poisson structures associated to coupled rigid 
bodies, I visited Berkeley at the invitation of Jerrold Marsden in 1984 and was beginning to 
collaborate on stability questions in mechanics.  Soon after, I met Darryl Holm and Tudor 
Ratiu. Their work on fluid and plasma equilibria were important in my own efforts with 
Jerry on using the Energy‐Casimir method (specifically convexity estimates) to analyze the 
stability of equilibria of a spinning rigid body with a flexible attachment – a model problem 
of interest in spacecraft dynamics.     

Happy Birthday Darryl
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Soon I became interested in questions of robotics in space, where the problems associated 
to constraints arising from conservation of angular momentum took center stage. Through 
interactions with Richard Montgomery, I began to appreciate the role of connections and 
curvature in this setting. There was an intense semester (fall 1989) led by Jerry Marsden at 
Cornell which included workshops on geometric phases and related matters. This was a 
period that also laid the ground work for discussions on links between geometric 
mechanics and chemistry (molecules viewed as many degrees of freedom systems). These 
things also came up later at a Los Alamos workshop. There is an essential linkage between 
these subjects. Space robots with joints actuated by motors must respect constraint on 
overall angular momentum – joint motions couple to overall rotation. 
Molecules vibrate – infra‐red spectroscopy is based on this. They also translate and 

rotate. Can these normal modes be decoupled? 
No, for reasons of angular momentum constraint. Related questions about discrete 

symmetry and the ozone molecule were featured in Marsden’s Lectures  
to the London Mathematical Society (1st edition 1992).

David Dennison, on the Physics faculty at the University of Michigan was a pioneer in the 
development of a mechanics of spectroscopy.
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Guichardet computed the curvature of the (Smale) Guichardet connection on the 
principal bundle of configurations relative to the center of mass with structure group SO(3) 
and base space = space of shapes. He showed that in general the curvature does not 
vanish. Thus a prescribed holonomy can be realized by a path in the space of shapes, i.e. a 
sequence of vibrations. 
For the space roboticist a related question is how to achieve a prescribed holonomy by 

an optimal path in joint‐space.  How much “vibrational cost” must we incur at a minimum 
for a prescribed overall rotation? Alex Pines identified such ISOHOLONOMY problems. 

Principle: Operate near the maxima of curvature to get “the most bang for the 
buck”. 

These ideas connect with investigations by Wilczek and Shapere and others.
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From  Physical Chemistry in Action (Figure 18) –
(1) breathing mode – symmetric stretch; (2) doubly degenerate bending mode – same 

frequencies; (3) triply degenerate antisymmetric stretch; (4) triply degenerate bending 
mode

Molecules absorb energy from light of a certain frequency (corresponding to a normal 
mode) and jump to higher level of energy; certain vibrational frequencies are signatures of 
the presence of certain chemical bonds or functional groups in complex molecules.

Are flocks like complex molecules? When subject to predator attack does a flock 
display normal modes – or in this talk, kinematic modes?
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Here we pose some questions driven by a loose analogy. 
In what follows, we present a top‐down view – leading to constructions from data to 
modes. 
This is in contrast to bottom‐up synthesis of strategies and feedback laws of interactions, to 
be tested against raw trajectory data. 
Top‐down view generates intermediate data representations against which interaction laws 
can be tested.

Our constructions are built on fiber bundles 
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Graphical illustration of (a) fiber bundle and (b) connection. (a) The line passing through p 
∈P is the fiber over b=π (p). The shaded region is π−1(U), where U is an open 
neighbourhood of b ∈ B, which is diffeomorphic to U×F (a cylinder strip). (b) The tangent 
vector Ap (vp) along the fiber (vertical) is the one defined by the Ehresmann connection 
(form) applied to the arbitrary tangent vector vp (black arrow). The tangent vector hor(vp) is 
the other (horizontal) component of vp , and can be uniquely mapped to a tangent vector vb
on base space through the differential map dπ.
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We proceed to construct fiber bundles from the space of point clouds. Schematic of (a) 
rigid translation fibering and (b) the associated orthogonal decomposition of an arbitrary 
collective motion vr∈TrR. 
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The ensemble inertia tensor K of a collective can be visualized as an ellipsoid centered at 
the center of mass, with semi‐principal axes of length proportional to the eigenvalues of K
and pointing in the direction of the corresponding eigenvectors. 

Any configuration relative to center of mass (i.e. point cloud) also defines a polygon. 
Thus here we pass from a polygon to an ellipsoid.
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Schematic of (a) shape fibering with structure group SO(3) and (b) ensemble fibering with 
fiber Stiefel manifold of (n‐1)x3 orthonormal matrices
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Schematic of the orthogonal decompositions of a collective motion relative to the center of 
mass (vc ∈ TcC3d), based on (a) shape or (b) ensemble connection.
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Schematic of (a) the fibering of the space of ensemble inertia tensors K∗, (b) the associated 
orthogonal decomposition of any SK∈TKK∗ and (c) the decomposition it induces on inertia 
tensor transformation S(c,vc)c. 
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The kinetic energy E(vr) of a snapshot of collective motion vr ∈ TrR can be iteratively split 
into additive components associated with elementary motions orthogonal to each other. 
Two alternative splittings, (a)–(b’)–(c’)–(d) and (a)–(b”)–(c”)–(d), are obtained combining 
the following earlier results: (a) rigid translation connection (b’) ensemble fibering and 
connection (c’) decomposition of inertia tensor transformations (b”) shape fibering and 
connection (c”) orthogonality between rigid rotations and inertia tensor deformations (d) 
decomposition of inertia tensor deformations.
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In the work of Nagy et. al. (2010), published in Nature, hierarchies were identified in small 
flocks of pigeons engaged in (a) free flight as in the picture and (b) homing; video 
animations will be shown if time permits. The hierarchies were identified by velocity 
correlations and delays associated to steering actions. For us this data is primarily of 
interest in illustrating the extraction of kinematic modes. 
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The kinetic energy E(vr) of a snapshot of collective motion vr ∈ TrR can be iteratively split 
into additive components associated with elementary motions orthogonal to each other. 
Two alternative splittings, (a)–(b’)–(c’)–(d) and (a)–(b”)–(c”)–(d), are obtained combining 
the following earlier results: (a) rigid translation connection (b’) ensemble fibering and 
connection (c’) decomposition of inertia tensor transformations (b”) shape fibering and 
connection (c”) orthogonality between rigid rotations and inertia tensor deformations (d) 
decomposition of inertia tensor deformations. 
We apply this energy partition to the pigeon flock data. 
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Analysis of pigeon flocking (data from http://hal.elte.hu/pigeonflocks [14]). (a) Homing 
flight trajectories, with time‐stamps every 60 s. (b,c) Time evolution of the energy ratios 
(6.1)–(6.2) for event (a). Note the change around t=200. (d–f) Free flight trajectories with 
time evolution of the energy ratios (as in (a–c)). (g) Histogram of the energy ratios (6.2) in 
(f), with split y‐axis. Note that Erot/E and Evol/E can be as high as 0.5 and 0.2, respectively. 
(h,i) Mean probability distributions across free flights (n=6) of the individual energy ratios 
((h), consistent with (g)) and their cumulative sums (i). Error bars denote standard 
deviation. The sum (Ecom+Erot+Evol)/E has 93±4% probability of being in the range 
[0.95,1.00] and 4±3% probability of being in the range [0.90,0.95]. 
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These comments are in reference to the energy partitions of flight data in the previous 
slide.

25



26



27



Prior work on dyadic and polyadic interactions (between agents modeled as active 
particles), developed bio‐inspired sensori‐motor feedback laws as building blocks for 
collective behavior. We also examined interactions derived from optimal control principles 
applied to collective cost functionals. Graph‐based descriptions – such as cyclic pursuit 
strategies, were used in bottom‐up synthesis techniques, and analyzed by symmetry 
reduction to shape spaces and applications of dynamical systems principles. We aim to 
bring together these results and the data representations (modes) discussed today to solve 
the inverse problem of uncovering mechanisms of natural collective behavior.
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In the setting of 3 agent constant bearing cyclic pursuit, there arise parameter values 
supporting periodic orbits in phase space (reduced from 9 dimensions to 2 dimensions by 
SE(2) symmetry, restriction to attracting invariant manifold, and change of time scale). The 
arguments use time‐reversal symmetry. Figure shows physical space trajectories. 

Such low dimensional examples may arise as motifs with interesting dynamical 
aspects that influence overall complex flock behavior. 
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