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Teorema 1. Sea o un dngulo inscrito en una circunferen- a
cia y sea 0 su dngulo central correspondiente (el que abarca A

g ] g 0 [
el mismo arco de circunferencia). Entonces a = 3. A
O

#

Problema 1. Prueba el teorema.

Inversion

Consideremos en el plano una circunferencia w con centro en O y radio r, y un punto arbitrario A; distinto
del punto O. Se dice que el punto A, es simétrico al punto A; con respecto al circulo w con centro en O
y radio r, si el punto Ay estd en el rayo OA; y |OA;] - |OAy| =2

De la definicién se deducen directamente las siguientes afirmaciones.

a) Para cada punto del plano, excepto el centro O, existe un tinico punto simétrico respecto al circulo
w.

b) Para el centro O no existe ningin punto simétrico.

c¢) Si el punto Ay es simétrico al punto A; con respecto a la circunferencia w, entonces el punto A;
también es simétrico al punto A, con respecto al circulo w.

d) Cada punto que se encuentra en el circulo w es simétrico consigo mismo.



e) Si Ay y Ay son puntos simétricos distintos, entonces uno de ellos esté dentro del circulo w, mientras
que el otro esta fuera.

Ahora podemos considerar una transformacion del plano en si mismo que lleva cualquier punto,
excepto el centro O, a un punto simétrico a él respecto al circulo w. Esta transformacién se llama
inversion del plano con respecto al circulo w. Por ahora, dejaremos la pregunta sobre el destino del
centro del circulo O abierta. Estudiaremos el plano con un punto excluido: la perforacién en O. En este
“plano perforado”, la inversion esta completamente y univocamente definida para todos los puntos.

La inversiéon se puede visualizar como el resultado de “darle la vuelta” al plano a través del circulo w.
Todos los puntos del circulo de inversiéon permanecen en su lugar, todos los puntos que estaban dentro del
circulo w ahora estan fuera, y todos los puntos que estaban fuera del circulo, ahora estan dentro. Estos
dos retratos de Hypatia estan invertidos respecto de la circunferencia.

Ejemplo resuelto. Consideremos en el plano el punto A; que tiene coordenadas (z1,y;) y el circulo
w : 22 +y? = r% Encuentra las coordenadas (z2,y2) del punto As, que es simétrico al punto A; con
respecto al circulo w.

Solucion. Las coordenadas (x2, 1) satisfacen dos ecuaciones

) Y2 2 2\/, 2 2 4
— =, (931 +y1)(x2 +yy) =17
T Y1
_ xo 2(,.2 N2 __ .4 g2 .
Pongamos a = . Entonces, o*(z5 + y7)* = r* y por eso a = Pl Por lo tanto concluimos que
1‘17'2 yl’l"2
To=—5—75, Yo = 5.
2 27 2 2
]+ Yy ]+ Y

0

Esta formula tiene la siguiente interpretacién geométrica en el plano complejo: si r = 1, entonces la
inversién del punto z # 0 con respecto a la circunferencia unidad es %

Problema 2. Supongamos que el punto A esta fuera de la circunferencia w con centro en O, AM y AN
son tangentes la circunferencia w, las lineas OA y M N se cruzan en el punto B. Entonces, los puntos A
y B son simétricos con respecto a la circunferencia w.




Solucion. De la semejanza de los triangulos rectangulos AOMA y AOV M se sigue la proporcién loM] _

loV]
%, o |OA| - |OV|=|OM|? que es lo que se querfa demostrar. O

Teorema 2. Supongamos que A, Ay y Bi, By son pares de puntos diferentes, simétricos respecto a la
circunferencia w con centro en O. Entonces, ZOA1B; = ZOBsAs.

Demostracion. Sear el radio de la circunferencia w. Por la definicién de puntos simétricos, |OA;|-|OAs| =
r? = |OBy| - |OBy|, por lo tanto,

[OA| _ OBy
0B 04|
Por la proporcionalidad de los lados, se sigue la semejanza de los triangulos AOA; By y AOAs By por
dos lados y el angulo entre ellos. De la semejanza de los tridngulos se deduce la igualdad de los angulos:

LOA By = ZOBsAs. [l

Laigualdad de estos angulos también significa que el cuadrilatero A; A; By By es inscrito, es decir, todas
las cuatro puntos yacen en una misma circunferencia. Este hecho sera 1til mas adelante para demostrar
propiedades importantes de la inversion.

Problema 3. Decimos que un cuadrilatero es ciclico si existe una circunferencia S que contiene a los
cuatro vértices del cuadrilatero.

a) Demuestra que si el cuadrildtero ABC'D es ciclico, entonces ABC —i—@ = 180° y @—F BCD =
180°.

b) Demuestra que si ABC + CDA = 180° y DAB + BCD = 180°, entonces el cuadrilatero ABC'D es

ciclico.

Solucion.  a) Si el cuadrildtero ABCD es ciclico, ABC y CDA son angulos inscritos en una circunfer-
encia, y sus correspondientes angulos centrales suman 360°. Por tanto, su suma sera la mitad, es
decir, 180°. El argumento para DAB + BC'D = 180° es analogo.

b) Trazamos la circunferencia S que pasa por los vértices A, By C' (cuyo centro es la interseccion de las
mediatrices de los segmentos AB y BC'). Asumimos que ABC'+CDA =180y DAB+ BC'D = 180.
El objetivo es demostrar que D estd en la circunferencia S.

Sea h la altura del tridngulo AC'D que parte del vértice D. Hacemos una demostracién por reduccion
al absurdo. Si D no estd en S, tenemos dos posibilidades:

e D estd fuera del circulo delimitado por S. En ese caso h corta a S. Llamamos D’ al punto de
interseccién entre S y h, y observamos que C'D'A > C'DA.

e D estd dentro del circulo delimitado por S. En ese caso, prolongamos el segmento h a partir de
D, y llamamos D’ a la interseccién de esa prolongacién con S. Observamos que CD'A < CDA.



En cualquiera de estos dos casos, ABCD' es ciclico, y por tanto ABC + CD'A = 180. En particular,
CD'A = CDA, y hemos llegado a una contradiccion, que viene de asumir que D no esta en S. Por

tanto, D esta en S.
]

Problema 4. La recta que no pasa por el centro de la inversion se transforma en una circunferencia que
pasa por el centro de la inversion.

Solucion.

Sea w una circunferencia, de radio r, O su centro y a una recta
que no pasa por O. Dibujemos un perpendicular desde el centro
O a la recta a que cruza la recta en el punto M y consideremos
el punto K que es simétrico al punto M respecto a la circunfer-
encia. Construyamos una circunferencia « con diametro OK.
Consideremos una recta arbitraria que pasa por el centro O y
que no es paralela a la recta a. Supongamos que esta recta corta
la circunferencia « en el punto B y la recta a en el punto A.

El dngulo en el vértice B es recto, ya que se apoya sobre el didametro. De la semejanza de los triangulos
rectdngulos AOBK y AOM A obtenemos |OA| - |OB| = |OM]| - |OK]|. Dado que los puntos M y K son
simétricos por construccién, r? = |[OM]|-|OK| = |OA|-|OB]|. Por lo tanto, los puntos A y B también son
simétricos con respecto a la circunferencia w. Por lo tanto, la recta a y la circunferencia « se transforman
una en la otra durante la inversion.

Si la recta original es tangente a la circunferencia, los puntos M y K coinciden y la demostracién
pierde validez. ;Coémo se puede modificar la demostracion para este caso especifico? O

Es especialmente facil construir la imagen de una recta que intersecta la circunferencia de inversién.
Dado que los puntos de la circunferencia de inversion permanecen fijos, es suficiente trazar una circunfer-
encia que pase por el centro de la inversion y dos puntos de interseccién de la circunferencia de inversion
y la recta original.

El ejercicio anterior se puede formular de otra manera: una circunferencia que pasa por el centro de
inversion se transforma en una recta que no pasa por el centro de inversiéon. Ahora parece natural aplicar
la inversion a cualquier circunferencia.

Problema 5. La circunferencia que no pasa por el centro de la inversién se transforma en una circunfer-
encia que tampoco pasa por el centro de la inversion.

Solucion. Consideremos la inversion respecto a la circunferencia w y una circunferencia a; que no pasa
por el centro de la inversion O .




Tracemos una recta que pasa por los centros de las circunferencias o y w. Esta recta corta la circun-
ferencia «; en los puntos diametralmente opuestos By y C;. Construyamos los puntos By y Cs, simétricos
a los puntos B; y C respecto a la circunferencia w, y consideremos la circunferencia as construida sobre
el didametro B,(C5. Ahora, demostraremos que los puntos simétricos a los puntos de la circunferencia ay
estan ubicados en la circunferencia ay, y viceversa.

Tomemos un punto arbitrario A; en la circunferencia oy y construyamos el punto A, simétrico a A;
respecto a la circunferencia w. Luego, apliquemos el Teorema[2)a los dos cuartetos de puntos: Ay, As, By, By
y Aq, Ay, C1,Cy. El primer cuarteto implica la igualdad de los angulos A1 B1Cy y BaAsM, y el segundo
cuarteto implica la igualdad de los angulos A1C1B; y C3A50. Como el triangulo A; B,C} es rectangulo
(debido a que B;C} es un didmetro de la circunferencia), entonces ZA;B1Cy + ZA;C1B; = 90°, por lo
tanto, £ By Ay M + ZC5A50 = 90°. De esta ultima igualdad se sigue que el angulo B, A5C5 es recto y, por
lo tanto, el punto A, estd ubicado en la circunferencia as con diametro BoC5, que era lo que se queria
demostrar.

En el dibujo proporcionado, las circunferencias a; y ag no se cruzan con la circunferencia de inversion
w y no contienen su centro. La demostracion, por supuesto, sigue siendo valida para cualquier disposicién
diferente de las circunferencias, aunque el diagrama se vuelve un poco mas complicado. Intenta seguir
todos los pasos de la demostracion por si mismo en los casos restantes. O

Problema 6. Demuestra que la inversién conserva el angulo entre circunferencias (entre una circunferencia
y una recta, y entre rectas).

Solucion.

Sean las rectas [; y ls que se intersectan en el punto O. En una inversién
respecto a una circunferencia con centro en O, cada una de estas rectas se
transforma en si misma, por lo que el dngulo entre ellas se conserva.

Si las rectas se intersectan en un punto M, distinto del centro O de la
inversion, y el centro de la inversién se encuentra en una de las rectas (por
ejemplo, en [y), entonces la recta [y se transforma en si misma, y la recta
[1 en una circunferencia [}, que pasa por el centro de la inversién.

Sea m; la tangente a esta circunferencia en el punto O. Si aplicamos la misma inversiéon nuevamente,
la circunferencia [} se transforma en la recta [y, y la recta m; en si misma, ya que pasa por el centro de
la inversién. Al mismo tiempo, O es el punto de tangencia entre la recta m; y la circunferencia [}, lo
que implica que bajo la inversion con centro en O, estas se transforman en un par de rectas paralelas, de
modo que my || [;. En consecuencia, el angulo entre la recta I}, (que coincide con ly) y la tangente m; a la
circunferencia [{ es igual al dngulo entre las rectas Iy y [s.

Ahora, si el centro de la inversiéon no esta en
ninguna de las rectas [y y s, entonces las imagenes de
estas rectas son las circunferencias [f y I, que pasan
por el centro de la inversion.

Sean m; y my las tangentes a estas circunferen-
cias en el punto O. Si aplicamos la misma inversion
una vez mas, la circunferencia [} y su tangente m; se
transforman en un par de rectas paralelas [; y myq,
mientras que la circunferencia [} y su tangente msy se
transforman en un par de rectas paralelas Iy y ma.
Por lo tanto, el dangulo entre las circunferencias [} y
l5 es igual al angulo entre las rectas {y y lo.

De manera similar, se demuestra que la inversién conserva el angulo entre una circunferencia y una
recta.
m



Problema 7. Demuestra que la inversién se puede calcular asi: Tenemos un punto A y una circunferencia
S. Consideramos la esfera que tiene a S como ecuador, y llamamos N al punto de la esfera mas alejado
del plano. Unimos A con N, e intersecamos esta recta para encontrar un punto B en la esfera. Dibujamos
C, el simétrico de B respecto del plano. Entonces, unimos /N con C' e intersecamos esta recta con el plano
para encontrar D, que es el punto simétrico de A respecto de S.

Solucion. Pistas: Encuentra un plano que contiene todo lo relevante, y resuelve un problema plano.

Consideramos el plano que contiene al centro de la esfera, a A y a N, que es perpendicular al plano
original. B esta en este plano, porque esta alineado con NA. C también estd en el plano, porque la recta
BC' es perpendicular al plano original, y D también estd en el plano porque NCD estan alineados. En
particular, esto demuestra que OAD estan alineados, porque estdn en este nuevo plano y el original.

Queremos demostrar que OA - OD = ON?.

Llamemos o« = ZONA y 8 = ZNAO (por lo que a + 3 = 90°). Entonces, ZBAD = 3, porque es
opuesto a ZNAO,y ZDAC = 3, porque es simétrico de ZBAD.

Ahora bien, si llamamos S al punto opuesto a N, tenemos que ZSAB = 2q, por ser el angulo central
correspondiente al angulo inscrito ZSNB = ZONA. Entonces, el angulo simétrico ZCON también es
2. Como el tridngulo ACON es isdsceles, los otros dos angulos miden ambos f.

Finalmente, ZODN = 180° — Z/OND — ZDON = 90° — ZOND = 90° — 8 = «a. Concluimos que
ZACD = 90°, sumando los angulos de AACD.

Entonces, AONA ~ AODN, por tener sus angulos iguales, y por tanto &Y% = 92

OA — ON*

N

.
N

S



Problemas

Problema 8.
A
Sabiendo cuanto miden los arcos AAD = 64°,BAC = 146°, halla el B
angulo ZAEB.
D

C
Solucion.

A
Tracemos el segmento AB. Por ser inscritos, ZABE = 64°/2 =
32°, /BAE = 146°/2 = 73°, por lo que el dngulo que buscdbamos B O
mide ZAEB = 180° — (32° 4+ 73°) = 75°. D

C

Problema 9. Los puntos A, B,C, D estan colocados en este orden en una circunferencia. Llamemos

K, L, M, N los puntos medios de los arcos AAB, BAC, C’AD, DAA. Demuestra que las cuerdas MK, LN son
perpendiculares.

Solucion. Llamemos O el punto de interseccion de M K, LN. Sabemos que (véase un problema similar)

KAL n MAN - AAB;BAC I CADJQrDAA
2 N 2

ZKOL = = 360°:4 = 90°

[]

Problema 10. A través de un punto A se traza una linea [ que intersecta la circunferencia S con centro
O en los puntos M y N, y no pasa por O. Sean M’ y N’ los puntos simétricos de M y N respecto a OA,
y sea A’ el punto de interseccién de las lineas M N’ y M'N. Demuestre que A’ coincide con la imagen de
A bajo la inversién respecto a S (y, por lo tanto, no depende de la eleccién de la linea [).

Solucion. Supongamos que el punto A estd fuera de S. Entonces, A’ se encuentra dentro de S y

_ MN+ — M'N'
JMAN = +2 —_ MN = ZMON,

es decir, el cuadrilatero M NOA' estd en una circunferencia. Sin embargo, bajo la inversion respecto a .S,
la linea M N se transforma en una circunferencia que pasa por los puntos M, N y O. Por lo tanto, el
punto A* (imagen de A bajo la inversién) se encuentra en la circunferencia circunscrita del cuadrildtero
MNOA'. Por las mismas razones, los puntos A’ y A* también pertenecen a la circunferencia que pasa por
M', N"y O. Pero estas dos circunferencias no pueden tener otros puntos en comin mas alla de O y A’.
Por lo tanto, A* = A’.

En el caso en que A se encuentra dentro de S, aplicamos el argumento anterior a la linea M N’ y al
punto A’ (que ahora estéd fuera de S). Obtenemos entonces que A = (A")*, y por lo tanto, A" = A*. O

Problema 11. Demuestre que los circulos tangentes (un circulo y una linea) se transforman bajo una
inversion en circulos tangentes o en un circulo y una linea, o en un par de lineas paralelas.



Solucion. Si el punto de tangencia no coincide con el centro de inversién, después de la inversion estos
circulos (circulo y linea) seguirdan teniendo un punto en comun, es decir, la tangencia se conservara.

Si los circulos con centros en A y B son tangentes en el punto O, entonces, bajo la inversion con centro
en O, se transformaran en un par de lineas perpendiculares a AB. Finalmente, si la linea [ es tangente en
el punto O al circulo con centro en A, bajo la inversién con centro en O la linea [ se transformara en si
misma, mientras que el circulo se convertira en una linea perpendicular a OA. En cada uno de estos casos
obtenemos un par de lineas paralelas. O]

Problema 12. Construye, usando solo regla y compas, una circunferencia que sea tangente a dos circun-
ferencias dadas y pase por un punto dado, que estd situado fuera de estas circunferencias.

Solucion. Supongamos que la circunferencia buscada S ha sido construida, es decir, que la circunferencia
S es tangente a las circunferencias dadas S; y Sy y pasa por el punto dado O, que estd fuera de las
circunferencias Sy y 9s.

Al aplicar una inversion respecto a una circunferencia de radio arbitrario con centro en O, la circunfer-
encia S, que pasa por el centro de inversién, se transformara en una recta S’ tangente a las circunferencias

1y S5, que son las imagenes de las circunferencias S; y S bajo esta inversién y que no pasan por el

centro de inversion. De aqui se deriva el siguiente método de construccion.

Construimos las circunferencias S} y S5, que son las imagenes de Sy y Sy bajo la inversién con respecto
a una circunferencia con centro O. Luego, trazamos las tangentes comunes a las circunferencias construidas
y aplicamos nuevamente la misma inversién. Asi, cada una de las tangentes comunes construidas se
transformara en una circunferencia que pasa por el centro de inversion O y es tangente a las circunferencias
51 y SQ.

El problema tiene cuatro soluciones (segin el nimero de tangentes comunes que se pueden trazar

entre dos circunferencias, siempre que una de ellas esté fuera de la otra).
m

Problema 13. Lema de Arquimedes. Dos circunferencias son tangentes internamente en un punto M.
Sea AB una cuerda de la circunferencia mayor que es tangente a la circunferencia menor en el punto 7.
Demuestre que MT es la bisectriz del angulo ZAM B.

Solucion. Pistas: Extiende el rayo AB hasta que cruce la tangente comtun en el punto C; ZCTM =
LMAT + ZAMT (o considera la homotecia con centro en M que transforma la circunferencia menor en
la mayor).

Primer método. Sea el rayo AB que corta la tangente comun a
las circunferencias en el punto C' (con B entre Ay C).
Denotemos

LOMT =¢, ZCMB=ca«, LAMT =~.

Entonces, CM = CT como segmentos de tangentes desde el punto C' a la circunferencia. Por lo tanto,
el triangulo M CT es isésceles. Segun el teorema del angulo entre la tangente y la cuerda, tenemos que

LMAT = ZCMB = «.

Por lo tanto,
LCTM =Z/ZCMT =9, ZMTB=a+vy=¢

(dngulo externo del tridngulo AMT). Entonces,

LTMB=¢—a=".



Segundo método. Consideremos la homotecia con centro en M
que transforma la circunferencia menor en la mayor. La tan-
gente AB a la circunferencia menor se transforma en una tan-
gente paralela [ a la circunferencia mayor.

El punto de tangencia T se transforma en el punto de tangencia T} de la recta [ con la circunferencia
mayor. Como [ es tangente, es perpendicular al radio que pasa por T;. Como AB es paralela a [, también
es perpendicular al radio, y por tanto ATy = BTj. Asi, los puntos M, Ty 17 estan alineados, y 17 biseca
el arco AB que no contiene a M. Por lo tanto, los angulos inscritos ZAMT, y ZBMT} son iguales, ya
que se apoyan en arcos iguales. Asi, MT es la bisectriz del angulo ZAM B.

Tercer método. Supongamos que el rayo AB corta la tangente
comun a las circunferencias en el punto C' (con B entre Ay C'),
y que los rayos M A y M B intersectan la circunferencia menor
en los puntos P y () respectivamente. Segun el teorema del
angulo entre la tangente y la cuerda, tenemos que

IMAB=/MAT =/CMB = /CMQ = ZM PQ,
lo que implica que PQ || AB. Por lo tanto,

ZBMT = ZQPT = LZATP = /PMT = ZAMT.

Esto es lo que se queria demostrar.

[]

Problema 14. Supongamos que ningun conjunto de tres puntos de los cuatro puntos A, B, C, D es
colineal. Demuestra que el angulo entre las circunferencias circunscritas de los triangulos ABC'y ABD es
igual al angulo entre las circunferencias circunscritas de los triangulos AC'D y BCD.

Solucion. Realicemos una inversién con centro en A. Los angulos que nos interesan seran entonces iguales
al dangulo entre las rectas B*C* y B*D*, y al angulo entre la recta C*D* y la circunferencia circunscrita
del tridngulo B*C*D*. Ambos angulos son iguales a la mitad del arco C*D*.

m

Problema 15.

A

a

En el tridngulo AABC sabemos que ZC' = 90°, /A =
a. La bisectriz del angulo B corta AC en el punto K § M
K. BC es el didmetro de la circunferencia que corta
la hipotenusa AB en el punto M. Busca ZAMK.

C9 B

Solucion.



Pista: Sean F, P las proyecciones del punto K sobre
AB,CM. Demuestra y usa el hecho de que KF =
KC,KP=FM.

Sean F,P las proyecciones del punto K sobre
AB,CM. Como el angulo ZC'M B es inscrito sobre el
diametro, es recto. Ahora KFMP es un rectangulo
y KP=FM. AKFB = AKCB ya que comparten
la hipotenusa y los angulos ZCBK = /ZFBK, de
ahi que KF' = K(C'. Busquemos tangente del angulo
/AMK:

KF KC 1

tan LAMEK = 237 = 755 =~ cosa

Problema 16.

En el rombo ABC' D han marcado E, el punto medio
del lado BC. AF es perpendicular al segmento DFE.
Busca el angulo ZDF'C sabiendo que ZB = 40°.

Solucion.

Sea GG el punto de interseccion de las rec-
tas AB,DE. ABEG = ACED ya que
BE = EC,/BEC = /CED,/BGE =
ZCDE. Ahora es facil ver que los pun-
tos B, G, C' estan en la misma circunferen-

cia con el centro en B, ademas, el punto A/—\
F' también porque el angulo AFC = 90° B G
y se apoya en el didmetro. Entonces el

angulo inscrito ZGFC = ZGBC : 2 = F E

(180° —40°) : 2 = 70°, por lo que el dngulo

que buscabamos mide 110°. D

Problema 17.

O

En el triangulo ABC han trazado las al-
turas CH, AF que se cortan en el punto H E
E. Sabemos que el segmento BE divide
el angulo /B en ZABE = 18°, Z/CBE =
26°. Busca los angulos del triangulo BH F'.

B P C

Solucion. Como /ZBHE + ZBFFE = 90° 4 90°, el cuadrilatero BH E'F es inscrito. Los angulos apoyados

en HE son iguales, /ZHFFE = /ZHBFE = 18°. Andlogamente, los angulos apoyados en EF también son
iguales, /ZFHE = /FBE = 26°. Por eso /BHF =90°— /ZFHE =64y /BFH =90° — 18 = 72°

]



Problema 18. Encuentra el conjunto de puntos de tangencia de un par de circunferencias que tocan los
lados de un angulo dado en los puntos A y B.

Solucion. Sea C' el vértice del angulo dado. Al invertir con centro en el punto A, la linea C'B se transfor-
mara en una circunferencia S, y las circunferencias S; y S; se transformaran en la circunferencia S} con
centro en Oy, tangente a S en el punto B*, y la linea [, paralela a C'A, tangente a ST en el punto X (como
en la figura).

Tracemos el radio OD perpendicular a C'A en la circunferencia S. Los puntos O, B* y Oy estan en
una linea recta, y OD es perpendicular a O, X. Por lo tanto,

Z0B*D =90° = ——— =90° — — = L0, B*"X.

Como resultado, el punto X esta en la linea DB*. Al aplicar la inversiéon nuevamente, obtenemos que el

conjunto de puntos de tangencia buscados es el arco AB de la circunferencia que pasa por los puntos A,
By D*. m

Problema 19. Dado el angulo ZA y un punto N traza una recta que recorta del angulo un triangulo de
perimetro p.

Solucion.

Primero marquemos en los lados del dngulo los puntos B’, C’ tal
que AB" = AC" = p/2. Luego tracemos una circunferencia tan-
gente al dngulo en estos puntos (su centro esta en la interseccién
de los perpendiculares a los lados desde los puntos B’,C"). Por
ultimo, tracemos una tangente desde el punto N a la circun-
ferencia que corte los segmentos AB’, AC’ en los puntos B,C
respectivamente.

A B B’
Sea P el punto tangente de la recta BC' a la circunferencia. Notemos ahora que CC' = CP, BB’ = BP
por ser tangentes a la circunferencia desde el mismo punto. De esta manera el perimetro del triangulo
ABC es
AC+ (CP+PB)+ BA=AC+CC'+ AB+ BB'= AC' + AB'=p

Es importante ver que si el punto N se encuentra en el interior del triangulo curvilineo formado por

AC'", AB', B'C" el problema tiene dos soluciones ya que hay dos tangentes posibles. En cambio, si estd

fuera de este triangulo pero dentro del angulo, no tiene solucion.
O

Problema 20. En el tridngulo AABC' traza el segmento AM que lo divide en dos triangulos de igual
perimetro.



Solucion.

Pista: Considera una circunferencia exinscrita como en el
dibujo.

Claramente, PC = CC’,PB = BB’, ademas, dos tangentes
trazadas del mismo punto son iguales, por lo que AB" = AC".
Ahora PACP = AO+CP+AP = AC/—FAP = AB/+AP = PAB‘P

A B B

Problema 21.

Hay una pantalla vertical de 100m de alto, pero su borde inferior
estd a 50m de altura, con lo que apenas se ve sin alejarse. ;A
qué distancia hay que alejarse para que ocupe el maximo angulo
en nuestro campo de vision?

Solucion.

Si dibujamos la circunferencia que pasa por los dos bordes de B
la pantalla y por el punto donde estamos, vemos que el angulo
de vision esta inscrito en ella, por lo que sélo depende de la
circunferencia y no de dénde estemos nosotros en ella. Bus-
camos entonces la circunferencia mas pequena posible en la que A
podamos estar: tendra que ser tangente al suelo. Vil

D

Si llamamos C' al centro de esta circunferencia, tiene que estar en la mediatriz de A y B, que es paralela
al suelo y estd a altura 100m. Si llamamos D al punto de tangencia, donde nos colocamos, tendremos que
CD es perpendicular al suelo y que los radios son iguales: |AC| = |BC| = |CD| = 100m. Sabiendo esto,
sabemos que ABC' es un tridngulo equildtero. Por tanto, el 4ngulo central que abarcan Ay B es de 60, y
el angulo inscrito que buscamos es la mitad, 30". Ademads, la distancia F'D a la que tenemos que alejarnos
es la altura de este trigngulo, que usando el Teorema de Pitdgoras es 501/3 metros.

m

Problema 22. El triangulo ABC tiene un angulo recto en A. Si AM es su mediana, demuestra que
|AM| = |BM| = |CM|.

Solucion. Como M es el punto medio de BC', hay una circunferencia que tiene centro en M y pasa por B
y C. Entonces, el dngulo BAC mide 90, y por el reciproco del dngulo inscrito en una semicircunferencia,

tiene que estar en la semicircunferencia.
O]

Problema 23. Dos circunferencias se cortan en dos puntos A y B. AC es un diametro de la primera
circunferencia y AD es un didmetro de la segunda circunferencia. Demuestra que B, C'y D estan alineados.

—_—
Solucion. El angulo ABC estd inscrito en una semicircunferencia, por lo que es un dngulo recto. Lo mismo

ocurre con el angulo ABD.
O

Problema 24. Dado un circulo y un punto A fuera de él trazamos dos tangente AB y AC' al circulo (B
y C son puntos tangentes). Demuestra que el centro de la circunferencia inscrita en el tridngulo ABC' se
encuentra en la circunferencia dada.



Solucion. Sea O el centro de la circunferencia y M la interseccién de AO con la circunferencia (el punto
medio del arco menor BC). Probemos que M es el centro de la circunferencia inscrita en el tridngulo
ABC.

Observemos que AM es la bisectriz del angulo BAC'. Ahora queremos ver que BM es la bisectriz del
angulo ABC'. De la misma form se prueba que C'M es la bisectriz del angulo ACB.

Sea o« = LZMBC = ZMCB. Entonces ZMOB = 2a. Por lo tanto ZOBC = 90° — 2a y por eso
LABM =90 — (90 — 2a + ) = . Por tanto, BM es también la bisectriz del tridngulo ABC.

Concluimos que M es el punto de interseccion de las bisectrices del triangulo ABC', es decir el centro
de su circunferencia inscrita.

O
Problema 25.

A
El punto M esta en el lado BC' del AABC'. El radio de la circunferencia
inscrita en AABM es el doble del radio de la circunferencia inscrita en el
ANACM. ;Puede ser mediana el segmento AM?
B M C

Solucion. Supongamos que AM es mediana, BM = MC. Entonces Aagy = Aacm. Por otro lado,
Aapym = w X 2r, Aacm = w x r. Esto significa que AC' = AM + 2AB 4+ CM >
AM + CM. Esto contradice la desigualdad triangular.

O

Problema 26. Tenemos dos puntos distintos A y €' marcados en una circunferencia, y no estan diame-
tralmente opuestos. Las rectas tangentes a las circunferencia en los puntos A y C' respectivamente se
cortan en un punto P. Sea B otro punto cualquiera en la circunferencia distinto de A y de C, y sea D el
otro punto de corte de la recta PB con la circunferencia. Demuestra que

|AB| - |CD| = |BC|-|DA].
Solucion.

Hacemos el dibujo en el caso en el que B esta en
la cuerda mas larga entre A y C' de la circunferen-
cia. Aqui, O es el centro de la circunferencia. El
razonamiento es andlogo cambiando los papeles de B
y D.

Los dos angulos denotados por « en el dibujo son
iguales porque son angulos inscritos (en el caso de
ZABD) y semiinscritos (en el caso de ZDAP) abar-
cando la misma cuerda de la circunferencia (AD). El
mismo argumento nos dice que los dos angulos deno-
tados por 3 en el dibujo son iguales.

Observamos que los triangulos PAD y PBA son
semejantes, al tener dos angulos iguales (a y 7). Por
tanto,

IDA|  |PA| |PD|
|AB| — |PB|  |PA|
También observamos que los tridngulos PC'D y PBC' son semejantes, al tener dos angulos iguales (/3
y 9). Por tanto,

|ICD| |PC| _|PD|
|\BC| — |PB| |PC|




Ademas, tenemos que los triangulos PAO y PCO son congruentes, ya que ambos son angulos rectos en

los que la hipotenusa mide lo mismo (|PO|) y uno de sus catetos también (|CO| = |AO| porque ambos
son el radio de la circunferencia), asi que el teorema de Pitdgoras nos especifica que los catetos restantes
también miden lo mismo. Por tanto, |PA| = |PC|. Esto nos dice que la dltima y la peniltima fraccién de

las dos igualdades de fracciones anteriores son iguales. Por tanto, todas las fracciones que hemos escrito

hasta ahora son iguales. En particular,
|DA] _ [CD]]

|AB|  |BC|’

por lo que
|AB| - |CD| = |BC|-|DA].

]

Problema 27. Tenemos un cuadrilatero convexo ABCD en el que ningtin par de lados son paralelos.
Llamamos E al punto en el que se intersecan la prolongacién de los lados AD y BC, y llamamos F' al
punto en el que se intersecan la prolongacién de AB y DC'. Demuestra que las circunferencias circunscritas
a los tridngulos ABE, ADF, DCE,y BCF pasan por un mismo punto.

Solucion. Sin pérdida de generalidad, podemos reordenar los vértices de ABC'D de manera que siguen el
orden contrario a las agujas del reloj y el interior de los triangulos DC'E y ADF no interseca al interior
del cuadrilatero ABC'D. A partir de ahora, asumiremos esto.

La solucién completa de este problema es muy técnica. De hecho, el enunciado es cierto también si
quitamos la condicion de que el cuadrilatero ABC'D sea convexo, pero la demostracién atn se vuelve mas
técnica. Los siguientes enunciados no son obvios, pero se usan implicitamente en la demostracion:

a) Las circunferencias circunscritas a los triangulos ADF y DCFE no son tangentes, es decir, ademds
de cortarse en el punto D se cortan en otro punto distinto, que llamamos H.

b) Los puntos E, F, A, B,C, D son todos distintos.
c¢) El punto H es distinto de los puntos A, B,C, D, E, F.

d) EHDC y ADHF son cuadrildteros (con los vértices en ese orden siguiendo el sentido contrario a
las agujas del reloj).

e) ABEH y BCHF son cuadrildteros (con los vértices en ese orden siguiendo el sentido contrario a las
agujas del reloj).

f) Los puntos E' y A estédn en lados distintos de la recta DH. Los puntos 'y C' también.

Por ahora, vamos a asumir que estas afirmaciones son ciertas, y a partir de ellas, acabar la demostracion
del ejercicio. Después demostraremos que todas estas afirmaciones eran ciertas.




Nuestro objetivo es ver que H también se encuentra en las circunferencias circunscritas a los tridngulos
ABE y BCF. Para ver que H se encuentra en la circunferencia circunscrita al triangulo ABFE basta ver
que el cuadrilatero ABEH es ciclico.

Como FHDC' es un cuadrilatero ciclico tenemos que ZEHD = 180° — /DCFE = ZBCD. Como H
y F estan en la circunferencia circunscrita a ADF' y al mismo lado de la cuerda AD (ya que ADHF es
un cuadrilatero), tenemos que ZAFD = ZAHD. En particular,

LAHE = /AHD + /DHE = ZAFD + /BCD,

(aqui estamos usando implicitamente la afirmacién 6) y como LAFD = /BFC y /BCD = /BCF,
mirando al tridngulo BC'F' obtenemos que

LAHE = /BFC + ZBCF =180° — ZFBC = 180° — ZABE,

y esto implica que ABEH es un cuadrilatero ciclico.

Similarmente se puede demostrar que H F'BC' es ciclico, lo que implica que H esta en la circunferencia
circunscrita al tridangulo BC'F. Esto concluye la demostracién si asumimos que las 6 afirmaciones del
principio son ciertas.

Ahora, para concluir la solucién, vamos a demostrar las afirmaciones del principio una a una.

a) Veamos que las circunferencias circunscritas a los tridngulos ADF y DCE no pueden ser tangentes,
por reduccion al absurdo: Sea r; el radio de la circunferencia circunscrita a ADF y ry el radio de la
circunferencia circunscrita a DCE. Sea O; el centro de la circunferencia circunscrita a ADE yv O,
el centro+++ de la circunferencia circunscrita a DC'E. Si las dos circunferencias fueran tangentes,
D estaria en la recta O10,. Los triangulos FO,D y CO1D son dos triangulos isésceles tales que
ZCD0Oy = Z01DF, ya que las rectas 010, y CF se cortan en el punto D. En particular, tenemos
que

|ICD| 1y

[DF] ~
Argumentando de manera similar, obtenemos que

|DE| . ]

‘DA’ a 7"1’

y como LZADF = ZCDE (por ser angulos opuestos a las rectas C'F' y AF), obtenemos que los
tridngulos ADF y EDC son semejantes. Esto implica que las rectas CE y AF son paralelas. El
punto B esta en estas dos rectas, por lo que tendrian que ser la misma, pero eso implicaria que A, B,
y C estan alineados, contradiciendo que ABC'D sea un cuadrilatero. Por tanto, queda demostrado
que las circunferencias circunscritas a los triandulos ADF y DCFE no son tangentes. En particular,
se cortan también en un punto H distinto de D.

b) Argumentamos por reduccién al absurdo. Si alguno de estos pares de puntos fueran iguales, habria
tres puntos de entre A, B, C'y D alineados, y esto es imposible porque ABC'D es un cuadrilatero.

¢) Ya sabemos que H # D, veamos que H # E, y por la simetria del problema, esto nos dird también
que H # F. Lo vemos por reduccién al absurdo. Si H fuera igual a F/, la circunferencia circunscrita
al tridngulo ADF contendria a tres puntos alineados (A, Dy H) y esto s6lo es posible si dos de esos
puntos son iguales, es decir, si A = H = F, que ya sabemos que es imposible. Por tanto deducimos
que H # E (y H # F). Ahora, veamos que H # A, y por la simetria del problema, esto nos dira que
H # C. Si H fuera igual a A, los puntos alineados A, D, E estarfan en una misma circunferencia, y
esto es posible solo si dos de ellos son iguales, que sabemos que no lo son por el punto 2. Por tanto,
deducimos que H # A (y H # C). Nos queda demostrar que H # B, y lo hacemos otra vez por
reduccién al absurdo. Si H fuera igual a B, los puntos alineados B = H, C' y E estarian en una
misma circunferencia, y esto es posible solo si dos de ellos son iguales, que sabemos que no lo son
por el punto 2.



d)

Por la simetria del problema basta ver que FHDC' es un cuadrilatero. Sabemos por los puntos 2
y 3 que E, H, D,C son puntos distintos que ademas estan en una circunferencia, por lo que no hay
tres alineados. Sélo tenemos que demostrar que los vértices E, H, D,C aparecen en ese orden al
recorrer la circunferencia en alguno de los dos sentidos. Para ello, basta ver que H y C estan en
lados distintos de la recta DFE. Las rectas AD y DC dividen el plano en cuatro regiones. Como el
cuadrilatero ABCD es convexo, y por lo que hemos asumido en el primer parrafo de esta solucién,
tenemos que una de las regiones (R;) contiene al cuadrilatero ABC D, otra (Rz) al tridngulo DC'E,
otra (R3)al tridngulo ADF| y queremos ver que H estd en la regién restante, a la que llamamos
R4. Observamos que H no puede estar en las rectas DC' o AD, ya que la circunferencia circunscrita
al tridngulo DC'E ya tiene dos puntos distintos de H en esas rectas. Para ver que H no esta en
el interior de la regiéon R3 basta ver que la circunferencia circunscrita al tridngulo DC'E no tiene
ningun punto en el interior de Rj3. Esta circunferencia ya corta a las recta DC' 'y AD (y a todas las
rectas entre estas dos que dan lugar a las regiones Ry y R3) en dos puntos de la regién Ry (incluido
el borde), por lo que no puede cortarlas en méas. Por tanto, H no puede estar en el interior de la
region Rs, y argumentando de manera andloga con la circunferencia circunscrita al triangulo ADF,
concluimos que H no puede estar en el interior de la region R, En particular, H solo puede estar en
el interior de R; o de R4. Veamos ahora que H no puede estar en el interior de R; por reduccion
al absurdo. Si H estuviera en Ry, EDF H seria un cuadrilatero, por lo que la suma de sus angulos
interiores seria 360°. Por tanto, ocurriria que

360°=«/HED+ /EDF+ /DFH + /FHE = /HED+ /EDF + /DFH + /Z/FHD + /DHE.

Como H estaria al otro lado de la recta DC' que E, EDHC' seria un cuadrilatero ciclicoy ZDHE =
180° — ZCED. Por el mismo motivo, pero argumentando con el cuadrilatero AHDF en la circun-
ferencia ¢y, obtendriamos que ZFHD = 180° — ZDF A. Sustituyendo esto en la ecuacion anterior,

obtenemos que
/HED+ /EDF + /DFH = /CED + Z/DFA.

Notamos que el angulo ZEDF' del cuadrilatero EDF H es mayor que 180°. Por tanto, basta de-
mostrar que ZCED + ZDFA < 180°. Sean «, (3,7, 0 los angulos interiores al cuadrilatero convexo
ABCD. Usando que la suma de los angulos en los triangulo AFD y EDC es 180°, obtenemos que

ZDFA+ (180° — ) + (180° — 0) = 180°, ZCED + (180° — ) + (180° — ¢§) = 180°,
por lo que, usando que a + 3 + v+ 0 = 360°, obtenemos que
LCED+ /ZDFA+360°=(a+~v+9)+ 6 =360"+6 — [,

es decir
LCED+ ZDFA=0—[(<),

y como ABC'D es un cuadrildtero convexo, § < 180° y llegamos a una contradiccion. Esto concluye
nuestra demostracién de que H estd en el interior de Ry, y en particular H y C' estéan a lados distintos
de la recta DE, y EHDC' es un cuadrilatero.

Por la simetria del problema basta ver que ABEH es un cuadrilatero. Ya hemos visto que H y C
estan a lados distintos de la recta DE (que es la misma que la recta AD). También, como ABCD,
B y C estan en el mismo lado de la recta AD. Por tanto H y B estan a lados distintos de la recta
AD. Combinando esto con los puntos 2 y 3 concluimos que ABEH es un cuadrildtero.

Esto es consecuencia de que D estd en el segmento AE y en el segmento F'C, que a su vez es
consecuencia de lo que hemos asumido en el primer parrafo de esta solucion.

O

Problema 28. Supongamos que tenemos una regla sin ninguna marca de medida y no tenemos un compas
ni ninguna otra regla. Nos dan dibujados en un papel un segmento AB, su punto medio O, la circunferencia
de didmetro AB y un punto P que no esta en la linea recta que pasa por A y por B ni en la circunferencia
dada. ;Cémo podemos dibujar una recta perpendicular a AB que pase por P?



Solucion.

Sea @ (respectivamente R) el punto de la circunferencia
distinto de A (respectivamente B) situados también en la recta

AP (respectivamente BP). Sea S el punto de interseccién de R

los segmentos AR y QB. Veamos que la recta que pasa por P 0
y S es perpendicular a AB.

Tenemos que ZAQB y ZARB son rectos, por lo que S es
el ortocentro del tridngulo APB. Como las tres alturas de un

triangulo se cortan en el ortocentro, tenemos que la recta PS
contiene a la altura del tridangulo ABP que sale de P, y por
tanto es perpendicular a AB.

]

Problema 29. Sea ABC un tridngulo con angulos ZA, /By ZC), circuncentroﬂ 0, incentrdﬂ I y orto-
centroﬂ H. Supongamos que ZA = 60°.

a)
b)

Demuestra que hay una circunferencia que pasa por B, H, O, [ y C.

Demuestra que |OI| = |HI|

Solucion.  a) Tenemos que demostrar que /BIC = ZBOC = /ZBHC. Mirando el tridngulo BIC,

observamos que

ZBIC =180° — % = 180° — 120

= 120°.

Sean B’y C’ los pies de las altura que salen de B y C' respectivamente. La suma de los angulos de
un cuadrilatero es 360°, asi que mirando al cuadrilatero AC"H B’ deducimos que ZB'HC" = 120°.
Ademas, observamos que /BHC = /B'HC’, por lo que

/BHC = 120°.
Mirando la circunferencia circunscrita del triangulo ABC' y la relaciéon entre angulos inscritos y
centrales, obtenemos que ZA = 4320 ¢ por lo que

/BOC =120°,
y esto concluye nuestra demostracion.

Si I = H, la bisectriz que sale del vértice A coincide con la altura que sale del vértice A, por lo
que, como ZA = 60°, necesariamente ABC' es equilatero. En este caso O = [ = H, por lo que el
resultado es cierto.

Si I = O, la unién de cada uno de los vértices con O es una bisectriz del triangulo, y el pie de la
perpendicular de O a cada uno de sus lados es la mediatriz. Dibujando todas las bisectrices y las
mediatrices, el tridngulo ABC nos queda dividido en 6 tridngulos rectangulos congruentes, lo que
fuerza a que el tridngulo ABC' sea equilatero.

Si H = O, todas las mediatrices de los lados del tridngulo ABC' son alturas, y eso también fuerza a
que el triangulo sea equilatero.

Por tanto, a partir de ahora asumiremos que el triangulo ABC' no es equildtero, y por tanto O, [ y
H son tres puntos distintos.

'El circuncentro de un tridngulo es el centro de su circunferencia circunscrita, o equivalentemente, la interseccién de las
mediatrices de los tres lados del tridngulo.

2El incentro de un tridngulo es el centro de su circunferencia inscrita, o equivalentemente, la interseccién de las bisectrices
de los tres angulos del triangulo.

3El ortocentro de un tridngulo es el punto donde se cortan las tres alturas del tridgngulo.



Sea ¢ la circunferencia circunscrita al triangulo ABC, d la circunferencia que contiene los puntos
B,C,;0,1,H, y D el centro de d.

Observamos ciertas cosas

i)

ii)

iii)

iv)

La circunferencia d es el resultado de reflejar la circunferencia ¢ por el lado BC: En efecto, sea
O’ el resultado de reflejar O a través del lado BC'. Tenemos que |OB| = |0'B| y |OC| = |0'C]|.
Ademas Z0'0OC = Z0'0OB = %ACOB , v como ZC'OB es un angulo central en la circunferencia
¢, obtenemos que 60° = ZA = %ZC’OB. Por tanto, Z0'OC = Z0'OB = 60°. Miramos el
tridngulo OO'C' y vemos que los lados OC y O'C' miden lo mismo, y ZO'OC = 60°, por lo
que OO'C' es un triangulo equilatero. Similarmente, OO’B también es equilatero. Por tanto,
O’ equidista de O, B y C, y por tanto es el centro de la circunferencia que contiene a esos
tres puntos, que necesariamente tiene el mismo radio que ¢. En particular, O’ = D, y d es el
resultado de reflejar ¢ por el lado BC.

D estéd en c: Esto es consecuencia de que O estd en d y la observacién i).

La altura del triangulo ABC' que parte de A es paralela a la recta que une O y D: En efecto,
por i) sabemos que la recta que une O y D es perpendicular a BC, como la altura del triangulo
ABC' que parte de A.

La bisectriz de ZA pasa por D: En efecto, sea D’ el punto de corte distinto de A de la bisectriz
de ZA con la circunferencia ¢. Como 30° = ZBAD’ es un éngulo inscrito en ¢, tenemos que
/ZBOD’ = 60°. Como D es un punto en ¢ por ii) tal que ZBOD = 60° por nuestra demostracién
de 1), necesariamente D’ = D.

|AH| = |HD|: Como D es el centro de d, y H y O estéan en d, |HD| = |OD|. Por ii), y como
O es el centro de ¢, y ¢ contiene a A, |OD| = |OA|. El cuadrildtero ODHA tiene dos lados
paralelos (OD y HA) por la observacion iii), y otros dos lados miden lo mismo. Esto implica
que ODH A es un paralelogramo, y por tanto |OD| = |HA].

Nuestro objetivo es demostrar que los angulos centrales (menores de 180°) de la circunferencia d
ZIDO y ZHDI son iguales, ya que un mismo valor de angulo central abarca una misma longitud
de arco, que abarca una misma longitud de cuerda.



El dngulo central ZIDO de la circunferencia d (de los dos dngulos centrales, el menor de 180°)
coincide con el dngulo ZDAH. Por la observacién v), ZADH = ZHAA. Finalmente, como I esta
en AD por la observacién iv), ZHDA = ZHDI.

m

Problema 30. Tenemos un triangulo ABC' en el plano. En cada uno de sus lados, dibujamos un triangulo
equilatero en el exterior del triangulo ABC, creando los tridangulos equilateros ABD, ACE y BCF. Sean
G, H e I los centros de los triangulos equilateros ABD, ACE y BCF respectivamente. Demuestra que el
triangulo GH I es equilatero.

Solucion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los angulos ZA, ZB del tridngulo ABC son
ambos distintos de 120°.

Sea cq la circunferencia de centro G que pasa por los puntos A, B, D, cy la circunferencia de centro
H que pasa por los puntos A, C, E, y ¢y la circunferencia de centro I que pasa por los puntos B, C, F'.
Como ZA # 120°, ¢ y cy se cortan en otro punto O aparte de A. Veamos que ¢; también pasa por O.

Cu

Tenemos varios casos:

e O # By O # (: El cuadrilatero ADBQO esta inscrito en una circunferencia, por lo que sus
angulos opuestos han de sumar 180°. En particular, ZAOB = 180° — ZBDA = 180° — 60° = 120°.
Similarmente, el cuadrilatero AOCFE esta inscrito en una circunferencia, por lo que ZCOA = 180° —
ZAEC = 180° — 60° = 120°.

Como ZCOA + ZBOC + ZAOB = 360°, tenemos que ZBOC = 120°. En particular, O también
esta en la circunferencia c;.

e B # O = C(C: ¢; también pasa por O. La interseccién de ¢y y ¢g son dos puntos, B y O.

e (' # O = B: cy también pasa por B. El cuadrilatero ABC'E estd inscrito en una circunferencia,
por lo que ZB en el triangulo ABC' tiene que tener 120°, y ya hemos asumido que no estabamos en
este caso. Por tanto, esto es imposible

En cualquiera de los dos casos posibles (los dos primeros), la interseccién de las tres circunferencias
cg ¢y 'y ¢r es un tnico punto, O que es distinto de A y de B.



Como A y O son los puntos de interseccién de las circunferencias cg y cg, tenemos que GH es
perpendicular a AQ. Similarmente, como B y O son los puntos de interseccion de las circunferencias cg y
cr, tenemos que G es perpendicular a BO. Como AO y BO forman un dngulo de 120°, GH y G forman
un angulo de 60°/120°.

Para ver que GHI es un tridngulo equilatero, nos falta ver que HI y GH forman un angulo de
60°/120° también, porque la tinica manera en que la suma de tres d&ngulos que toman valores o 60° o 120°
sea 180° es si los tres miden 60°.

Analizamos cada caso de los dos anteriores que eran posibles por separado:

e Caso O # C: Como C' y O son los puntos de interseccion de las circunferencias cy y ¢7, tenemos
que HI es perpendicular a CO. Como AO y CO forman un angulo de 120°, GH y HI forman un
angulo de 60°/120°.

e Caso O = (: Argumentando como en el tercer caso de los distinguidos anteriormente, podemos ver
que ZC' en el triangulo ABC' tiene que tener 120°. En ese caso, la bisectriz de ZC' es perpendicular
a I H. La bisectriz de ZC' forma un angulo de 60° con OA, por lo que IH y GH forman un éngulo
de 60°/120°.

[]

Problema 31. Supongamos que un punto C' esta en un segmento AB. Construyamos en una direccion
tres semicirculos sobre los didmetros AB, BC'y AC (esto es un arbelos). El perpendicular M C' al segmento
AB divide el arbelos en dos partes. Demuestra que los radios de las circunferencias inscritas en estas partes
del arbelos son iguales entre si.

Solucion. Denotemos |AC| = 2a y |BC| = 2b. Ahora consideramos una inversiéon con respecto a la
circunferencia w con centro en el punto B y radio |BM].




Bajo esta inversion, la circunferencia o con didmetro AB se transforma en la recta C'M, y la circun-
ferencia 8 con diametro BC' se transforma en una recta paralela a C'M que pasa por el punto A. De esta
manera, la circunferencia inscrita con radio r, tangente a las circunferencias « y (3, se transforma en una
circunferencia tangente a sus imagenes, es decir, dos rectas paralelas. El radio de esta nueva circunferencia
es igual a a (el radio de la circunferencia con diametro AC).

Ahora consideramos una homotecia con centro en B, en la cual la circunferencia de radio r se trans-

forma en una circunferencia de radio a, y el punto C' se transforma en el punto A. Entonces obtendremos

r _ |BC| _ 2 — ab
¢ = [BA] = 3aip Y PO lo tanto r = 2%%.

La simetria de la féormula obtenida en relacién con a y b implica la afirmacion del problema.
O

Problema 32. Dadas las circunferencias «, § y v con didmetros AB, BC'y AC respectivamente, que
forman un arbelos, d; es la circunferencia inscrita en el arbelos, la circunferencia d, toca las circunferencias
a, By &1, la circunferencia d3 toca las circunferencias «, 5y do, ..., la circunferencia 6,1 toca las
circunferencias «, 8y 0.

Sea R, el radio de la circunferencia ¢,,, d, la distancia desde el centro de la circunferencia ¢,, hasta la

recta AB. Demuestra que entonces 4 = 2, % =4, % =6, ..., g—" = 2n, es decir, la distancia desde el

Ry
centro de la n-ésima circunferencia hasta el didmetro del arbelos es 2n veces su radio.

Solucion. Realizaremos una inversion con respecto a alguna circunferencia con centro en el punto B. En
la figura esta circunferencia pasa por el punto A.

Bajo esta inversién, las circunferencias a y 3 se transforman en dos rectas paralelas, y la cadena de cir-
cunferencias 91, 0, 03, .. .se transforma en una cadena de circunferencias iguales wy, ws, ws, .. .encerradas
entre las rectas paralelas. Los centros de las circunferencias w,, y d,, yacen en una linea recta con el punto
B. Para la circunferencia w,, la afirmacién del problema se cumple de manera obvia. Pero la circunferencia
0, se transforma en la circunferencia w,, bajo la homotecia con centro en B, de donde se sigue la afirmacién
del problema.

m
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Problema 33.

En una cuadricula han dibujado el siguiente tridngulo: —
Sabiendo que el angulo ZACB = 45°, encuentra los otros dos
angulos.

Solucion.
Pista: Traza una circunferencia sobre el tridangulo

ABC.

Coloquemos el punto O como en el dibujo y tracemos

una circunferencia de radio 2.

Como OA = OB = 2, ambos puntos estan en la cir- 0
cunferencia. El angulo ZAOB = 90° = 2 - ZACB,
es decir, el angulo central es el doble del angulo —
ZACB, por eso es inscrito y el punto C' esta en la R
circunferencia. Esto significa que OB = OC'. Por

otro lado, C' esta en la mediatriz del segmento OB %
y OC = BC. Entonces AOBC es equildtero, y
/B =454 60° = 105°, LA = 30°. B

]

Problema 34. Demuestra que si en la inversién respecto a una circunferencia con centro O, la circun-
ferencia S se transforma en la circunferencia S’, entonces O es uno de los centros de homotecia de las
circunferencias S y S'.

Solucion. Supongamos que en la inversion respecto a la circunferencia w con centro O, el punto A que
yace sobre la circunferencia S se transforma en el punto A’ sobre la circunferencia S’ con centro (). Sean
MN el didmetro de la circunferencia S que yace sobre la recta OQ, y M’ y N’ las imagenes de los puntos
M y N, respectivamente. Sea K el punto de interseccion de la linea OA con la circunferencia S’, distinto
de A’

Por semejanza de los tridngulos OAN y ON’A’, tenemos que

/OKM' =180° — ZAN'M = Z/ON'A' = ZOAN.

Por lo tanto, M'K || NA. En consecuencia, el punto O es el centro de homotecia que transforma la
circunferencia S en la circunferencia 5’

]

Problema 35. Con una regla y un compads, construye una circunferencia que sea tangente a tres circun-
ferencias dadas que pasan por un mismo punto.

Solucion. Sean las circunferencias Sy, Sy vy S3, que pasan por el punto O y se intersectan en pares en los
puntos A, By C, distintos de O. Supongamos que se ha construido una circunferencia S que es tangente
a cada una de estas tres circunferencias.

Consideremos una inversién con respecto a una circunferencia arbitraria con centro en O. Bajo esta
inversién, las circunferencias Si, Ss y S3, que pasan por el centro de inversion O, se transformaran en
rectas S7, S5 y S% que se intersectan en pares. Los puntos A, B y C se transformaran en los puntos de
interseccién A’, B’ y C’ de estas rectas. La circunferencia S, que no pasa por el centro de inversion, se
transformara en una circunferencia S” que es tangente a las rectas A'B’, A'C" y B'C".

Esto lleva al siguiente método de construccion. Construimos las imagenes A’, B’ y C' de los puntos A,
B y C bajo la inversién respecto a una circunferencia con centro O. Luego, construimos las circunferencias



que son tangentes a las rectas A'B’, A'C" y B'C’, es decir, la circunferencia inscrita y las tres circunferencias
exinscritas del triangulo A’B'C".
Si aplicamos de nuevo la inversién, cada una de las circunferencias construidas se transformara en
)

una circunferencia que es tangente a las circunferencias dadas Si, S5 y 5.
O
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Problema 36.

D
En la hipotenusa de un tridngulo rectangulo ABC, ZA = 90° se C
construye el cuadrado BCDE. Sea O el centro de este cuadrado,
halla 2 BAO. E
A B

Solucion. Solucién 1. En el cuadrilatero ABOC los angulos opuestos ZBAC + ZBOC = 180°, por eso

es inscrito y los angulos que se apoyan en el arco OB son iguales, por lo que ZOAB = Z0OCB = 45°.
Solucion 2.

H 2D G
Dibujemos triangulos iguales al AABC en todos los lados del O
cuadrado de modo que se forme un cuadrado grande. OA sera la 0 ' E
mitad de su diagonal.
A B F
m
Problema 37. 5
Dado el angulo A y la circunferencia inscrita que toca los lados en los P
puntos P, (), demuestra que podemos trazar una unica tangente BC' de R
modo que el area amarilla sea el resto entre la azul y la rosa, es decir,
Areaspg = Areacgr — Areappr
A - C
Q
Solucion. 5
La posicién de la recta tangente BC' depende tinicamente de la posicién del b
punto R, que puede variar entre @', el punto opuesto a ) y P’.el opuesto R
a P. Definamos la funcién
f(R) = Areacgr — Areappr A . c

Claramente, si /B = ZC, f(R) = 0. Por otro lado, cuando R tiene al punto gpuesto a @, la
funcion tiende a infinito. Es evidente también que f es estrictamente mondétona, porque al mover el punto
R en direccién a @' el nuevo tridngulo curvilineo B'PR’ esta contenido en BPR por tanto su drea es
estrictamente menor, mientras que el drea C'QR > CQR. Como cada funcién continua estrictamente



monoétona toma cada valor una tinica vez, y su rango son todos los niimeros reales, en algin punto de su

recorrido serd igual al area de APQ.
O

Problema 38. Demuestra que dos circunferencias S; y Sy (o una circunferencia y una recta) que no se
intersecan pueden transformarse mediante una inversién en un par de circunferencias con el mismo centro.

Solucion. Sean Oy y Os los centros de las circunferencias no intersectantes S; y Ss, respectivamente.
Construimos en la linea 010, un punto C' desde el cual las tangentes trazadas a las circunferencias S; y
Sy son iguales.

Sea [ la longitud de estas tangentes, y O y () los puntos de interseccién de la circunferencia con centro
en C y radio [ con la linea O10,. Es claro que esta circunferencia es ortogonal a las circunferencias S y
Ss.

Consideremos la inversién respecto a una circunferencia arbitraria con centro en O. En esta inversion,
la linea O104, que pasa por el centro de la inversién, se transforma en si misma, y la circunferencia con
diametro OQ), que pasa por el centro O de la inversion, se transforma en una linea a, que no pasa por
el centro de la inversién. Las lineas O105 y a tienen un unico punto en comin @', que es la imagen del
punto () bajo la inversion.

Dado que la inversién conserva los dngulos entre circunferencias, la linea a es ortogonal a las imégenes

1y 5% de las circunferencias Sy y Ss, por lo que pasa por los centros de las circunferencias S| y S5,
situados en la linea O;0,. Ademads, como las lineas 010, y a tienen exactamente un punto en comun ',
los centros de las circunferencias 57 y 5% coinciden en este punto. Esto es lo que se queria demostrar.

[]
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Problema 39. El radio de la circunferencia circunscrita sobre los puntos medios de los lados del tridangulo
ABC esigual a 3. ZA =060°, /B = 45°. Busca el area del tridngulo ABC.

2
Solucion. Llamemos los puntos medios K, L, M. Esta claro que AABC = KLM, por lo que su area es
el cuddruple. El drea del tridngulo K LM se puede hallar con la siguiente férmula (piensa que tiene los
mismos angulos que AABC por ser semejantes):

VIVBVIEVE 343

Agryv = 2 - 3%sin45°sin 60° sin 75° = 18 - 55 0 y

Recuerda el seno de 105° se puede calcular como
sin 75° = sin 30° + 45° = sin 45° cos 30° 4+ sin 30° cos 45°

De ahi que Aapc = 9(3 + V/3)
O

Problema 40. En el tridngulo ABC' se traza la bisectriz AD. Las puntos M y N son las proyecciones
de los vértices B y C sobre AD. La circunferencia con didmetro M N corta a BC' en los puntos X e Y.
Demuestre que /ZBAX = ZCAY.

Solucion. Sean B’, C', X’ e Y’ los puntos simétricos de B, C', X, Y respecto a la bisectriz M N. Entonces,
el cuadrilatero BB'C'C”" es un trapecio isésceles, cuyas diagonales se intersectan en el punto L, el cual es el
inverso de A respecto a la circunferencia con didmetro M N. En este mismo punto L también se intersecan
las diagonales del trapecio isésceles X X'YY’, inscrito en esta circunferencia. Por lo tanto, por ser A el
inverso de L respecto a la circunferencia con didametro M N, XY’y X'Y se intersecan en A. Esto implica
el resultado.



]

Problema 41. Sea ABC DFE un pentagono cuyos vértices estan en una circunferencia. Ademas, sabemos
que |AB| = |BC| y que |CD| = |DEFE|. Llamamos P al punto de interseccion de las diagonales AD y BE,
() al punto de interseccion de las diagonales AC'y BD, y R al punto de interseccién de las diagonales BD
y CE.

a)
b)

c)
d)

Demuestra que APB = A/Q\B .

Usa la parte anterior para demostrar que el cuadrilatero ABQP es
ciclico, es decir, que existe una circunferencia que contiene a sus

cuatro vértices. '

Demuestra que el cuadrilatero EDRP también es ciclico.

Usa las partes b) y ¢) para demostrar que el tridngulo PQR es
isosceles.

Solucion.  a) Mirando el tridngulos AEP, y teniendo en cuenta que APB + @ = 180°, tenemos que

APB = DAE + AEB.
Mirando el tridngulos BQC', y teniendo en cuenta que @ + 562\3 = 180°, tenemos que
AQB = CBD + ACB.

Los angulos interiores CBD y DAE son iguales, ya que ambos abarcan un arco de circunferencia de
igual longitud (ED y DC respectivamente). Similarmente, los dngulos interiores AEB y AC'B son

iguales, ya que ambos abarcan el mismo arco de circunferencia (BA). Por tanto, APB = AQB.

Sea S la circunferencia que pasa por A, B,y @, y sea P’ la interseccién de la recta BE con S que
no es B. El objetivo es ver que P’ = P. Tenemos que AP'B = AQ B, porque ambos son angulos

inscritos que abarcan el mismo dngulo. Usando la parte a) obtenemos que AP'B = APB, y esto
solo es posible si P = P'.

Hay que empezar demostrando que EPD = ERD (andlogo a la parte a)): Mirando el tridngulos
AFEP, y teniendo en cuenta que EPD + EPA = 180°, tenemos que

EPD = DAE + AEB.
Mirando el triangulos CRD, y teniendo en cuenta que ERD + CRD = 180°, tenemos que
ERD = ECD + BDC.

Los angulos interiores AEB y BDC son iguales, ya que ambos abarcan un arco de circunferencia de
igual longitud (BA y CB respectivamente). Similarmente, los dngulos interiores DAE y ECD son
iguales, ya que ambos abarcan el mismo arco de circunferencia (ED). Por tanto, EPD = ERD.

Ahora, el mismo argumento usado en la parte b) sirve para demostrar que EDRP es ciclico.



d) Basta ver que DRP = fQ\B Como EDRP es ciclico, DRP = 180° — PED = 180° — BED. Como
APQB es ciclico, PQB = 180° — BAP = 180° — BAD. Finalmente, BED = BAD porque ambos
son angulos inscritos que abarcan el mismo arco.

]



