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Teorema 1. Sea o un dngulo inscrito en una circunferen- a
cia y sea 0 su dngulo central correspondiente (el que abarca A

g ] g 0 [
el mismo arco de circunferencia). Entonces a = 3. A
O

#

Problema 1. Prueba el teorema.

Inversion

Consideremos en el plano una circunferencia w con centro en O y radio r, y un punto arbitrario A; distinto
del punto O. Se dice que el punto A, es simétrico al punto A; con respecto al circulo w con centro en O
y radio r, si el punto Ay estd en el rayo OA; y |OA;] - |OAy| =2

De la definicién se deducen directamente las siguientes afirmaciones.

a) Para cada punto del plano, excepto el centro O, existe un tinico punto simétrico respecto al circulo
w.

b) Para el centro O no existe ningin punto simétrico.

c¢) Si el punto Ay es simétrico al punto A; con respecto a la circunferencia w, entonces el punto A;
también es simétrico al punto A, con respecto al circulo w.

d) Cada punto que se encuentra en el circulo w es simétrico consigo mismo.



e) Si Ay y Ay son puntos simétricos distintos, entonces uno de ellos esté dentro del circulo w, mientras
que el otro esta fuera.

Ahora podemos considerar una transformacion del plano en si mismo que lleva cualquier punto,
excepto el centro O, a un punto simétrico a él respecto al circulo w. Esta transformacién se llama
inversion del plano con respecto al circulo w. Por ahora, dejaremos la pregunta sobre el destino del
centro del circulo O abierta. Estudiaremos el plano con un punto excluido: la perforacién en O. En este
“plano perforado”, la inversion esta completamente y univocamente definida para todos los puntos.

La inversiéon se puede visualizar como el resultado de “darle la vuelta” al plano a través del circulo w.
Todos los puntos del circulo de inversiéon permanecen en su lugar, todos los puntos que estaban dentro del
circulo w ahora estan fuera, y todos los puntos que estaban fuera del circulo, ahora estan dentro. Estos
dos retratos de Hypatia estan invertidos respecto de la circunferencia.

Ejemplo resuelto. Consideremos en el plano el punto A; que tiene coordenadas (z1,y;) y el circulo
w : 22 +y? = r% Encuentra las coordenadas (z2,y2) del punto As, que es simétrico al punto A; con
respecto al circulo w.

Solucion. Las coordenadas (x2, 1) satisfacen dos ecuaciones
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Pongamos a = . Entonces, o*(z5 + y7)* = r* y por eso a = Pl Por lo tanto concluimos que
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Esta formula tiene la siguiente interpretacién geométrica en el plano complejo: si r = 1, entonces la
inversién del punto z # 0 con respecto a la circunferencia unidad es %

Problema 2. Supongamos que el punto A esta fuera de la circunferencia w con centro en O, AM y AN
son tangentes la circunferencia w, las lineas OA y M N se cruzan en el punto B. Entonces, los puntos A
y B son simétricos con respecto a la circunferencia w.




Teorema 2. Supongamos que A1, Ay y Bi, By son pares de puntos diferentes, simétricos respecto a la
circunferencia w con centro en O. Entonces, ZOA1B; = ZOBsAs.

Demostracion. Sea r el radio de la circunferencia w. Por la definicién de puntos simétricos, |OA;|-|OAy| =
r? = |OBy| - |OBy|, por lo tanto,

|OA;| _ |0 By
|OB1|  |OAs|
Por la proporcionalidad de los lados, se sigue la semejanza de los triangulos AOA; By y AOAsBy por

dos lados y el angulo entre ellos. De la semejanza de los tridngulos se deduce la igualdad de los angulos:
ZOAlBl - ZOBQAQ D

La igualdad de estos angulos también significa que el cuadrilatero A; A, Bs By es inscrito, es decir, todas
las cuatro puntos yacen en una misma circunferencia. Este hecho serd 1til mas adelante para demostrar
propiedades importantes de la inversion.

Problema 3. Decimos que un cuadrilatero es ciclico si existe una circunferencia S que contiene a los
cuatro vértices del cuadrilatero.

a) Demuestra que si el cuadrildtero ABCD es ciclico, entonces ABC —i—C/D\A = 180° y @jt BCD =
180°.

b) Demuestra que si ABC + CDA = 180° y DAB + BCD = 180°, entonces el cuadrilatero ABC'D es
ciclico.

Problema 4. La recta que no pasa por el centro de la inversion se transforma en una circunferencia que
pasa por el centro de la inversion.

Es especialmente facil construir la imagen de una recta que intersecta la circunferencia de inversion.
Dado que los puntos de la circunferencia de inversiéon permanecen fijos, es suficiente trazar una circunfer-
encia que pase por el centro de la inversién y dos puntos de interseccion de la circunferencia de inversion
y la recta original.

El ejercicio anterior se puede formular de otra manera: una circunferencia que pasa por el centro de
inversion se transforma en una recta que no pasa por el centro de inversion. Ahora parece natural aplicar
la inversion a cualquier circunferencia.

Problema 5. La circunferencia que no pasa por el centro de la inversién se transforma en una circunfer-
encia que tampoco pasa por el centro de la inversion.

Problema 6. Demuestra que la inversion conserva el angulo entre circunferencias (entre una circunferencia
y una recta, y entre rectas).

Problema 7. Demuestra que la inversion se puede calcular asi: Tenemos un punto A y una circunferencia
S. Consideramos la esfera que tiene a & como ecuador, y llamamos N al punto de la esfera mas alejado
del plano. Unimos A con NNV, e intersecamos esta recta para encontrar un punto B en la esfera. Dibujamos
C, el simétrico de B respecto del plano. Entonces, unimos N con C e intersecamos esta recta con el plano
para encontrar D, que es el punto simétrico de A respecto de S.
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Problemas

Problema 8.

Sabiendo cuanto miden los arcos AAD = 64°,BAC = 146°, halla el B
angulo ZAEB.

C

Problema 9. Los puntos A, B,C, D estan colocados en este orden en una circunferencia. Llamemos

K, L, M, N los puntos medios de los arcos AAB , BAC, C’AD, DAA. Demuestra que las cuerdas MK, LN son
perpendiculares.

Problema 10. A través de un punto A se traza una linea [ que intersecta la circunferencia S con centro
O en los puntos M y N, y no pasa por O. Sean M’y N’ los puntos simétricos de M y N respecto a OA,
y sea A’ el punto de interseccién de las lineas M N’ y M’'N. Demuestre que A’ coincide con la imagen de
A bajo la inversion respecto a S (y, por lo tanto, no depende de la eleccién de la linea ).

Problema 11. Demuestre que los circulos tangentes (un circulo y una linea) se transforman bajo una
inversién en circulos tangentes o en un circulo y una linea, o en un par de lineas paralelas.

Problema 12. Construye, usando solo regla y compas, una circunferencia que sea tangente a dos circun-
ferencias dadas y pase por un punto dado, que estd situado fuera de estas circunferencias.

Problema 13. Lema de Arquimedes. Dos circunferencias son tangentes internamente en un punto M.
Sea AB una cuerda de la circunferencia mayor que es tangente a la circunferencia menor en el punto 7.
Demuestre que MT es la bisectriz del angulo ZAM B.

Problema 14. Supongamos que ningun conjunto de tres puntos de los cuatro puntos A, B, C, D es
colineal. Demuestra que el angulo entre las circunferencias circunscritas de los triangulos ABC' 'y ABD es
igual al angulo entre las circunferencias circunscritas de los triangulos ACD y BCD.

Problema 15.



A

a
En el triangulo AABC sabemos que ZC' = 90°, LA =
a. La bisectriz del angulo B corta AC en el punto K § M
K. BC' es el didmetro de la circunferencia que corta
la hipotenusa AB en el punto M. Busca ZAMK.

C9 B

Problema 16.

A

B
En el rombo ABC'D han marcado F, el punto medio
del lado BC. AF es perpendicular al segmento DFE.
Busca el angulo ZDF'C sabiendo que £B = 40°. I E
D
C
Problema 17.
A
En el triangulo ABC han trazado las al-
turas CH, AF que se cortan en el punto H E
E. Sabemos que el segmento BE divide
el angulo /B en ZABE = 18°, ZCBE =
26°. Busca los dangulos del tridngulo BHF'.
B C

F

Problema 18. Encuentra el conjunto de puntos de tangencia de un par de circunferencias que tocan los
lados de un angulo dado en los puntos A y B.

Problema 19. Dado el angulo ZA y un punto N traza una recta que recorta del angulo un tridngulo de
perimetro p.

Problema 20. En el tridngulo AABC traza el segmento AM que lo divide en dos triangulos de igual
perimetro.

Problema 21.

Hay una pantalla vertical de 100m de alto, pero su borde inferior
estd a 50m de altura, con lo que apenas se ve sin alejarse. ;A
qué distancia hay que alejarse para que ocupe el maximo angulo
en nuestro campo de vision?

®

Problema 22. El tridangulo ABC' tiene un angulo recto en A. Si AM es su mediana, demuestra que
|AM| = |BM| = |CM|.

Problema 23. Dos circunferencias se cortan en dos puntos A y B. AC es un diametro de la primera
circunferencia y AD es un didmetro de la segunda circunferencia. Demuestra que B, C'y D estan alineados.



Problema 24. Dado un circulo y un punto A fuera de él trazamos dos tangente AB y AC' al circulo (B
y C son puntos tangentes). Demuestra que el centro de la circunferencia inscrita en el triangulo ABC' se
encuentra en la circunferencia dada.

Problema 25.

El punto M esta en el lado BC' del AABC'. El radio de la circunferencia
inscrita en AABM es el doble del radio de la circunferencia inscrita en el
NACM. jPuede ser mediana el segmento AM?

B M C

Problema 26. Tenemos dos puntos distintos A y C' marcados en una circunferencia, y no estan diame-
tralmente opuestos. Las rectas tangentes a las circunferencia en los puntos A y C respectivamente se
cortan en un punto P. Sea B otro punto cualquiera en la circunferencia distinto de A y de C', y sea D el
otro punto de corte de la recta PB con la circunferencia. Demuestra que

|AB| - |CD| = |BC| - |DA].

Problema 27. Tenemos un cuadrilatero convexo ABC'D en el que ningin par de lados son paralelos.
Llamamos E al punto en el que se intersecan la prolongacién de los lados AD y BC, y llamamos F' al
punto en el que se intersecan la prolongacién de AB y DC'. Demuestra que las circunferencias circunscritas
a los triangulos ABE, ADF, DC'E, y BCF pasan por un mismo punto.

Problema 28. Supongamos que tenemos una regla sin ninguna marca de medida y no tenemos un compas
ni ninguna otra regla. Nos dan dibujados en un papel un segmento AB, su punto medio O, la circunferencia
de didametro AB y un punto P que no estd en la linea recta que pasa por A y por B ni en la circunferencia
dada. ;Como podemos dibujar una recta perpendicular a AB que pase por P?

Problema 29. Sea ABC un triangulo con éngulos /A, /By ZC, circuncentrd!] O, incentrd?] I y orto-
centrdf| H. Supongamos que ZA = 60°.

a) Demuestra que hay una circunferencia que pasa por B, H, O, [ y C.
b) Demuestra que |OI| = |HI|

Problema 30. Tenemos un triangulo ABC' en el plano. En cada uno de sus lados, dibujamos un tridangulo
equilatero en el exterior del triangulo ABC, creando los tridangulos equilateros ABD, ACE y BCF. Sean
G, H e I los centros de los triangulos equilateros ABD, ACE y BC'F respectivamente. Demuestra que el
triangulo GH I es equilatero.

Problema 31. Supongamos que un punto C estd en un segmento AB. Construyamos en una direccion
tres semicirculos sobre los didmetros AB, BC'y AC (esto es un arbelos). El perpendicular M C' al segmento
AB divide el arbelos en dos partes. Demuestra que los radios de las circunferencias inscritas en estas partes
del arbelos son iguales entre si.

'El circuncentro de un tridngulo es el centro de su circunferencia circunscrita, o equivalentemente, la interseccién de las
mediatrices de los tres lados del triangulo.

2El incentro de un tridngulo es el centro de su circunferencia inscrita, o equivalentemente, la interseccién de las bisectrices
de los tres angulos del triangulo.

3El ortocentro de un tridngulo es el punto donde se cortan las tres alturas del tridgngulo.



Problema 32. Dadas las circunferencias «, # y 7 con didmetros AB, BC' y AC respectivamente, que
forman un arbelos, d; es la circunferencia inscrita en el arbelos, la circunferencia d, toca las circunferencias
a, By 601, la circunferencia d3 toca las circunferencias o, S y 9o, ..., la circunferencia 9,1 toca las
circunferencias «, 8y 0,.

Sea R, el radio de la circunferencia ¢,,, d,, la distancia desde el centro de la circunferencia ¢,, hasta la

recta AB. Demuestra que entonces z—ll =2, % =4, é—z =6, ..., é—" = 2n, es decir, la distancia desde el
n

centro de la n-ésima circunferencia hasta el diametro del arbelos es 2n veces su radio.

Problemas para hacer en casa

22 de noviembre

Problema 33.

A
En una cuadricula han dibujado el siguiente tridngulo: \\ C
Sabiendo que el angulo ZAC'B = 45°, encuentra los otros dos
angulos.
B

Problema 34. Demuestra que si en la inversién respecto a una circunferencia con centro O, la circun-
ferencia S se transforma en la circunferencia S’, entonces O es uno de los centros de homotecia de las
circunferencias S'y 5.

Problema 35. Con una regla y un compas, construye una circunferencia que sea tangente a tres circun-
ferencias dadas que pasan por un mismo punto.

29 de noviembre

Problema 36.

D
En la hipotenusa de un tridngulo rectangulo ABC, ZA = 90° se C
construye el cuadrado BCDE. Sea O el centro de este cuadrado,
halla ZBAO. E



Problema 37.

B
Dado el angulo A y la circunferencia inscrita que toca los lados en los =
puntos P, (), demuestra que podemos trazar una unica tangente BC' de R
modo que el drea amarilla sea el resto entre la azul y la rosa, es decir,
Areaapg = Areacqor — Areappr
A * C
Q

Problema 38. Demuestra que dos circunferencias S; y Sp (0 una circunferencia y una recta) que no se
intersecan pueden transformarse mediante una inversién en un par de circunferencias con el mismo centro.

13 de diciembre

Problema 39. El radio de la circunferencia circunscrita sobre los puntos medios de los lados del tridangulo
ABC esigual a 3. ZA =60°, /B = 45°. Busca el area del tridngulo ABC.

Problema 40. En el tridngulo ABC' se traza la bisectriz AD. Las puntos M y N son las proyecciones
de los vértices B y C sobre AD. La circunferencia con didmetro M N corta a BC' en los puntos X e Y.
Demuestre que Z/BAX = ZCAY.

Problema 41. Sea ABC DFE un pentagono cuyos vértices estan en una circunferencia. Ademas, sabemos
que |AB| = |BC| y que |CD| = |DE|. Llamamos P al punto de interseccion de las diagonales AD y BE,
() al punto de interseccion de las diagonales AC'y BD, y R al punto de interseccién de las diagonales BD
y CE.

a) Demuestra que APB = A/Q\B . ¢
b) Usa la parte anterior para demostrar que el cuadrildtero ABQP es B ‘

ciclico, es decir, que existe una circunferencia que contiene a sus

cuatro vértices. \ D
¢) Demuestra que el cuadrilitero EDRP también es ciclico. l ‘ /
‘E

d) Usa las partes b) y c) para demostrar que el tridngulo PQR es
isosceles. A



