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Fechas: 15, 22 y 29 de noviembre, 13 de diciembre de 2024
Geometria: Areas
Grupo: Marte y Neptuno (Soluciones)

Demostrando teoremas conocidos

Empezamos recordando algunos teoremas importantes que has visto en clase y seguramente hayas usado
muchas veces, pero que quizas ain no sabes por qué son verdad.

Teorema 1 (Suma de los dngulos de un tridngulo). Los tres dngulos de cualquier tridngulo suman 180°.

Demostramos este teorema en el siguiente ejemplo resuelto. Asegurate de entender su demostracion.
Ejemplo resuelto. Demuestra el teorema anterior.

Solucion. Sea ABC un triangulo. Tracemos una recta paralela a la recta AC' que pasa por el punto B.
Sean D y E dos puntos en en recta a ambos lados de B.
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Como las rectas AC' y DFE son paralelas, tenemos que /BAC = ZABD y ZACB = ZCBE. Por lo
tanto
/BAC + Z/ABC + LACB = ZABD + ZABC + ZCBFE = 180°,

donde la ultima igualdad es cierta porque D, B y E estan alineados. O

Ahora, vamos a hablar de areas. El area mas facil de calcular es el de un rectangulo de lados enteros.
Por ejemplo, si tenemos un rectdngulo cuyos lados miden 2 cm y 3 cm respectivamente, su area sera
2.3 =6 cm?, ya que podemos dividirlo en 6 cuadraditos de 1 cm? de esta manera.
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Argumentando de la misma manera, podemos ver que si los lados de un rectangulo miden n y m,
donde n y m son nimeros enteros positivos, entonces su area es n - m. Esta formula es cierta para todos
los rectangulos, aunque sus lados no sean nimeros enteros, es decir:

El area de un rectangulo de lados a y b es a - b.

Esta formula la conoces de verla en clase. Nosotros vamos a usarla para demostrar otras formulas que
ya conoces.

Teorema 2. FEl drea de un tridngulo es %, donde b es la longitud de uno de sus lados (base) y h es la
longitud de la altura que sale del vértice opuesto.

Problema 1. Demuestra el teorema anterior a partir de la formula del area de un rectdangulo. Para ello,
tendras que considerar dos casos distintos.

e La altura es uno de los lados del tridngulo (en particular, el tridngulo es rectangulo).
e La altura estd dentro del triangulo.

e La altura esta fuera del triangulo.

b

Solucion. En los dos primeros casos , dibujamos un rectangulo trazando lineas perpendiculares a b por los
vértices del lado b, y una paralela a b que pasa por el vértice opuesto al lado b. El area de este rectangulo
es b- h, y el dibujo muestra que es el doble del area del triangulo correspondiente.

b b

Si la altura estd fuera del triangulo, el area del triangulo es la resta del area de los dos tridngulos rectangulos
de la figura:




Uno de estos triangulos tiene base b+ b’ y altura h, y otro tiene base b’ y altura h. Asi, por el primer caso,

el area es
(b+0)-h b’-h_b-h+b’-h

_V-ho bh
2 2 2 2 2 2

Teorema 3 (Teorema de Pitdgoras). En la siguiente figura se muestra un tridngulo rectingulo, cuyos
catetos miden a y b, y cuya hipotenusa mide c.

a
Las longitudes de los catetos y la hipotenusa se relacionan de esta manera:

a’ + b =2

Demostramos el Teorema de Pitégorasﬂ en el siguiente ejercicio.

Problema 2. Consideramos un triangulo rectangulo cuyos catetos miden a y b, y cuya hipotenusa mide ¢

como el de la figura anterior. En las siguientes figuras se muestra un cuadrado de lado a + b, pero dividido
de distintas maneras:
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Responde a las siguientes preguntas:

a) (Por qué la figura blanca dentro del primer cuadrado de lado a + b es un cuadrado?

b) Demuestra que las dreas de la parte blanca de los dos cuadrados miden lo mismo. Deduce que el
Teorema de Pitagoras es cierto.

Solucion.  a) El dngulo entre dos segmentos con la etiqueta ¢ mide (en grados) 180 menos la suma del
valor de los dos dngulos agudos del tridangulo rectangulo de lados a, b y ¢. Como la suma de los
angulos de un triangulo es 180°, el angulo entre dos segmentos con la etiqueta c es el valor del angulo
restante del triangulo rectangulo, es decir, el valor del angulo recto, que es 90°. Por tanto, la figura

blanca es un poligono con cuatro lados iguales y cuatro dngulos iguales (todos rectos), es decir, es
un cuadrado.

IEste teorema ya era conocido en la India y en Egipto aproximadamente 1000 afios antes de que naciera Pitdgoras




b) El 4rea blanca en ambas figuras es el drea del cuadrado grande ((a + b)?) menos el drea de los cuatro
tridngulos rectangulos del dibujo (4 - %’ = 2ab), en particular, son iguales. El drea blanca en la
primera figura es c?. El drea blanca en la segunda figura es a® 4 b2. Por tanto, a® 4 b> = ¢2, es decir,
el Teorema de Pitagoras es cierto.

O

La regla de tres
Vamos a ver un teorema sencillo pero muy util.
Teorema 4. El producto de las dreas azules es igual al producto de las blancas.

a

b

& d

Problema 3. Demuestra el teorema anterior.
Solucion. El producto de las areas blancas es ac x bd = abcd, el de las azules es be x ad = abed. O

El teorema anterior nos permite aplicar la regla de tres: sabiendo 3 de las 4 areas siempre podremos
calcular la cuarta.

Problema 4. Halla el area de la habitacion mas pequena de este piso:

12m? ?m?
27 m? 18 m?
Solucién. Por el teorema anterior, tenemos 27z = 12 - 18, de ahi que z = 8 m?. ]

En algunos problemas para poder aplicar la regla de 3 tendras que partir un area en dos.

Problema 5. Halla el drea de la habitacién azul (abajo a la derecha):

94 om? 42 em?

9 ¢m?

10em?| 15em?

? em?

Solucion. Separemos la habitaciéon més grande en dos estancias:



ohem? 27 em? 15 em?
cm

9 cm?

10 em? 15 em?

El drea de las dos habitaciones azules se puede encontrar como A,..; = 15-24 : 10 = 36, ahora la azul de
arriba mide 36 — 9 = 27, por lo que la rosa mide 42 — 27 = 15. Ahora volvamos a aplicar la regla de tres
para hallar el drea de la habitacién de la esquina inferior derecha: A.squing = 15-(9+15) : 27 =40/3. O

Partiendo areas

Definicién. Una ceviana en un tridangulo es un segmento que une un vértice con el lado opuesto o su
continuacion.

La medianaf] la bisectiz y la altura son casos particulares de cevianas.
Cada ceviana interior divide el tridangulo en dos mas pequenos que comparten altura. De ahi podemos
sacar un sencillo teorema que nos resultara muy util:

Teorema 5. La ceviana interior divide el triangulo en dos cuyas dreas A, y Ay, son proporcionales a sus
bases a y b:

A, a
Ay, b

Problema 6. Demuestra el teorema anterior.

2segmento que une un vértice con el punto medio del lado opuesto



Solucion. Llamamos h a la altura de ambos triangulos. Entonces,

h
A, % a
A, m T

]

Otro resultado interesante surge si unimos cualquier punto de la ceviana con otros dos vértices del
triangulo:

Teorema 6 (del avioncito de papel). Las dreas de arriba son proporcionales a las dreas de abajo:

Ay A
Az Ay
Asf Ay

Existe un resultado similar y muy util aplicable a cualquier cuadrilatero:

Teorema 7 (de la cometa). En el cuadrildtero se trazan las diagonales. El producto de las dreas azules
es iqual al producto de las blancas.

Problema 7. Demuestra los teoremas del avioncito de papel (Teorema[]) y de la cometa (Teorema [7)) a
partir del Teorema

Solucidn. Empezamos demostrando el Teorema [6] Llamamos b a la longitud de la parte de la ceviana que
separa A3 y A4, v a a la longitud de la parte de la ceviana que separa A; de As. Aplicando el Teorema
a los triangulos que se forman a ambos lados de la ceviana, obtenemos que

A1 a A2

Ay b A
y esto concluye la demostracién del Teorema [6]
Ahora, demostramos el Teorema [7] Llamamos A; al drea blanca de la izquierda, A, al drea azul de
arriba, Ay al drea blanca de la derecha, y A3 al drea azul de abajo. Aplicando el Teorema [ a los tridngulos
que se forman como unién de A; y Ay, y como unién de Az y A4, obtenemos que

Al CL_Ag

A b AL



y multiplicando la ecuacién por A; A4 obtenemos que
A1Ay = AgAs,
es decir, el producto de las areas blancas es igual al producto de las areas azules. O

Problema 8. Las diagonales del cuadrilatero convexo ABC'D se cortan en el punto P.

B
C

A D

Se conocen las areas de tres triangulos: A pp = 12, Agcp = 9, Acpp = 8. Busca el area del AADP.

Solucion. Por el lema de la cometa Aaspp - Apcp = Aapp - Acpp. Sustituyendo las cantidades que
conocemos, 9A,pp = 12 - 8, por lo que Aspp = % O

Areas usando semejanza

Definicién. Decimos que dos triangulos son semejantes si tienen la misma forma pero no necesariamente
el mismo tamano. Es decir, dos triangulos son semejantes si existe una forma de etiquetar sus vértices
como ABC y A’B'C’ de manera que ZABC = Z/A'B'C', /CAB = /C'AB" y /BCA=/BC'A,

como se muestra en el siguiente dibujo:

El motivo por el que la semejanza de tridngulos nos va a ser ttil a la hora de calcular areas es porque
nos da una relacién entre las longitudes de los lados correspondientes de triangulos semejantes, como
mostramos en el siguiente recuadro:

Si dos tridngulos ABC' y A’B’C’ son semejantes, entonces

|AB|  |BC|  |CA]
|A’B" - ‘B/C" - ’C'A”




Por ejemplo, si en el dibujo anterior, ' = |B’C’| es el doble de grande que a = |BC|, eso significara

|[BC| 1 . . |[AB] 1 . /
que (e = 5- Por tanto, el recuadro anterior nos dice que B = 2 (es decir, que ¢’ es el doble de grande
[CAl 1

que ¢) y que oA =3 (es decir, que ' es el doble de grande que b).

Usando el recuadro anterior (y tu imaginacién para saber cémo aplicarlo), resuelve el siguiente prob-
lema.

Problema 9. En el lado AC del tridngulo ABC' se elige el punto E tal que AEL — 9 Se sabe que el area

EC]
del tridngulo CBD es Acpp = 12. Halla el area Aggp del triangulo EBD.

C
E

A D B

Pista: traza perpendiculares al lado AB desde E'y C, y compara los dos tridngulos rectangulos que te
quedan dibujados.

Solucion. Ambos tridngulos comparten la base. Los tridngulos rectangulos de base en el lado AB e

i i ; IEC] _ 1 |AC| _ |AE|+|EC| _
hipotenusas AE y AC respectivamente son semejantes. Como AE = 2 tenemos que AB = [AB]

1+ % = % Sea h la altura del tridngulo EBD con base BD, y sea h’ la altura del tridngulo C'BD con
base BD. La relacion de semejanza de los triangulos rectangulos anteriores nos dice que

lAC| 3
AE|  h 2
y en particular h = %h/ Por tanto,
h-|BD| 2k -|BD| 2 2
A = = - =-A =-.12=8.
EBD 5 3 9 3/loBp = 5

Problemas

Problema 10. Busca el drea de esta figura:

donde cada lado de los cuadraditos de la cuadricula mide 1 cm.

Solucion. Dividamos la figura en dos:




Ahora ambos tridngulos tienen la base 2 y las alturas, 1 y 3 correspondientemente.

1-2  3-2
Atotal:_ e =

2 2

2

Problema 11. Halla el area del siguiente tridangulo,

donde cada lado de los cuadraditos de la cuadricula mide 1 cm.

Solucion. Claramente, podriamos intentar calcular la base aplicando el Teorema de Pitdgoras, pero jcémo
podemos hallar la altura?
En vez de recurrir a las férmulas, inscribiremos el triangulo en un rectangulo, como en el dibujo
siguiente:
||

El 4rea del rectangulo es 12 cm?, y calcular el drea de los tridngulos rectdngulos amarillos es muy sencillo:
es igual al producto de los catetos (lados pequenos) entre dos. Por tanto, nuestra drea mide

1-4 1-3 2-3
+—+

A:12—(2 5 2):5,5cm2

]

Problema 12. Martin Ondrian ha dibujado un cuadro abstracto hecho de rectangulos en un lienzo
cuadrado:

Los nimeros que aparecen son las areas de los rectangulos en las que se encuentran. Sabiendo que el
rectdngulo rojo (el de drea 49) y el azul (el de drea 4) son cuadrados, busca la suma de las dreas grises.

Solucion. Como el lado azul es igual a 2, el lado largo del rectangulo negro vertical es igual a 4. Como
las 4reas blanca-negra-azul suman 36 y su lado vertical es 6, se trata de un cuadrado de lado horizontal 6
también. Entonces el lado horizontal del lienzo es v/49 + 6 = 13, pero como es cuadrado, lo es también su
lado vertical. Entonces la suma de las alturas de los rectangulos grises es 13 — 6 = 7, su ancho es 6 y su
area, por tanto, 42.

m



Problema 13. Demuestra que el area de un paralelogramo de altura a y base b es ab

Solucion. Cortemos del paralelogramo un tridngulo rectangulo por la izquierda y anadamoslo por la
derecha:

«~

El resultado es un rectangulo de tamano ab
m

Problema 14. El area del triangulo grande es 90. |AD| = |DB|, 2|AE| = |EC| Busca el area sombreada.

)
>
=

B C

Solucion. Tracemos DC'. Ahora Agpc = Aapc, 3Aape = Aapc. Respuesta: Aaprp = (90:2):3 =15

)
>
&3]

Problema 15. AH,CF son alturas del triangulo ABC. |AH| =9, |CF| =38,|BC| = 24. Halla |AB].

\'—q\
s >

B C

Solucion. Lo interesante de este problema es que, aunque a primera vista no tiene nada que ver con las
areas, se resuelve recurriendo a ellas.
El area de ABC se puede expresar de dos maneras distintas:

BC x AH _ABx CF
2 N 2

Como BC x AH = AB x CF, AB = 27. O]

Aapc =

Problema 16. En el trapecio ABCD, |AE| = |ED|, |CF| = |FD|. Demuestra que Aapo = Aorpe.
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Solucion. Demostraremos primero que Aspr = Aarp. Efectivamente, Aapr = AEQXh, donde h es la altura

del trapecio. A pp = AAQCD = 2A52Xh porque AF' es la mediana del AACD. Ahora las areas sombreadas
son iguales porque

Aapo = Aape — Asore = Aarp — Aaor = Aorpe
L]

Problema 17. En el trapecio ABCD, |CF| = |FD|ylado |AD| = 8. Ademés, Aarp =20y Aapcr = 50
. Cuédnto mide el lado BC?

0

D

X

Solucion. Tracemos la diagonal AC, como AF es la mediana del AACD, dividira el cuadrilatero ABC'F
en tridangulos de areas 30 y 20:

0

=
!I |
)
Q

D

Comparemos ahora los triangulos ABC, AC'D. Como comparten altura, sus areas se relacionan como las
bases del trapecio: Aapc : Aacp = 30:40 = |BC| : |AD|. Asi que |BC| = 6.

m

Problema 18. Demuestra el siguiente resultado:

Teorema 8 (de la mariposa). En un trapecio se trazan las diagonales. Los tridngulos laterales que se
forman (sombreados en el dibujo) tienen la misma drea.

>

Solucion. Considera los tridngulos ABD y AC'D. Comparten base y altura, por tanto, tienen la misma
area.

>



Por otro lado, cada uno de estos triangulos esta compuesto por el triangulo AO D més un ala de la mariposa:
Aapo = Aapp — Asop = Aacp — Aaop = Acop
]

Problema 19. Sean K, L, M, N centros de los lados AB, BC,CD, DA del cuadrilatero convexo ABCD;
y sea O el punto de interseccion de KM y LN.

B

A N D
Demuestra que la suma de areas sombreadas es igual a la de las blancas:

Aakon + Acrom = Aror + Apnowm

Solucion. Pistas: Traza los segmentos AO,OB,OC,OD y considera los 4 triangulos grandes que se han
formado

Como N y K son los puntos medios de AD y AB respectivamente, tenemos que Aixon = Aako +
AAON = (AAOB + AAOD)/Q- Anélogamente, ACLOM = (ABCO + ACOD)/2~ Por GS)CO7 AAKON + ACLOM =

Aupcep/2.
Il

Problema 20. En el tridngulo ABC' se han trazado las alturas BH, CF. El éarea del triangulo AF H es
18. Sabemos que |AF| =8 y que |F'C| = 6. Halla el area del tridngulo ABC'

B

A TR

Solucion. Por el teorema de Pitagoras aplicado al triangulo rectangulo AF'C', obtenemos que

|AC| = \/|AF|2 + |FC|? = 10.
Sea h el valor de la altura del triangulo AHF' que sale del vértice F'. Tenemos que

h-|AH
Aprn = 18 = #;
2
por lo que h = ‘j’—?{.
Ahora, calculamos el area del triangulo AFC de dos maneras, una considerando como base AF, y

otra considerando como base AC.
|AC| - h __10-h

:|AF|'|FC|:8-6:24: _ _ 5h,

A
AFC 2 9 2 9




por lo que h = %. Igualando los dos valores de h obtenidos, sacamos que % = 2—;, por lo que

1
AH| = 2
>

Los triangulos AHB y AFC son semejantes (con ese orden de los vértices): La semejanza se debe a que
el ZA es comun, y otra pareja de angulos son rectos por ser C'F, BH alturas. Por tanto,

|AH| |HB|
|AF| — |FC|’

y sustituyendo los valores que conocemos de |AF|, |FC|y |AH| en la ecuacién anterior, obtenemos que

315 45

\HB| =22 =",
4 2 8

Finalmente,
|AC|-|HB| 10-% 225

A s — -
ABC 9 9

]

Problema 21. En el tridngulo ABC, M es el punto medio del lado AB y los puntos K, N dividen el lado
BC' en 3 partes iguales. La mediana C'M corta la ceviana AK en el punto O. Sabiendo que Axapc = 40
busca el drea sombreada Aas0c.-

Pista: Dibuja el segmento BO y usa los Teoremas [f y [6] para establecer relaciones entre los distintos
tridngulos que aparecen dentro del triangulo inicial.

Solucion. Vamos a trazar el segmento BO. Tenemos que Axano = Aapao porque son dos triangulos con
base de la misma longitud, y la misma altura. Usando eso, vemos que las areas rosa y amarilla son iguales
por el Teorema del avioncito de papel (Teorema @ Usando el Teorema [5 aplicado al triangulo COB y la
ceviana OK, obtenemos que AACOK = 2AABOK7 y por tanto AACOK = %AABOC = %AAAOC~ Fijéndonos
en la ceviana AK vemos que Apack = %AA apc. Por otro lado, esta area es la suma de la amarilla y dos
tercios de la rosa, lo que nos da

2
Apack = gAAAOC + Anaoc

Por lo que
5A = 2A
3/inaoc = gAnapc
De ahi es facil despejar el drea que buscamos, vale 2/5 del drea total. Axs0c = 12.
B




Problema 22. Busca el drea del cuarto de bano rosa (derecha abajo):

7Tcm 38cm? 39cm?
3cm
4cm
40cm? ?7cm? Gem
Solucion. Rellenemos los rectangulos invisibles y pintémoslos de amarillo:
7cm 38cm? 39cm? 21em?
24cm? 40cm? ?7cm? Gem

Ahora vemos que la suma de las areas de arriba es mayor que la suma de las de abajo en proporcién 7 : 6,

de modo que
38+39+21 7

24+40+z 6
De ahi que x = 20m?

]

Problema 23. En un hexdgono regular se marcan los puntos medios de los lados. ;Qué parte del area
total estd sombreada?

Solucion. Es facil ver que todos los triangulos del dibujo tienen la misma base, y sus alturas son propor-
cionales a la altura M H.



De esta manera vemos que
Arcr = Acen, Arap = Aapys = 2ArcH, Aasr = Acsr = 3AraH

Aprr = Arrr = Actr = 4Arca

El area que buscamos es ﬁ = % del total.

]

Problema 24. Hemos formado un triangulo con 4 trozos de 4 colores distintos. Luego hemos recompuesto
el mismo tridngulo usando las mismas piezas, pero ahora jnos ha faltado un cuadradito! ;Doénde y cémo
se ha escondido?

'
I/
—
_— ol
—
A V]
_— ol
—
I/
—
A

Solucion. Estas dos figuras no son tridangulos sino cuadrilateros. Si fueran triangulos, los tridangulos azul
y rojo serian semejantes, pero no lo son: sus lados verticales estan a razén 2 : 3, y sus lados horizontales
estan a razon 5 : 8. Por tanto el area de arriba es un poco menor que el area del triangulo ABC' y la de
abajo, algo mayor.

O
Problema 25. Demuestra que las tres medianasﬂ de cualquier triangulo se cortan en el mismo punto.

Solucion. Pistas: Usa las dreas y el lema del avioncito
Trazaremos las medianas C'M, AN, llamemos O el punto de su interseccién y trazaremos BO y su
continuacion OD (sin saber que es parte de la tercera mediana):

3segmento que une un vértice con el punto medio del lado opuesto



A D C

Como OM es mediana en AAOB, Aiom = Aom. Como C'M es mediana, Axcn = Apoyv. Vemos que
Aroc = Apoc como resta de estas areas.

Anélogamente, analizando la mediana AN llegamos a que A oc = Aaon, por lo que Asop = Apoc.
Ahora usando el lema del avioncito vemos que

Aaos _ Apoc

Asop  Acop

de donde sacamos que las areas Ajop = Acop son iguales, lo mismo que A gp = Acgp. Como los
tridngulos AOD y COD tienen la misma altura y la misma area, tienen que tener la misma base, es decir
|AD| = |DC|. Pero esto significa que BD es una mediana. O

Problema 26. Dibuja en la cuadricula cuadrados con vértices en los nodos de la cuadricula de area
2,4,5,8,9,10,11,17,18,19, 20. En realidad, te estoy enganando un poco. Hay dos que no podras construir.
. Cuéles son?

Solucion. Los que no podras construir seran los cuadrados de area 11,19. Llamemos a, b los catetos de los
pequenos tridngulos que completan nuestro cuadrado inclinado hasta uno mas grande:

a
b ~
\\
\\ i
/

Es facil ver que el area del cuadrado sombreado se puede expresar como
2 ab 2 2
A:((I+b) —4><§:a +b

(jde paso hemos demostrado el Pitdgoras!). No hay ninguna pareja de enteros cuyos cuadrados sumen 11
ni 19. Otras soluciones estan en el dibujo:



]

Problema 27. Los puntos negros dividen los segmentos interiores rojos en 2 partes iguales. El area del
triangulo interior es 1. ;Cuadl es el area del tridangulo grande?

Solucion. Tracemos medianas azules de los triangulos blancos:

Ahora se ve que el tridangulo sombreado azul tiene la misma area que el triangulo rosa central, ademas, el
triangulo sombreado azul tiene la misma area que el blanco de abajo, es decir, las 7 areas interiores son

iguales. Respuesta: 7.
O

Problema 28. Los triangulos ABC, ADE, BGF, DGH son equilateros. Aapg = 18, Aggr = 8. Busca
Apcn.

C

e ? F
8

A H B

Solucion. Para empezar, vamos a demostrar que los triangulos C DG, BGH, ABD son iguales. Lo son los
angulos /C = /B = /A = 60° del equilatero grande. Si llamamos ZAHD = «, entonces /BHG =
180° —a— 60° y ZHGB = 180° — 60° — (180° — o — 60°) = . Ademds, estos tridngulos tienen un lado
igual porque ADGH es equilétero.



Recordando que la relacion de las areas de figuras semejantes es el cuadrado de la relacién entre sus

lados, y aplicandolo a los trigngulos azul y amarillo, vemos que AD : DC' = AD : BG =+/18:v/8=3:2.

De ahi que el drea de cada tridngulo blanco sea 2 - 2 = 2% del triangulo ABC. Por otro lado, el area

5 5
ABGF = 24_5AABC = 8. Finalmente,
Aape =50, Apcr + Acpe + Aapr =3+ 12 =36, Aper = 50 — 36 = 14
[

Problema 29. En el trapecio ABCD el punto O es la interseccién de las diagonales. Aapoc =
1, Apa0op = 9. Busca el area del trapecio.

A D

Solucion. Por el Teorema de la cometa (Teorema (7)) Agoc - Asop = Apoa - Acop. Por el Teorema de la
mariposa (Teorema , Aio = Acop = x. Ahora tenemos

2* = Apoc - Asop =9

por lo que x = 3 y el area total del trapecio esigunala A=1+9+3+3=16
m

Problema 30. En el paralelogramo ABCD se traza la diagonal AC' y el segmento DFE tal que el area
Apoc = 6, Agoc = 4. Busca el area sombreada del cuadrilatero ABFEQO.

B E C

4
@)
A
Solucion. Tracemos el segmento AE:
E
4
A

Las dreas azules son iguales por el Teorema de la mariposa (Teorema , Asor = Acop. Por el Teorema
de la cometa (Teorema (7)) podemos hallar el drea Asop:

Asop -4 =6

Ahora tenemos A op = 9, Aacp = 9+ 6 = 15. Como la diagonal AC' divide el paralelogramo en dos
triangulos iguales, podemos hallar el area amarilla A, = 15—4—6 = 5, por lo que el area del cuadrilatero
AABEO =5+6=11.

m

Problema 31. Busca el drea del rectangulo medio de arriba (en rojo):



10em

21 em? ? em? 43 em?

4em 29 em?

Solucion. Completemos, como siempre, el rectangulo invisible derecho de abajo y partamos el izquierdo
de abajo en dos:

10cm
R, =
91 em? Rs =7cm R 3cm
dem Ry Ry Rs

Ahora sabemos que
R1+R2 :29,R2+R3:4X 10240,R6—R4=22

Restando la primera ecuacién de la segunda, obtenemos que R3 — Ry = 11. De esta ecuacién y de
Rg — Ry = 22, obtenemos que la altura de los rectangulos de arriba es 8, el doble que la altura de los de
abajo. Encontrar R5 ahora es sencillo:

Rs + Rg = 10 X 8c¢m? = R5 = 37cm?

También se puede resolver llamando z el drea R; y haciendo regla de tres para los espacios 1,3,4,6.

Problema 32. Busca el area coloreada. Los dngulos entre los segmentos que miden 5,2, 4 son rectos.

4

Solucion. Pistas: Junta los segmentos que miden 5 y 4. Gira la figura
Para empezar, calcularemos el largo del rectangulo grande:



X
Vemos que la diagonal del rectangulo al cuadrado es igual a
B> =22+ 7 =22+ (54 4)?

De ahi que z = 6, y el drea del rectangulo es 6 - 7 = 42. Ahora giremos la figura 180° respecto al centro
del rectangulo:

§

Se ve claramente que se ha formado un rectangulo blanco de drea 2 en el medio. Por tanto, el area
coloreada es (42 —2) : 2 =20
m

Problemas para hacer en casa

22 de noviembre

Problema 33. Busca el area de todas las habitaciones de este piso:

21m? 35m?

30m?

8m? 10m?

Solucion. Consideramos el rectangulo formado por las dos tltimas columnas y la primera y ultima fila.
Aplicando el Teorema [4], obtenemos que la habitacién de en medio en la fila de arriba tiene un érea de
Si—?f = 28m?. Ahora, consideramos el rectangulo formado por las dos primeras columnas y las dos primeras
filas, y aplicando el Teorema [4] obtenemos que la habitacién de en medio en la fila de en medio tiene un
area de % = 40m?2. Aplicando el Teorema [4| a los rectangulos formados por las dos tltimas filas, la
columna del medio y una de las otras dos columnas, obtenemos el area de las dos habitaciones que faltan.



21m? 28m? 35m?

30m? 40m? 50m?

o6m 8m? 10m?

29 de noviembre

Problema 34. El drea del tridngulo grande es 90. Ademsds, |AD| = |DB|, |AE| = |EF| = |FC|y
|BH| = |HG| = |GC|. Busca el drea sombreada.

B H G C
Solucion. Trazamos lineas perpendiculares al lado BC desde A y F', que cortan lado BC en los puntos A’
y F’. Los tridngulos rectos AA'C' y FF'C son semejantes por tener sus tres dangulos iguales, y por tanto

[AA] _ |ACT
[FE| - |FCT

Usando esto, vemos que

IBC|-|AA|  3|GC|-3|FF/|

p— A pr—
90 ABC 5 5

=9 Agrc,

por lo que Agrc = 10.
Los tridngulos ADE, EDF y FDC tienen base de la misma longitud |AE| = |EF| = |FC|, y la
misma altura, por lo que tienen la misma area. Asi,

AEDF = AADE = AFDC-

Los tridngulos BHD, HGD y GCD tienen base de la misma longitud |BH| = |HG| = |GC|, y la misma
altura, por lo que tienen la misma area. Asi,

Apnp = Anep = Accp.
El area total es
90 = Apyp + Ancp + Acep + Appr + Aape + Arpc = 3 (Anap + Aepr),
por lo que Agap + Agpr = 30. Por otra parte, el area sombreada es
Anep + Appr + Aper = Ancep + Appr + (Acop + Arpc — Acre) = 2+ (Auep + Agpr) — 10 = 50.

]



13 de diciembre

Problema 35. En la figura se muestran dos cuadrados. El drea del tridngulo sombreado (arriba a la
izquierda) es igual a 5. Ademads, tridngulo a rayas debajo del tridngulo sombreado es recto. ;Cudl es la

diferencia entre el area a rayas y el area a cuadros?

N\ A

A

p sfuun
Al

Solucién. En el tridngulo recto a rayas ADE se cumple el Pitdgoras, |AD]* + |DE|* = |AE|>. Ahora si
trazamos la altura del tridngulo sombreado ABD por el vértice B y llamamos a a su longitud, a serd igual
a |AD| porque los tridngulos ABC' y ADE son iguales (ambos son tridngulos rectangulos, sus hipotenusas
miden lo mismo, y también uno de sus catetos mide lo mismo):

r.
Fer

.—r\\/
EEEAN A

E

De esta manera, el area del tridangulo sombreado ADB es igual a a?/2 = 5. Ahora, la diferencia entre
las areas a rayas+sombreada y la que estd a cuadros es la misma que la de las areas de los cuadrados,
|AE|? — |DE|?> = |AD|* = a* = 10. Volviendo a restar el drea del tridngulo sombreado ABD, llegamos a

la respuesta: 5.
m



