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Fechas: 15, 22 y 29 de noviembre, 13 de diciembre de 2024
Geometria: Areas
Grupo: Marte y Neptuno

Demostrando teoremas conocidos

Empezamos recordando algunos teoremas importantes que has visto en clase y seguramente hayas usado
muchas veces, pero que quizas ain no sabes por qué son verdad.

Teorema 1 (Suma de los dngulos de un tridngulo). Los tres dngulos de cualquier tridngulo suman 180°.

Demostramos este teorema en el siguiente ejemplo resuelto. Asegurate de entender su demostracion.
Ejemplo resuelto. Demuestra el teorema anterior.

Solucion. Sea ABC un triangulo. Tracemos una recta paralela a la recta AC' que pasa por el punto B.
Sean D y E dos puntos en en recta a ambos lados de B.
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Como las rectas AC' y DFE son paralelas, tenemos que /BAC = ZABD y ZACB = ZCBE. Por lo
tanto
/BAC + Z/ABC + LACB = ZABD + ZABC + ZCBFE = 180°,

donde la ultima igualdad es cierta porque D, B y E estan alineados. O

Ahora, vamos a hablar de areas. El area mas facil de calcular es el de un rectangulo de lados enteros.
Por ejemplo, si tenemos un rectdngulo cuyos lados miden 2 cm y 3 cm respectivamente, su area sera
2.3 =6 cm?, ya que podemos dividirlo en 6 cuadraditos de 1 cm? de esta manera.



Argumentando de la misma manera, podemos ver que si los lados de un rectangulo miden n y m,
donde n y m son nimeros enteros positivos, entonces su area es n - m. Esta formula es cierta para todos
los rectangulos, aunque sus lados no sean ntiimeros enteros, es decir:

El area de un rectangulo de lados a y b es a - b.

Esta formula la conoces de verla en clase. Nosotros vamos a usarla para demostrar otras formulas que
ya conoces.

Teorema 2. FEl drea de un tridngulo es %, donde b es la longitud de uno de sus lados (base) y h es la
longitud de la altura que sale del vértice opuesto.

Problema 1. Demuestra el teorema anterior a partir de la férmula del area de un rectdangulo. Para ello,
tendras que considerar dos casos distintos.

e La altura es uno de los lados del tridngulo (en particular, el tridngulo es rectangulo).
e La altura esta dentro del triangulo.

e La altura esta fuera del triangulo.

Teorema 3 (Teorema de Pitagoras). En la siguiente figura se muestra un tridngulo rectingulo, cuyos
catetos miden a y b, y cuya hipotenusa mide c.

a

Las longitudes de los catetos y la hipotenusa se relacionan de esta manera:

a’> + b =2

Demostramos el Teorema de Pitégorasﬂ en el siguiente ejercicio.

!Este teorema ya era conocido en la India y en Egipto aproximadamente 1000 afios antes de que naciera Pitdgoras



Problema 2. Consideramos un triangulo rectangulo cuyos catetos miden a y b, y cuya hipotenusa mide ¢
como el de la figura anterior. En las siguientes figuras se muestra un cuadrado de lado a + b, pero dividido
de distintas maneras:
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Responde a las siguientes preguntas:
a) jPor qué la figura blanca dentro del primer cuadrado de lado a + b es un cuadrado?

b) Demuestra que las dreas de la parte blanca de los dos cuadrados miden lo mismo. Deduce que el
Teorema de Pitagoras es cierto.

La regla de tres

Vamos a ver un teorema sencillo pero muy util.

Teorema 4. El producto de las dreas azules es igual al producto de las blancas.

a

Problema 3. Demuestra el teorema anterior.

El teorema anterior nos permite aplicar la regla de tres: sabiendo 3 de las 4 areas siempre podremos
calcular la cuarta.

Problema 4. Halla el area de la habitacion mas pequena de este piso:

12m? ? m?

27 m? 18 m?

En algunos problemas para poder aplicar la regla de 3 tendrés que partir un area en dos.

Problema 5. Halla el drea de la habitacién azul (abajo a la derecha):



24 om? 42 em?

9 cm?

10em? | 15em?

1Y)

Partiendo areas

Definicién. Una ceviana en un tridangulo es un segmento que une un vértice con el lado opuesto o su
continuacion.

La medianaf] la bisectiz y la altura son casos particulares de cevianas.
Cada ceviana interior divide el triangulo en dos mas pequenos que comparten altura. De ahi podemos
sacar un sencillo teorema que nos resultara muy til:

Teorema 5. La ceviana interior divide el tridngulo en dos cuyas dreas A, y Ay son proporcionales a sus

bases a y b:
Ag

Ha _ 0Q
Ay b

Problema 6. Demuestra el teorema anterior.

Otro resultado interesante surge si unimos cualquier punto de la ceviana con otros dos vértices del
triangulo:

2segmento que une un vértice con el punto medio del lado opuesto



Teorema 6 (del avioncito de papel). Las dreas de arriba son proporcionales a las dreas de abajo:

A A
Ay A,

Asf Ay

Existe un resultado similar y muy 1til aplicable a cualquier cuadrilatero:

Teorema 7 (de la cometa). En el cuadrildtero se trazan las diagonales. El producto de las dreas azules
es 1qual al producto de las blancas.

Problema 7. Demuestra los teoremas del avioncito de papel (Teorema @ y de la cometa (Teorema @ a
partir del Teorema

Problema 8. Las diagonales del cuadrildtero convexo ABC'D se cortan en el punto P.

B
C

A D

Se conocen las areas de tres tridngulos: A pp = 12, Agcp = 9, Acpp = 8. Busca el area del AADP.

Areas usando semejanza

Definicién. Decimos que dos tridngulos son semejantes si tienen la misma forma pero no necesariamente
el mismo tamano. Es decir, dos tridngulos son semejantes si existe una forma de etiquetar sus vértices
como ABC y A'B'C’ de manera que ZABC = Z/A'B'C', /CAB = /C'AB" y /BCA=/BC'A,

como se muestra en el siguiente dibujo:




El motivo por el que la semejanza de tridngulos nos va a ser ttil a la hora de calcular dreas es porque
nos da una relacion entre las longitudes de los lados correspondientes de triangulos semejantes, como
mostramos en el siguiente recuadro:

Si dos triangulos ABC' y A’B’C" son semejantes, entonces

|AB|  |BC|  |CA]
|A/B/| - |B/C/| - |C/A/|

Por ejemplo, si en el dibujo anterior, ' = |B’C’| es el doble de grande que a = |BC|, eso significara
que |§g!| = % Por tanto, el recuadro anterior nos dice que &EJ' = % (es decir, que ¢ es el doble de grande

que ¢) y que | g’:ﬁl‘ = % (es decir, que ' es el doble de grande que b).

Usando el recuadro anterior (y tu imaginacién para saber como aplicarlo), resuelve el siguiente prob-
lema.

Problema 9. En el lado AC' del tridangulo ABC' se elige el punto F tal que
del tridngulo CBD es Acpp = 12. Halla el area Aggp del triangulo EBD.

C

|AE]

O = 2. Se sabe que el area

E

A D B

Pista: traza perpendiculares al lado AB desde E' y C, y compara los dos tridngulos rectangulos que te
quedan dibujados.

Problemas

Problema 10. Busca el area de esta figura:




donde cada lado de los cuadraditos de la cuadricula mide 1 cm.

Problema 11. Halla el area del siguiente triangulo,

donde cada lado de los cuadraditos de la cuadricula mide 1 cm.

Problema 12. Martin Ondrian ha dibujado un cuadro abstracto hecho de rectangulos en un lienzo
cuadrado:

Los numeros que aparecen son las areas de los rectangulos en las que se encuentran. Sabiendo que el
rectangulo rojo (el de drea 49) y el azul (el de drea 4) son cuadrados, busca la suma de las dreas grises.

Problema 13. Demuestra que el area de un paralelogramo de altura a y base b es ab

Problema 14. El édrea del tridngulo grande es 90. |AD| = |DB|, 2|AE| = | EC| Busca el area sombreada.

A
D)
D
B C

Problema 15. AH,CF son alturas del triangulo ABC. |AH| =9, |CF| = 38,|BC| = 24. Halla |AB].

A
/<
B H
Problema 16. En el trapecio ABCD, |AE| = |ED|, |CF| = |FD|. Demuestra que Aapo = Aorpe.

A E D

C




Problema 17. En el trapecio ABCD, |CF| = |FD|ylado |AD| = 8. Ademés, Aarp =20y Aapcr = 50

., Cuanto mide el lado BC?
B C
A
A 3 D

Problema 18. Demuestra el siguiente resultado:

Teorema 8 (de la mariposa). En un trapecio se trazan las diagonales. Los tridngulos laterales que se
forman (sombreados en el dibujo) tienen la misma drea.

/N

Problema 19. Sean K, L, M, N centros de los lados AB, BC,CD, DA del cuadrilatero convexo ABCD;
y sea O el punto de interseccion de KM y LN.

B
L
C
K
A N D

Demuestra que la suma de areas sombreadas es igual a la de las blancas:

Aakon + Acrom = Asror + Apnom

Problema 20. En el tridngulo ABC' se han trazado las alturas BH, C'F. El éarea del triangulo AF H es
18. Sabemos que |AF| = 8 y que |F'C| = 6. Halla el area del tridngulo ABC'.

B

/F<
A H
Problema 21. En el tridngulo ABC', M es el punto medio del lado AB y los puntos K, N dividen el lado

BC en 3 partes iguales. La mediana C'M corta la ceviana AK en el punto O. Sabiendo que Aaapc = 40
busca el area sombreada Aaa0c-

C



A C

Pista: Dibuja el segmento BO y usa los Teoremas [f y [6] para establecer relaciones entre los distintos
triangulos que aparecen dentro del tridngulo inicial.

Problema 22. Busca el area del cuarto de bano rosa (derecha abajo):

Tcm 38cm? 39¢m?

3cm

4em
40em? ?2em? 6cm

Problema 23. En un hexdgono regular se marcan los puntos medios de los lados. ;Qué parte del area
total esta sombreada?

Problema 24. Hemos formado un triangulo con 4 trozos de 4 colores distintos. Luego hemos recompuesto
el mismo tridngulo usando las mismas piezas, pero ahora jnos ha faltado un cuadradito! ;Doénde y cémo
se ha escondido?
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Problema 25. Demuestra que las tres mediana&ﬂ de cualquier triangulo se cortan en el mismo punto.

Problema 26. Dibuja en la cuadricula cuadrados con vértices en los nodos de la cuadricula de area
2,4,5,8,9,10,11,17,18,19, 20. En realidad, te estoy enganando un poco. Hay dos que no podras construir.
. Cuéles son?

Problema 27. Los puntos negros dividen los segmentos interiores rojos en 2 partes iguales. El area del
tridngulo interior es 1. ;Cudl es el area del tridangulo grande?

Problema 28. Los triangulos ABC, ADE, BGF, DGH son equilateros. Aapg = 18, Aggr = 8. Busca

Apch.
C
E
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Problema 29. En el trapecio ABCD el punto O es la interseccién de las diagonales. Aapoc =
1, Apa0op = 9. Busca el area del trapecio.

B C
A
A D

Problema 30. En el paralelogramo ABCD se traza la diagonal AC' y el segmento DFE tal que el area
Apoc = 6, Apoc = 4. Busca el darea sombreada del cuadrilatero ABEQO.

B E C
4
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Problema 31. Busca el area del rectangulo medio de arriba (en rojo):

3segmento que une un vértice con el punto medio del lado opuesto



10em

21 em? ? em? 43 em?

4em 29 em?

Problema 32. Busca el area coloreada. Los dngulos entre los segmentos que miden 5,2, 4 son rectos.

4

Problemas para hacer en casa

22 de noviembre

Problema 33. Busca el area de todas las habitaciones de este piso:

21m? 35m?

30m?

8m? 10m?

29 de noviembre

Problema 34. El drea del tridngulo grande es 90. Ademéds, |AD| = |DB|, |AE| = |EF| = |FC| y
|BH| = |HG| = |GC|. Busca el drea sombreada.




13 de diciembre

Problema 35. En la figura se muestran dos cuadrados. El drea del tridngulo sombreado (arriba a la
izquierda) es igual a 5. Ademads, tridngulo a rayas debajo del tridngulo sombreado es recto. ;Cudl es la

diferencia entre el area a rayas y el area a cuadros?
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