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Cuando x+x=0

Una operacién binaria es una funciéon que toma dos elementos cualesquiera de un conjunto y devuelve otro
elemento del mismo conjunto (“binaria” quiere decir “dos”).

Ejemplo resuelto 1. ;Cudles son operaciones binarias? Para las que si son operaciones, ;cudl es el
conjunto en cada caso (es decir, el dominio)?

a) La suma /resta /producto /divisién /potenciacién de niimeros naturales /enteros /racionales /reales
/complejos (si has visto nimeros complejos).

b) La operacién @ dada por x @ y = 2 para cualquier x,y € N.
¢) Sumar 1 a un ndimero.

d) La concatenacién de frases con las palabras “y yo aun dirfa més”. Por ejemplo, si uso el simbolo ®,
tendria que
“Llueve” ® “Hace sol” = “Llueve, y yo aun diria mas, hace sol.”.

e) La unién/intersecciéon de conjuntos.

f) La concatenaciéon de movimientos de un cubo de Rubik. Por ejemplo “Girar la cara de arriba 90
grados a la derecha” ® “Seguir las instrucciones de WikiHow” = “Girar la cara de arriba 90 grados
a la derecha y después seguir las instrucciones de WikiHow”.

Observa que puedo usar el simbolo que me dé la gana.

Solucion. Haz el favor de no crear una gran discusién filoséfica sobre esto. Si entiendes qué es una
operacién, puedes seguir.

a) La suma y el producto son operaciones en cualquier conjunto de nimeros. La resta no es una
operacion en el conjunto de naturales, 3 — 5 ¢ N. La divisién es una operacién en el conjunto de
racionales, reales o complejos distintos de 0, pero no lo es si incluimos el 0. Las potencias son una
operacién en los naturales, pero no en ningtin conjunto que contenga el 0 y el —1 (porque 07! no
estd definido).

b) Si es una operacion.
¢) Sumar 1 no es una operacién binaria, porque sélo usa un numero.

d) La concatenacién si es una operacion en el conjunto de frases.



e) La unién o interseccién es una operacion'.
f) También es una operacion, en el conjunto de movimientos de un cubo de Rubik.
m
Definicién. Una operacién binaria ® en un conjunto es macanuda? si cumple todas estas propiedades:
a) La propiedad asociativa, es decir, para cualquier z,y,z, (tQy) ©2z2=20 (y ® 2).
b) La propiedad conmutativa, es decir, para cualquier z,y, t ®y =y © .

c¢) Existe un elemento neutro, es decir, existe un elemento e que cumple que para cualquier x, z ® e =
eOr=ux.

d) Todo elemento tiene un inverso, es decir, para cualquier x existe un y que cumple que @y = yOz = e.
e) Para todo z, x ® xz =e.

Problema 1. Convéncete de que los naturales con la suma tienen la propiedad asociativa y conmutativa,
pero no tienen elemento neutro ni el inverso.
. Cudles de estas propiedades tienen los enteros con la resta? ;Por qué la respuesta es ninguna?

Problema 2. ;Alguna de las operaciones del ejemplo 1 da-estruetura-de-grupo-abelano-de-exponente2
al-eonjunto-eorrespondiente es macanuda?

Solucién. No. O

Ejemplo resuelto 2. Vamos a llamar Z, a los enteros médulo 2, es decir, a {0 (méd 2),1 (méd 2)}.
Recuerda que en Z, podemos sumar, restar y multiplicar. ;Cudles de estas operaciones son macanudas?
Demuéstralo.

Solucion. La suma es macanuda. El producto no, porque el elemento neutro es 1 y 0 no tiene inverso. La
resta también es macanuda, porque restar es lo mismo que sumar en Zs,. O

Problema 3. Considera el conjunto {Verdadero, Falso}. Tiene muchas operaciones, que quizas hayas
visto en filosoffa, por ejemplo, la conjuncién (“Verdadero y Falso” es Falso), la disyuncién (“Verdadero o
Falso” es Verdadero), la implicacién (“si Verdadero, entonces Falso” es Falso), la disyuncién exclusiva (“o
bien Verdadero o bien Falso” es Verdadero). ;Alguna es macanuda? ;Cudl o cudles? Demuéstralo.

Solucion. Solo la disyuncién exclusiva es macanuda y su elemento neutro es Falso. O]

Problema 4. Un gif de gatos, como todos sabemos, es una sucesiéon de ceros y unos (por ejemplo,
01100111111111000111). Demuestra que, en el conjunto de gifs de gatos de longitud fija, por ejemplo, 15,
la operacion de sumar cada digito médulo 2 es macanuda.

Solucion. Esto es igual que para Zs. O]

Problema 5. Demuestra que no hace falta comprobar tantas cosas para ver si una operacién es macanuda.
Demuestra que si una operacion cumple la propiedad asociativa, la propiedad conmutativa y la propiedad
de que x* ® x = e y esta propiedad:

¢’) Existe un elemento neutro por la izquierda, es decir, existe un elemento e que cumple que para
cualquier z, e ® x = .

Entonces la operacion es macanuda.

1Y si sabes por qué en realidad no lo es, entonces estas leyendo la hoja equivocada.
2Para los exquisitos: Es un grupo abeliano de exponente 2. Llamarla macanuda es una decisién deliberada para no daros
tecnicismos con los que podais asustar al préjimo



Solucion. Si tenemos la propiedad ¢’, tenemos que e es el elemento neutro, porque t e =e®r =
(aplicando la propiedad conmutativa). El inverso existe, pues el inverso de z es z. O

Problema 6. Demuestra que en un conjunto con una operacién macanuda, el elemento neutro es tinico,
es decir, no hay dos elementos distintos con la misma propiedad.

Solucion. Si tenemos dos elementos neutros e y €', entonces

e/ es neutro ; e es neutro ¢

e®e
O

Problema 7. Demuestra que en un conjunto con una operacién macanuda, el elemento inverso es unico,
es decir, si x ©® y = e, entonces r = y.

Solucion. Si z ® y = e, entonces (te dejo que veas qué propiedad se aplica en cada paso),
x:x®e:x®(x®y) = (x@x)®y=6®y=y-
]

Problema 8. Demuestra que una operacion que cumple estas tres propiedades es automaticamente con-
mutativa y tiene inverso, y por tanto, es macanuda:

a) La propiedad asociativa. c¢) Existe un elemento neutro. e) Para todo z, x ®z =e.

Solucion. La propiedad del inverso es automaética, porque el inverso de x es x. Lo que nos falta es
la conmutativa. Aplicando e) a * @ y, y la propiedad asociativa, tenemos que t @y O r Oy = e, y
multiplicando por z a la izquierda e y a la derecha (jain no sabemos que es conmutatival), tenemos que

TOQrOYOrOYOYy=2r00ed®y

Simplificando ambos lados, tenemos que y ® z = ® y. n

La operacion macanuda en los juegos

Definicién. Estos son los juegos con los que vamos a tratar. Tienen que cumplir todas las siguientes
propiedades.

e Hay dos jugadoras, que tienen una relacién razonablemente cordial.

e El juego consiste en que las jugadoras se turnan para hacer un “movimiento”, que consiste en
transformar el juego de una posicién a otra (no hay azar, por ejemplo).

e Pierde la partida quien no puede hacer un movimiento en su turno.

e En una posicion dada, ambas jugadoras tienen a su disposicion las mismas opciones, si es su turno
(el juego es imparcial).

e El juego termina siempre en un ntmero finito de pasos.
Problema 9. ;Cuadles de estos juegos terminan siempre en un nimero finito de pasos?

a) Hay un rey en la casilla (0,0) en un tablero de ajedrez. En cada turno, una jugadora mueve el rey
una casilla en cualquier direccién horizontal, vertical o diagonal. Pierde quien no tiene movimientos.

b) Hay un virrey en la casilla (0,0) en un tablero de ajedrez. En cada turno, una jugadora mueve el
virrey una casilla hacia arriba, la derecha o en diagonal arriba y a la derecha. Pierde quien no tiene
movimientos.



¢) El mismo juego del virrey, pero se puede pasar el turno.

El juego de brotes (sprouts). Se dibujan unos puntos en 1 2
una hoja de papel. En tu turno, eliges dos puntos (que .
pueden ser el mismo) y los unes con una linea de cualquier <
forma, siempre que no cruce a una linea ya dibujada, ni .
d) pase por otro punto. Luego, anades un punto sobre la , )

linea que has dibujado. Nunca se permite que un punto
tenga mas de 3 lineas que salen de ¢él. Pierde quien no

tiene nada que pueda dibujar. Por ejemplo, esta imagen
de Wikipedia.

e) El nim. Hay varios montones de palitos. En tu turno, tienes que elegir un montén y quitar entre 0
y todos los palitos de ese monton. Pierde quien no tiene palitos que quitar.

f) La primera jugadora escribe un nimero natural. Después, en cada turno, borras el niimero escrito y
escribes uno estrictamente menor. Pierde quien no puede escribir ningin nimero natural.

Solucion.  a) No es finito: La partida puede ser "izquierda-derecha-izquierda...” para siempre.

b) Es finito. Es més, la partida dura como mucho 14 movimientos, porque la partida termina en la
casilla (7,7), y en cada movimiento la suma de las coordenadas aumenta en 1, al menos.

¢) No es finito, porque podrian pasar el turno para siempre.

d) Es finito. Contamos el nimero de posibles extremos de tallos que se pueden dibujar atin: si hay n
puntos al principio, hay 3n extremos totales, tres por cada punto. En cada turno, se usan 2 extremos
de 2 puntos (o del mismo), y el nuevo punto tiene un tallo posible, con lo que el niimero de extremos
de tallos disminuye en 1. Por tanto, la partida dura como mucho 3n — 1 turnos (cuando sélo hay un
extremo de tallo, termina).

e) Es finito, y como mucho dura tantos turnos como el niimero de palitos.

f) Es finito. Como maximo dura tantos turnos como el primer nimero que se escribe. jObserva que es
finito, aunque su duracién puede ser tan larga como queramos (o como quiera la jugadora 1)!
m

Como siempre, se trata de saber quién tiene estrategia ganadora: quien empieza o quien va
segunda. ;Cuantos de los juegos de arriba sabes resolver?

Problema 10. Da un ejemplo de un juego en el que tenga estrategia ganadora la primera jugadora, y
otro en el que tenga estrategia ganadora la segunda jugadora.

Solucion. El nim con 1 palo. El nim con 0 palos. O]

Definicién. Dados dos juegos (o, més bien, dos posiciones dentro de dos juegos), definimos su suma
como el juego que consiste en pone un juego al lado de otro. En el nuevo juego, en tu turno eliges uno de
los dos juegos y haces un movimiento en ese juego. Vamos a escribir esta operacion como ¢

La suma de dos juegos (Fuente: Winning Ways for your Mathematical Plays, vol. 1, )


es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Sprouts-2spot-game.png
es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Sprouts-2spot-game.png

Por ejemplo, una partida de nim con dos montones es la suma de dos partidas de nim con un montén
cada una. Una partida de brotes puede ser la suma de varias partidas, si hay regiones que estan desonec-
tadas.

Problema 11. ;Quién tiene estrategia ganadora en estos casos? Piensa en ejemplos concretos, por
ejemplo, de nim.

a) Si sumas dos juegos en los que la estrategia ganadora la tiene quien va en segundo lugar.
b) Si sumas un juego en el que gana la primera con un juego en el que gana la segunda.
¢) (Tiene truco) Si sumas dos juegos en los que gana la primera.

Solucion.  a) Sigue teniendo estrategia ganadora quien va en segundo lugar. Jugamos a la suma de dos
juegos y yo voy en segundo lugar. Mi contrincante tiene que elegir uno de los juegos, y hacer una
jugada legal (y si no es posible, ha perdido ya). Llamemos J; al juego en el que juega mi contrincante,
y Ja al que deja igual. Entonces, J; se transforma en otro juego Ji, y tenemos en la mesa algin
juego Ji @ Jo. En Ji, tiene estrategia ganadora la primera jugadora, porque yo podia ganar en J;
yendo en segundo lugar. Por tanto, hay una jugada en J] que lo transforma en otro juego J; en el
que tiene estrategia ganadora la segunda jugadora. Es decir, estamos en la situacién anterior. Sigo
haciendo esto hasta que a la primera jugadora no le quedan jugadas.

b) Si sumas un juego en el que gana la primera con un juego en el que gana la segunda. En este
caso, gana la primera jugadora: juega la estrategia en el juego en el que tiene estrategia ganadora la
primera, y nos quedamos en la situaciéon anterior.

¢) Sisumas dos juegos en los que gana la primera, puede pasar cualquier cosa. Puedes ver que si sumas
dos montones de nim, gana la primera si son distintos y la segunda si son iguales.
m

Problema 12. ;Es la suma de juegos macanuda?

Solucion. No parece. Si tiene elemento neutro (yo creo que si, mira mas abajo), desde luego no es verdad
que J & J =e. n

Espero que estés de acuerdo en que la suma de juegos es asociativa y conmutativa.

Problema 13. El nombre de Sun Wukong, el Rey Mono, protagonista de El Viaje al Oeste, de Wu
Cheng’en, se traduce como “consciente del vacio”®. Considera el juego sin movimientos: si es tu turno,
pierdes. Convéncete de que es el elemento neutro de la suma de juegos. ;Quién tiene estrategia ganadora?
Es lo mismo que alguna posicién de nim? ;Y de brotes? Convéncete de que el 0 es uno de los mejores
inventos de las matematicas. Contempla el vacio un poco.

Solucion. En el juego vacio (por ejemplo, el nim de 0 palos, o brotes sin nada que hacer), pierde quien
juega, es decir, gana la segunda jugadora.
%]

]

En un alarde de pedanteria podriamos decir que los juegos forman un monoide conmutativo, pero no
lo haremos.

Problema 14. Elige una posicién de Nim, vamos a llamarla P. Por desgracia para nosotros, P ® P # 0.
,Quién tiene estrategia ganadora en P & P?

Solucion. Siempre es la segunda jugadora. Haga lo que haga la primera en un lado de la mesa, la segunda
le copia en el otro lado. O

3La relacién que tiene esto con las matemadticas la aprend{ en los ejercicios de Undergraduate Commutative Algebra, de
Miles Reid.



Problema 15 (jjjImportantisimo!!!). Si J es un juego cualquiera (imparcial, finito, etc, es decir, de los
que estamos hablando), jquién tiene estrategia ganadora en J @ J7

Solucion. Siempre es la segunda jugadora (igual que el nim). O

Problema 16. Mira fijamente tus soluciones de los problemas 11 y 15. ;Se te ocurre como modificar la
suma de juegos para que sea macanuda? Si las has mirado muy fijamente y no se te ocurre, sigue leyendo.

Solucion. Sigue leyendo. O]

Definicién. Si a un juego le sumamos otro en el que la segunda jugadora tiene estrategia ganadora, el
resultado no cambia.

Vamos a inventarnos una relacion entre los juegos en la que los juegos en los que la segunda jugadora
tiene estrategia ganadora no importan. La puedes llamar como quieras: decimos que dos juegos J; y Jo
son iguales, o equivalentes, o igualinchis, o congruentes modulo los juegos que son 0, si en el juego J; & Jo
tiene estrategia ganadora la segunda jugadora.

Problema 17. Voy a llamar 5N al juego de nim que es un montén de 5 palitos, y 3N @ 4N al juego del
nim que es un monton de 3 y otro de 4. Demuestra que 1IN & 2N = 3N, IN @3N =2N, 2N 3N =1N.
Demuestra que aN = bN si y s6lo si a = b.

Solucion. Decir que 1N & 2N = 3N es lo mismo que decir que en la partida 1N & 2N & 3N, gana la
segunda jugadora (puedes comprobar todos los casos: quien empieza convierte esta partida en alguna de
2N @3N, 1IN ® 1N ®3N, 1N &3N,IN ®2N @ 2N, IN® 1IN ®2N,1N @ 2N). De este mismo enunciado,
podemos sacar gratis las otras dos igualdades 2N & 3N = 1N y 1IN @ 3N = 2N.

En una partida de dos montones, claramente tiene estrategia ganadora la segunda jugadora si y sélo
si los montones son iguales. Esto es lo mismo que decir que aN = bN si y sélo si a = b. O]

Problema 18. Demuestra que todo juego es igual a si mismo. Si no ocurriera esto, no merecerian llamarse
iguales, jno?

Solucion. Mira el problema importantisimo. O

Problema 19. Demuestra que si J; = Jy y Jo = J3, entonces J; = J3. Si no ocurriera esto, no merecerian
llamarse iguales, ;no?

Solucion. Si J; = Jo y Jo = J3, quiere decir que en J; & Jo y también en J, & J;3 tiene estrategia ganadora
la segunda jugadora. Por tanto, también la tiene en el juego J; @ Jo @ Jo @ J3 (por el problema 11). Ahora
bien, sumar Jy @ Jy no afecta al resultado, por el mismo problema, asi que en J; & J3 también tiene que
tener estrategia ganadora la segunda jugadora. O]

Problema 20. Demuestra que si J; = Jj, entonces J; & J, = J| & Jo para cualquier juego J;. Concluye
que la suma de juegos modulo la relacion igualinchis esta bien definida.

Solucion. Si J; = J{, quiere decir que en J; @ J{, tiene estrategia ganadora la segunda jugadora. Ahora
bien, si pensamos en J; @ J; @ Jo @ Jo, le estamos sumando un juego (Jo @ Jy) en el que tiene estrategia
ganadora la segunda jugadora también, asi que en la suma de 4 juegos tiene estrategia ganadora la segunda.
Esto es decir que J; @& Jy = J] @ Js. O

Problema 21. Demuestra que la suma de juegos (0 més bien, de clases de juegos “iguales”) es macanuda.

Solucion. Nos hemos creido la propiedad asociativa. La propiedad J ¢ J = 0 la hemos hecho mas arriba,
y el neutro también. Hemos visto (en el Problema 8) que con esto nos basta. O



Resolver el nim

LEn la posicion 2024N @ 2023N @ 2022N, quién gana? Vamos a hacernos expertxs en nim.

Problema 22. Resuelve el nim de un monton, es decir, di en qué partidas de nim con un montoén tiene
estrategia quien empieza o quien va segunda.
Resuelve el nim de dos montones.

Problema 23. Recuerda que una posicién que es 0 es una posicién en la que gana la segunda jugadora
(es decir, ganadora). Completa las frases con 0 (o ganadora)/no 0 (o perdedora)/siempre/nunca:

. siempre/nunca o
De una posicién que es 0 (ganadora) hay un movimiento que la transforma en

ganadora/perdedora ]

una posicién

o siempre /nunca o
De una posicién que es no 0 (perdedora) hay un movimiento que la transforma

[ ganadora/perdedora ]

en una posicion

Ejemplo resuelto 3. Encuentra todas las posiciones ganadoras de nim con tres montones que puedas.
Recuerda que una posicién que es 0 es una posicién en la que gana la segunda jugadora (es decir, ganadora).

Intenta dibujar un grafo en el que se pueda ver de qué posiciéon se puede ir a cudl. Para ver que una
posicién es perdedora, sélo tienes que encontrar un movimiento a una posicion ganadora.

Si te rindes o se te acaba el papel, mira el grafo de la siguiente pagina. Estan dibujadas en rectangulos
azules algunas posiciones ganadoras. De ellas, estan todos los posibles movimientos, y se muestra a qué
posicién ganadora se puede ir desde ellos. Las que tienen sélo 2 montones estan sin dibujar, y las que
tienen 2 montones iguales estédn sin completar (ejercicio).

Problema 24. Resuelve estas partidas de nim, para a cualquier nimero natural.
IN®aN @ (a+1)N

Te recomiendo que empieces por a = 0,1,2,....
Pistas: Dibuja un grafo en el que se vea de qué posicion de esta forma se puede llegar a otra.

Solucion. Probando, se puede ver que en 1N & 2N @ 3N gana la segunda jugadora, y en 1N ® 3N @ 4N
gana la primera, pues la puede convertir en la anterior. También se puede ver que en 1N 4N @ 5N gana
la segunda jugadora, pues la primera jugadora sélo puede dejar dos montones iguales (y perder) o dejar
una posicién desde la que se puede llegar a 1N @ 2N @ 3N. Por tanto, en 1N @ 5N @ 6N gana la primera
jugadora, que puede conseguir 1 & 4N & 5N. ;Puede ser que gane la primera jugadora si y sélo si a es
impar?

IN
(2b+1)N
21b]1\<7 il (s 3 2R (2aiN2)N
(2b+ 1)N <_\ (2a + 3)N
IN
(2b+1)N
(2a + 3)N




Podemos demostrar esto por inducciéon. Con el grafo de arriba, convéncete de que si la posicion 1N G 26N &
(2b4+1)N es ganadora para cualquer b < a, entonces también lo es la posicién 1N & (2a+2)N & (2a+3) N,
porque estas son todas las jugadas que se pueden hacer, y son perdedoras (no he escrito la posibilidad de
quitar un montén entero o dejar dos montones iguales, que pierden més claramente). Si estas posiciones
son ganadoras, entonces 1N @ (2b+1)N @ (2b+2) N son perdedoras, porque desde ellas la primera jugadora

puede llegar a 1N @ 2bN @ (2b+ 1)N. -
347
147 345 240 237
226 234
236 137
Q:?E%Z? [:?%%;} ﬁ:?{éi} 135 125 134 124

Posiciones del nim

Problema 25. Muestra que 1N & alV es equivalente a un juego de nim de un sélo monton y calcula cual
es.

Solucion. Si a es par, hemos visto que en 1N @ aN @ (a + 1)N gana la segunda jugadora, lo cual quiere
decir que 1 @ aN = (a+ 1)N. Entonces, si a es impar, IN @ aN = (a — 1)N. O

Problema 26. Resuelve estas partidas de nim, para a y b cualquier nimero natural. Pista: ;1 ® a?
IN ®aN & DN.
Solucion. Tenemos que

+1)N si a=0 (mdd 2)

_J (e
1N@aN@bN—{ a—1)N si a=1 (méd 2)

(

Esto es 0 (es decir, gana la segunda jugadora), siy s6losia esparyb=a+1loaesimparyb=a—1. [

bauw

Problema 27. Calcula (como un solo montén de nim)
2N ®ON,2N @ IN,2N @ 2N,2N @ 3N,2N @ 4N, ...
Calcula 2N @ aN para cualquier a.

Solucion. Tenemos de antes que 2N @ON = 2N, 2N @ 1N = 3N, 2N ®2N = 0N, 2N 3N = 1N. Ahora
bien, en 2N @ 4N @ 5N, gana la primera jugadora, porque puede llegar a 1N @ 4N @& 5N. O, lo que es lo
mismo, 4N & 5N = 1N # 2N. Asi que 2N @ 4N # 5N. En 2N @ 4N @ 6N, gana la segunda jugadora
(estd en el grafo de antes), asi que 2N @ 4N = 6N. Con esto, podemos seguir sumando:

2N ®5N =2N @ 1IN 4N =6N @ 1N = TN,



9N @ 6N = 4N,2N @ 7N = 5N.

Quizés se nos ocurra la conjetura de que 2N @ 4aN = (4a + 2)N. Si eso ocurre, entonces
2N @ (da+ 1)N = 2N @ 4aN @ 1IN = (4da+2)N @ 1IN = (da + 3)N

Y, despejando, tenemos que 2N & (da + 2)N = 4aN,y 2N & (4a + 3)N = (da+ 1)N.

Para demostrar esta conjetura por induccién, vamos a ver que la posicion 2N @ 4aN @ (4da + 2)N es
ganadora (para la segunda jugadora). Basta ver que no se puede llegar a una posicién que sea 0: se puede
llegar a (ignorando las opciones con dos montones iguales, o sélo dos montones)

IN @4aN & (4da+2)N = (4a + 1)N & (4da + 2)N #£ 0,
2N @ (4aN) ® (4da+ 1)N =2N @ 1IN # ON
2N @ bN @ (4a +2)N, o
2N @ (4aN) & bN.

en las dos ultimas, para algin b < 4a, ahora bien, por hipétesis de inducciéon, 2N & bN = xN, con z < 4a,
asi que en ninguin caso sale 0. Esto demuestra lo que queremos. ]

Problema 28. Calcula 3N & aN para cualquier a. Por cierto, jcudnto es 1IN & 2N?
Solucion. Sabemos que

a+1 si a=0 (mdd 2)
a—1 si a=1(mdd 2)

a+2 si a=0,1(méd 4)

1NEBOLN={ a—2 si a=2,3(mdd 4)

ZN@CLN:{

Como 3N = 1N + 2N, podemos juntar ambas sumas, y tenemos que

a+3 si a=0(mbd 4)

) a+1 si a=1(mdd 4)
SN@aN =93 1 a =2 (méd 4)
a—3 si a=3(mbd 4)

Problema 29. Demuestra que, para todo a,

a+4 si a=0,1,2,3 (méd 8)

“N@M:{ ¢—4 si a=4,56,7 (mod 8)

Solucion. Ya hemos calculado cuanto da sumar entre ON y 4N a 4N. Para a = 0,1, 2,3, tenemos que
aN ® 4N = (a + 4)N, asi que para a = 4,5,6,7, aN ® 4N = (a — 4)N. Esto nos puede servir de base
para la induccién. Igual que antes: sabemos que 4aN & 4N # ON,1N,2N,3N, porque sabemos sumar
ON,1N,2N,3N. Queremos ver que 4N @ 4aN @ (4da+4)N = 0, viendo que todos los posibles movimientos
desde aqui son perdedores. Son estos:

{ON,1N,2N,3N} @ 4aN & (4a +4)N = (4a + {0,1,2,3})N + (4a + 4)N # 0,
AN® b )N@(4a+4)N:(Z’)N®(4a—|—4)N7é0
<4a

(<da
AN @ 4aN @ (4a +{0,1,2,3})N = 4N & +{0,1,2,3}N £ 0
AN ®4aN®d b N= UV N ®4aNn #0.
(<4a) (<4a)

Efectivamente, 4N @4aN = (4a+4)N. Con la propiedad asociativa, podemos calcular todas las demés. [

Problema 30. Escribe férmulas para sumar a cualquier montén 5N ,6 N y TN



Proof. Usando que 5N = 1N @ 4N,6N = 2N ® 4N, 7N = 3N & 4N,

a+5 si a=0,2 (méd 8 a+6
) a+3 si a=1,3(méd 8 ) a+2
alN 5N = a—3 si a=4,6 (mdd 8 alV &N = -2
a—5 si a=5,7(méd 8 a—=6
a+7 si a=0(m6d8) a—7 si a
) a+5 si a=1(méd8) a—5 si a
aN@TN = a+3 si a=2(méd8) a—3 si a
a+1 si a=3(m6d8) a—1 si a
Problema 31. Escribe la tabla de sumar del ON a 7N.
Solucion. (No escribo Ns)
@0 1 2 3 45 67
040 1 2 3 4 5 6 7
11 0 3 2 5 4 7 6
212 3 01 6 7 4 5
313 2 1 0 7 6 5 4
414 5 6 70 1 2 3
515 4 7 6 1 0 3 2
6|6 7 4 5 2 3 0 1
77 6 5 4 3 2 10

si

0
—. .

B Ol O~

Problema 32. Escribe la misma tabla de sumar, pero escribe los niimeros en base 2.

Solucion. Es la tabla de sumar gifs de gatos (Problema 4)

@ | 000 001 010 011 100 101 110 111
000 [[ 000 001 010 011 100 101 110 111
001 || 001 000 011 010 101 100 111 110
010 || 010 011 000 001 110 111 100 101
011 || 011 010 001 000 111 110 101 100
100 || 100 101 110 111 000 001 010 011
101 || 101 100 111 110 001 000 011 010
110 || 110 111 100 101 010 011 000 001
111 || 111 110 101 100 011 010 001 000

O

Problema 33. Supén que en una posicién de nim se pueden hacer movimientos que transformen la

posicién en ON, 1N, ..., (a — 1)N, pero no en aN, para algin a. Encuentra el valor de esa posicion.

Solucion. El valor es aN. Llamemos a esta posicién J, y vamos a demostrar que en J @ alV, gana la
segunda jugadora. En esta posicion, la primera jugadora puede convertir la partida en J & bN, con b < a,
que es una posicion perdedora (porque entonces la convertimos en bN @ bN), o en J' @ alN, para algin J'.
Si ocurriera que en J' @ aN perdemos (en nuestro turno), significaria que J' & alN = 0, y que por tanto

J" = aN. Como asumimos que J’' # alNV, en cualquier posicién tenemos estrategia ganadora.

]

Problema 34. Resuelve el nim. Explica quién tiene estrategia ganadora en cualquier posicion, y cudl es.



Solucion. Se trata de sumar en base 2 sin llevar, es decir, igual que en el Problema 4. Hemos visto que esto
se cumple al menos hasta 7N. Una manera de demostrar esto es por induccién: supongamos que hemos
demostrado que la suma es asi para nimeros menores que 2* (lo hemos demostrado para a = 3). Veamos
que si b < 2% entonces bN @2°N = (b+2%) N, es decir, que bN 2N & (b+2*)N = 0. Vamos a demostrar
esto por induccién en b: Esta claro para b = 0. Desde esta posicion, tenemos estas posibilidades:

e Para algin 0/ < b, YN ©2°N @ (b+ 2*N). Por hipdtesis de induccién en b, tenemos que
UN@®2°N @& (b+2°N) = (b +2*)N & (b+ 2*)N £ 0
e Para algin ¢ < 2% bN @ cN @ (b + 2*)N. Por hipétesis de induccién en a, bN & ¢N = dN, con
d < 2% y por tanto
bN @ cN @ (b+2*)N =dN @ (b+2*)N # 0.
e Para algin 0/ < b, bN @ 2*°N @ (b’ + 2*)N. Por hipdtesis de induccién en b, tenemos que
DN @ 2°N @ (V' +2*)N =bN @ 2°N @ U'N @ 2°N = bN G b'N # 0.
e Para algin ¢ < 2% bN @ 2°N @ c¢N. Por hipdtesis de induccion en a, bN & ¢cN = dN, con d < 2%,y
por tanto
bN @ 2°N & cN =dN & 2°N # 0.
Con esto, ya esta. O]

Problema 35. Resuelve el extreme ultimate nim: the revenge. Las reglas de extreme ultimate nim:
the revenge son las mismas que las del nim, pero ademéas a un monton con 3 palos se le pueden anadir
2 palos en vez de quitar alguno. Sélo se puede hacer esto una vez por montén en cada partida (asi que
también es finito).

Mas juegos

Problema 36. Supén que en una posicion de algin juego se pueden hacer movimientos que transformen
la posicién en un juego equivalente a ON, 1N, ... (a — 1)N, pero no en aN, para algin a. Encuentra el
valor de esa posicién. (Recuerda el problema 33)

Problema 37. Hay un caballo en la casilla (a,b). En tu turno, puedes mover el caballo a una casilla en
la que el valor de a + b disminuya (es decir, (¢ — 2,0+ 1) o (a £+ 1,b — 2)). Gana quien coloca el caballo
en las 4 casillas de la esquina inferior izquierda, es decir, en (0,0), (1,0),(0,1) o (1,1). Encuentra en qué
posiciones del tablero gana la primera jugadora y en cuales la segunda.

Solucion. Las posiciones ganadoras son las coloreadas (la esquina final es la inferior izquierda):




]

Problema 38. En el juego de Hackenbush verde* hay un seto, que es un grafo que estd conectado
al suelo. En tu turno, podas una rama (quitas una arista), y borras toda la parte del grafo que queda
desconectada del suelo. Por supuesto, pierde quien no tiene nada que cortar. Encuentra el valor de nim
de este drbol (genealégico):

Solucion. Observa que para cualquier arbol, si sobresalen dos ramas del mismo sitio, dan igual, es decir,
en esta partida gana la segunda jugadora:

Si quitamos todos los pares de ramas emparejadas, nos quedamos con este arbol:

Es més, demuestra que si dos arboles A; y A, tienen el mismo valor-nim, y hacemos un injerto (en el
sentido de jardineria) de otro arbol B en ambos, los arboles resultantes tienen el mismo valor. Es decir,
convéncete de que este arbol vale 0, es decir, gana la segunda jugadora. La estrategia es jugar en verde
(rayado) si la primera juega en verde, y jugar en azul (con cuadricula) si la primera juega en azul.

A WY 4
\iiity
A e

Entonces, podemos demostrar que

4No nos atrevemos a jugar a las modalidades azul-roja o, atin peor, azul-roja-verde.



Porque del arbol de la izquierda podemos llegar a 0,2, 4, es decir, si valor es 1. Entonces, el arbol original
es equivalente a

Y podemos ver que desde este drbol se puede llegar a 0,1,2,4, asi que vale 3 (como predijeron los
pergaminos de Melquiades). O

Problema 39. Encuentra a qué montones de nim equivalen los juegos de brotes con 1 o 2 puntos. ;Te
atreves con 37 Yo no. O, si no has leido la parte del nim, decide quién tiene estrategia ganadora.

Solucion. Con 1 punto, la partida siempre dura 2 jugadas, asi que siempre gana la segunda jugadora y es
0. Con 2 puntos hay bastantes més posibilidades. Aqui estan las posibles posiciones (faltan algunas que
son equivalentes, y las ultimas estdn completamente esquematicas):

Turno 1:  a)e—e—e b)e Q

Ahora, podemos por ejemplo hacer una tabla encontrando los valores, empezando por el final:



Posicién

Movimientos posibles

Valor de los

movimientos posibles

Valor de nim

4a,
4b
3a
3b
3¢
3d
3e
3f
3g
3h
3i
3]
2a
2b
2c
2d
2e
2f
1a
1b

a la primera jugadora, en la posicién inicial, las jugadas posibles son 2 y 3, asi que gana la segunda

jugadora.

Problema 40. Explica como ganar esta partida de brotes (jen qué posicién hay que jugar?):

Solucion. Esta partida es la suma de dos partidas que estan en cada circulo, que segin nuestras cuentas
de antes son equivalentes a 2N y 3N. Por tanto, para ganar queremos jugar primero y transformar 3N en

Ninguno
0
4a
4a, 4b
4a,
4b
4a, 4b
4a, 4b
4a, 4b
4a, 4b
4b
4b
3a, 3b
3c, 3d, 3e, 3f
3b,3d,3f,3]
3h
3h, 3i
3j, 4b
2a, 2b, 2c
2¢, 2d, 2e 2f

0
0
0,1
0
1
0,1
0,1
0,1
0,1
1
1
1,2
1,0,2,2
2,0,2,0
2
2,0
0,1
0,3, 1
1,0,1,2

2N: tenemos que unir el punto aislado consigo mismo.
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