J-EI:J. PEQUENO INSTITUTO DE MATEMATICAS

Hoja de Aritmética II

Fecha: 1, 8, 15 de Marzo de 2024 Grupo: Jupiter, Urano, Venus

Congruencias

Empezaremos con un pequeno repaso.

Teorema 1 (El algoritmo de la divisién). Sean a y b dos nimeros enteros cualesquiera, con b # 0.
Entonces, ezisten unos unicos enteros q (cociente) y r (resto) tales que

a=bqg+r,
0<r<|b -1

Una consecuencia del algoritmo de la division es el siguiente resultado.

Teorema 2 (Base a). Sean n y a dos niumeros naturales, con a > 2. Entonces, existe una unica manera
de expresar n en base a, es decir, de escribir

2
n=rg+nria+nra +...,

donde r; es un entero que satisface que 0 < r; < a — 1 para todo 1 =0,1,2,....

Iqual que el mimero 2 +2-10 + 0 - 10% + 2 - 103 lo escribimos como 2022 en base 10, el nimero
24+1-34+0-324+1-3% lo podemos escribir como 1012 en base 3. Cuando queremos que esté clara la base,
la escribimos en subindice, por ejemplo, escribimos 2022,9 = 111111001105 = 22022205.

La manera de obtener los valores de ry, 1,79, ... en la expresién anterior es aplicando el algoritmo de
la divisién iterativamente, como explicamos a continuacion:

n=aqy+ro algoritmo de la division aplicado a n y a
Qo = aqy + ry algoritmo de la division aplicado a qg v a
Q1 = agqs + 73 algoritmo de la division aplicado a ¢; y a

El proceso acaba cuando en el paso j ocurre que ¢; = 0. Entonces, n =1y +ria+ ...+ r;a’.
Problema 1. Expresa el nimero 51 en base 2 y en base 3.

Problema 2. Explica por qué el proceso de obtencién de los r; descrito anteriormente funciona. Explica
también usando el Teorema 1 por qué la expresion de n en base a es Unica, es decir, que si n = ro+ ria +
rea? 4+ ... =Tg+1a+71a® + ..., donde 0 < r;,7; < a— 1 para todo i =0,1,2..., entonces r; = 7; para
todoi=0,1,2....

Definicién (Congruencia médulo n). Sea n un ndmero natural. Decimos que dos enteros a y b son
congruentes modulo n si n divide a a — b. Lo escribiremos como

a=0b(méd n).



El siguiente ejercicio es MUY IMPORTANTE. Asegtrate de que sabes hacerlo antes de seguir
adelante. Si lo entiendes, podras aplicar las congruencias a la resoluciéon de muchos problemas.

Problema 3. Justifica las siguientes afirmaciones usando la definicién anterior.
(a) a =a (méd n)
(b) Sia=0b (mdd n), entonces b = a (mdd n).

(c) Sia=b(mdéd n)y b= c (méd n), entonces a = ¢ (mdéd n). Las propiedades (a), (b) y (c) son
propiedades que también tiene el signo “=".

(d) Sir es el resto que obtenemos al dividir a por n, entonces a = r (méd n). En otras palabras, cuando
trabajamos con congruencias, s6lo nos importan los restos.

(e) Sia=0b (méd n) y ¢ =d (méd n), entonces

e a+c=b+d (méd n),
ea—c=b—d (médn),y

e a-c=0b-d(mbd n).
En otras palabras, podemos sumar, restar y multiplicar con congruencias.

Las congruencias son algo que usamos en nuestro dia a dia, porque las horas son congruencias
modulo 12. Si hacemos congruencias modulo 12, los tinicos nimeros que tenemos que tener en cuenta
segun la parte (d) del Problema 3 son los posibles restos al dividir por 12, es decir, 0,1,2,3,4,...,10,11.
Como 0 = 12 (mdd 12), estos restos representan todas las horas posibles (de la 1 a las 12). Ademas,
estamos acostumbrados a sumar y restar modulo 12. Por ejemplo, si son las 11 y pasan cinco horas, seran
las 4. Con el lenguaje de congruencias, eso es que 11 +5 =4 (méd 12).

El siguiente enunciado seguramente ya lo conoces, pero vamos a usar el ejercicio anterior para de-
mostrarlo. Asegurate de que entiendes la solucién antes de seguir avanzando con la hoja.

Ejemplo resuelto (Criterio de divisibilidad por 3). Demuestra que un nimero es divisible por 3 cuando
la suma de sus cifras es divisible por 3.

Solucion. Sea n un nimero natural. Lo expresamos en base 10 como n = r9+7;-10+75-102+. . ., es decir,
1o es la cifra de las unidades, 71 la de las decenas, 79 la de las centenas, etc. Tenemos que 10 = 1 (méd 3).
Por tanto, por la parte (e) del Problema 3 referente a la multiplicacién, tenemos que 102 = 10- 10 satisface
que 10> =1 (méd 3), y en general, 10 = 1 (mdd 3) para todo i =0, 1,2, .. ..

Por la parte (e) del Problema 3, tenemos que

ro+r1-1047-10°+ ... =rg+ 711+ 72+ ... (mdd 3),

es decir, el nimero n es congruente a la suma de sus cifras médulo 3. Como “ser divisible por 3” es lo
mismo que “ser congruente con 0 médulo 3”7, obtenemos que n es divisible por 3 cuando la suma de sus

cifras es divisible por 3. [
Ejemplo resuelto. ;Cual es la tltima cifra de 12345 en base 77
Solucién: Si la expresién de 1234578 en base 7 es 79 + 11 -7 + 79 - 7 + ..., estamos buscando el

valor de rg, que es el resto de dividir 12345 por 7, asi que 12345°™® = ry (méd 7). Tenemos que
12345 = 7 - 1763 + 4, por lo que la parte (e) del Problema 3 referente a la multiplicacién nos dice que
ro = 45 (méd 7). Calculamos las potencias de 4 médulo 7.

4° =1 (méd 7)

4" =4 (méd 7)

4? =2 (méd 7)

£ =1 (méd 7)



Como 4 = 1, 4%+3 = 4%43 = 4* para todo k entero no negativo, es decir, la lista se repite cada 3 pasos.
Por el criterio de divisibilidad por 3, 6789 = 6 +7+8+9 = 0 (méd 3), por lo que 3™ = 3% = 1 (mdéd 7).
Por tanto, 7o es un nimero entre 0 y 6 (incluidos) tal que ro = 1 (méd 7), y la tnica posibilidad es que
To = 1.

Divisiéon médulo n

En esta hoja utilizaremos un resultado bésico de aritmética: el teorema fundamental de aritmética. Se-
guramente lo has visto antes. Debido a su naturaleza basica, podria parecer que es trivial y no requiere

una demostraciéon. Sin embargo, de hecho, para demostrarlo hace falta de un resultado que ain no has
aprendido: el teorema de Bézout. Lo veras en la siguiente hoja de aritmética.

Teorema 3 (El teorema fundamental de Aritmética). Todo entero positivo n > 1 puede ser representado
exactamente de una unica manera como un producto de potencias de numeros primos:

k
_ 1,2 e (o7
n=py Py Py _Hpilv
i=1

donde p1 < py < ... < pp SOn primos y «; son enteros positivos.
Vamos a resolver las siguientes ecuaciones en congruencias:

Ejemplo resuelto. Encuentra todas las soluciones de estas ecuaciones.

a) 2z =4 (méd 5) d) 2z =6 (mdd 10)
b) 2z =2 (mdéd 5) e) 6z =2 (mdd 10)
¢) 2z =5 (mdd 10) f) 152 =0 (mdd 10)
Solucion. a) =2 (mdd 5) d) = = 3,8 (mdd 10)
b) x =1 (mdd 5) e) x =2,7 (méd 10)
¢) No hay ninguna solucién. . f) =0 (mdéd 2) =0,2,4,6,8, (méd 10)

]

Vemos que algunas ecuaciones en congruencias tienen una solucién, algunas ninguna y algunas tienen
incluso varias soluciones. Vamos a intentar a explicarlo. Si queremos resolver la ecuacion 2z = 4 lo que
vamos a hacer es dividir 4 por 2. jPodemos hacer algo parecido con las congruencias?

Ya sabemos “multiplicar” médulo n. Témate un momento para hacer analepsis! a tu més tierna
infancia y piensa qué significaria “dividir” médulo n. ;Qué significaria decir que 3/2 = 4 (méd 5)7 ;Qué
era el “inverso”? ;Qué tienen que ver dividir con el inverso? ;Qué significaria decir que un nimero es el
inverso de 2 moédulo 57 jPuede ser que todos los niimeros tengan inverso médulo n?

Que yo recuerde, decir que 3/2 = 4 es decir que 2 -4 = 3 (y también que 4 es el inico nimero que
cumple esto). El inverso de n es el (tinico) nimero x que cumple que xn = 1. Dividir es lo mismo que
multiplicar por el inverso. Decir que 3 es el inverso de 2 médulo 5 es decir que 3-2 =1 (mdd 5). No todos
los ntimeros tienen inverso: el 0 no tiene inverso. 2 tampoco tiene inverso médulo 10, porque 2z siempre
es par y no puede ser 1.

Problema 4. Demuestra que si para ciertos a y n la ecuaciéon ax = 1 (méd n) tiene solucién, entonces
s6lo hay una solucién modulo n.

! Analepsis: Pasaje de una obra literaria que trae una escena del pasado rompiendo la secuencia cronolégica. Sin.:
flashback.



Solucion. Si x,x’ son ambas soluciones, entonces

Problema 5. Demuestra que si med(a,n) # 1, entonces az = 1 (méd n) no tiene solucién x.

Solucion. Supongamos que algin primo p divide a a y a n. No puede ser que n|az — 1, porque entonces
plax — 1, y como pla, tiene que ser que p|z. ]

Problema 6. Supén ahora que med(a,n) = 1.
a) Demuestra que si ax =0 (méd n), entonces z = 0 (méd n).
b) Demuestra que si ax = ay (méd n), entonces x =y (mdd n).
¢) Demuestra que los nimeros 0, a, 2a, 3a, . .., (n — 1)a son todos distintos médulo n.
d) Demuestra que existe un tnico = tal que ax = 1 (méd n).

Solucion.  a) Sin|ax, como n y a son primos entre si, n tiene que dividir a z, porque todo primo en la
factorizacién de n no estd en la factorizaciéon de a, y por tanto estd en la de x.

Parte a)
=

b) ar=ay = a(lx —y) =0 r—y=0=>z=y

¢) Como 0,1,2,...,n — 1 son todos distintos médulo n, por la parte b) concluimos que multiplicados
por a siguen siendo todos distintos.

d) Si tomamos los restos de dividir 0, a, 2a, ..., (n — 1)a por n, tenemos n restos distintos (por la parte
(c)) entre 0 y n — 1, asi que tienen que aparecer todos los restos, en particular, za = 1 para algin z.

Para ver que es 1nico, lo hemos hecho hace dos ejercicios.
m

Teorema de inserte su nombre aqui

Modulo n, a tiene inverso si y sélo si @ y n cumplen que. . .

Entonces, médulo n se puede dividir por a, haciendo...

Problema 7. Sea p primo. Supongamos que a*> =1 (mdd p). Entonces a = +1 (méd p).

Solucion. Sia* =1 (méd p), entonces, (a —1)(a+1) =0 (mdd p). Sia—1% 0 (mdd p), existe b € Z tal
que b(a — 1) =1 (méd p). Por lo tanto,

0=b-0=0b-(a—1)(a+1)=(a+1) (méd p).

Luego, a = —1 (méd p). O
Teorema 4 (Teorema de Wilson). Sea p un primo impar. Entonces (p —1)! = —1 (méd p).

Solucion. Como hemos visto para cada nimero a € {1,...,p — 1} existe b € {1,...,p — 1} tal que
ab =1 (méd p). Ademads, a = b sélo en los casos a = 1 y a = p— 1. Por lo tanto, si agrupamos el producto
1-2-...(p—1) en parejas de invertibles, obtenemos que en el producto se quedan sélo 1 y p — 1. Asi que

concluimos que (p—)!'=1-(p—1) = —1 (mdd p). O



Vamos a dar un paso mas en nuestra forma de trabajar con congruencias. Dado un ntimero n natural
y @ un numero entero entenderemos por [a, todos los enteros b € Z que cumplen b = a (méd n). Por
ejemplo, [2]5 = {2,7,—3,—8. — 10008, 127, ...}. Esta nueva notacién evita escribir cada vez = (méd n).

Con esta notacién tenemos que [al,, + [b], = [a + b, ¥ [a],[b], = [ab],. En total hay n congruencias
(mdd n) y el conjunto de todas las congruencias se denota Z,,. Por ejemplo, Z5 = {[0]s, [1]5, [2]5, [3]5, [4]5}-
La tablas de la suma y la multiplicacion de Zs son las siguientes.

+ [ [0s | [1]5 | [2]s | [3]5 | [4]5 X |05 | s | [2]5 | [3]5 | [4]5
[0]5 | [0]s | [1]5 | [2]5 | [35 | [4]5 [0]5 | [0]s | [0]5 | [0]5 | [0]5 | [Os
(s | [1s | [2]s | [3]5 | [4]5 | [0]5 s | [05 | [1s | [2]5 | [3]5 | [4]s
25 | [2]s | [3]5 | [4]5 | [0]s | [1]5 25 | [0]s | [2]5 | [4]5 | [1s | [3]s
35 | [Bls | [4]5 | [0]5 | [15 | [2]5 3]s | [0]s | [3]5 | [1]5 | [4]s | [2]s
[4]5 | [4]s | [0]5 | [1]5 | 25 | [3]s [4]5 | [0]s | [4]5 | [3]5 | [2]s | [1]s

Las tablas hay que entender de la siguiente forma: el resultado de operacién de a y b esta en la
interseccion de la fila de a y la columna de b.

Problema 8. Construye la tabla de multiplicacion de Zg.
El teorema de Wilson se puede interpretar de la siguiente forma. Si p es primo, entonces
H [b, = [—1],-
(0] #[b]p €Zp

Problema 9. Sea n un nimero natural. Demuestra que si n es coprimo con a € Z. Entonces cuando [b],,
recorre todas las congruencias modulo n, [a],[b], también las recorre y ademds cada congruencia aparece
exactamente una vez. (En la tabla de multiplicacién de Z,, [a],[b], son los elementos que estan en la fila
que corresponde a [a],).

Solucion. Es el Problema 6(c). O

Teorema 5 (El pequeno teorema de Fermat). Sea p un nimero primo. Sia no es divisible por p, entonces
a?~! =1 (méd p).

Solucién. Queremos ver que [a?~1], = [1],. Por el Teorema de Wilson el producto de todas las congruencias
coprimas con p nos dan [—1],. Por lo tanto, por el Problema 9, también tenemos que

H [a]p[b], = [—1],.
[01p#[blp €Zyp
Este producto es igual a
laly[bl, = ([al,)P~" - H [b], = [, - [=1],.

[0]p#[bpE€Zp [0]p#[blpEZp

Es decir, [a?7Y], - [-1], = [~1],. Por lo tanto, [a?~] = [1],,. O

Problemas

Problema 10. Halla todos los positivos n tales que (n + 1)|(5n + 17)

Solucion. Supongamos que (n + 1)[(5n 4+ 17). También sabemos que (n + 1)|5(n + 1), por tanto, (n +
)|(5n 4+ 17 — 5n — 5), (n+ 1)|12, de modo que n + 1 debe ser uno de los divisores de 12. Conclusion:
ne{1,2,3,5 11}

[



Problema 11. ;Qué resto da 222...2111...1555...5 entre 67 En este niimero hay 301 doses, 300 unos y 300
cincos.

Solucion. Si sumamos las cifras, la suma serd 300 - (5 + 2+ 1) 4 2, por lo que es congruente con 2 médulo
3. Los ntimeros 3k + 2 pueden dar dos restos distintos médulo 6: 2 y 5. Como nuestro niimero es impar,
hay que elegir la segunda opcién.

O

Problema 12. Se sabe que
35!=1-2-3-...-35=10333147966386144929+66651337523200000000.

L Qué cifra estd sustituida por el asterisco?

Solucion. Como 35! es multiplo de 9, sus cifras deben sumar un multiplo de 9. Por esto, la cifra escondida
es el 6.
m

Problema 13. Busca todas las soluciones en ntimeros enteros de la ecuacién z? + y? = 10003

Solucién. Tanto x? como y? pueden dar restos 0 o 1 médulo 4, por lo que su suma médulo 4 no puede dar
resto 3. Esta ecuacién no tiene soluciones en enteros.

O
Problema 14. El nimero compuesto por 100 ceros, 100 unos y 100 doses, jpuede ser cuadrado perfecto?

Solucion. La suma de las cifras de nuestro nimero da 300. Es multiplo de 3 pero no es multiplo de 9. Sin
embargo, si un cuadrado perfecto es multiplo de 3, siempre es multiplo de 9.

[]

Problema 15. En la suma
B

M
+ M
XY 7

C
C
0

cada letra representa una cifra distinta (del 0 al 9), y ni B ni M ni X pueden ser iguales a 0. Determina
los valores de cada letra.

Solucion. Mirando a la columna de las unidades observamos que la cifra de las unidades de 2C' es 0, por lo
que C' = 5. Ahora, mirando la columna de las decenas, observamos que la cifra de las unidades de 2M + 1
es 7,y esto nos dice que M =3 o M = 8.

Si M = 3, entonces mirando a la cifra de las centenas obtenemos que B = Y y por tanto X = 0.
Sabemos que X # 0, asi que descartamos este caso.

Si M = 8, entonces B+ 1 = 10X + Y, es decir, la cifra de las unidades de B+ 1 es Y y la de las
decenas es X. Como X #0y B+ 1 <9+ 1 =10, la tnica posibilidad es que Y =0, B=9y X = 1.

Por tanto, la soluciones C =5, M =3,Y =0, B=9y X =1.

]

Problema 16. Sea mcd el maximo comun divisor de dos niimeros enteros positivos y mem su minimo
comun multiplo. Supongamos que A, By C son tres nimeros enteros positivos que satisfacen:

mcd(A, B) =2, mcm(A, B) = 60,
mecd(A,C) =3, mem(A4,C) =42.

Determina el valor de A, By C.



Solucion. med(A, B) = 2 nos dice que existen dos nimeros enteros positivos n y m tales que A = 2n,
B =2m y mcd(n,m) = 1. Ademds, mem(A, B) =2-n-m = 60, por lo que n-m = 30.
mcd(A, C) = 3 nos dice que existen dos nimeros enteros positivos k y [ tales que n = 3k, C = 3l, y
med(2k,1) = 1. Ademéds, mem(A,C) =6-k-1 =42, por lo que k-1 = 7. Ademds, sabemos que n = 3k es
un divisor de 30, por lo que k no puede ser 7. Por tanto, la ecuaciéon k-1 =7 implicaque k =1yl =7.
Por tanto, C =21, n =3, m =10, A=6y B = 20.
m

Problema 17. Demuestra que a partir de determinado N los primos son menos de un tercio de todos los
numeros. ;Es verdad que a partir de un determinado ntimero son menos de un cuarto?

Solucion. Consideremos los nimeros 6k, 6k + 1,6k + 2,6k + 3,6k + 4,6k + 5. Entre ellos al menos 4 son
compuestos si £ > 0. Entre los primeros 5 hay solamente 1 compuesto, pero, como hemos visto antes, hay
un sexteto de nimeros seguidos que son todos compuestos.

Podemos hacer algo parecido para 2-3-5-7-11. En cada grupo de 2970 nimeros habréa como mucho
720 coprimos con 2970, que es menos de un cuarto. Si te interesa el tema, puedes estudiar la demostracion

de Euler de que el porcentaje de primos tiende a cero.
m

Problema 18. Factoriza el ntimero 23° — 1 completamente como producto de nimeros primos.

Solucién. Explicamos cémo hacerlo sin necesidad de usar calculadora. Tenemos que 23 —1 = (21%)2—12 =
(285 4 1)(25 — 1) = ((25)° + 1)((2°)° - 1).
Para todo ntimero real x tenemos que 2° — 1= (z — 1)(z* + 2+ 1),y 2 + 1= (z + 1)(2* —x + 1).
Por tanto,
20 1 =(224+1)(2"° =22+ 1)(2° = 1)(2'° 4+ 2° + 1) = 33-993 - 31 - 1057.

Ahora, 33 =3-11 (3 y 11) son primos, 993 = 3-331, y 1057 = 7- 151. El nimero 31 es primo porque
no es divisible por 2,3 ni 5, y 72 = 49 > 31. El ntimero 151 es primo porque no es divisible por 2,3,5,7
ni 11, y 13?2 = 169 > 151. El ndmero 331 no es divisible por 2, 3,5 claramente, tampoco es divisible por
7, no es divisible por 11 porque la suma alternada de sus cifras no lo es, se puede comprobar que no es
divisible por 13 ni por 17, y 192 = 361 > 331, por lo que 331 es primo. Por tanto,

230 _1—=3%2.7.11-31-151 - 331.

es la factorizacién de 23° — 1 en nimeros primos.

También se puede hacer de manera relativamente rapida si en el paso inicial sélo llegamos a que
230 —1 = (2" +1)(2% — 1), ya que tanto 2! +1 y 2! — 1 son ntimeros de 5 cifras, y los podemos factorizar

por fuerza bruta.
O

Problema 19. Un grupo de m amigos tiene n magdalenas iguales. Quieren dividir las magdalenas entre
todos de manera que cada amigo reciba la misma cantidad, y lo quieren hacer dividiendo cada magdalena
en algin nimero de partes (que no tienen por qué ser iguales, ni cada magdalena estar dividida de la
misma forma), y luego asignando una o varias de esas partes a cada persona.

1. Sim =3 yn =5, demuestra que pueden dividir las magdalenas de manera que todas las piezas sean
estrictamente mas grandes que % de magdalena.

2. Sim =5y n = 3, demuestra que pueden dividir las magdalenas de manera que todas las piezas sean
estrictamente més grandes que % de magdalena.

20

Solucion. 1. Cada persona tiene que recibir g = {; magdalenas. Tenemos que =z 5 > 1§
5

iz ~ % > 13 3
dividimos 4 de las magdalenas en una parte de % de magdalena y otra de {5, y la tltima magdalena
en 2 partes iguales, tenemos que % + % + % + % = % + 1—72 + % = %. Por tanto, podemos asignar
a una persona las cuatro partes de tamaifio -, v a cada una de las otras dos personas dos partes de

127
~ 7 ~ 1
tamano 35 y una parte de tamano 3



' . P ST _ 796 <1< Ll dividi
2. Cada persona tiene que recibir g ;g magdalenas. Tenemos que 270 > 260 > }1 > é Si dividimos
dos de las magdalenas en dos partes de % de magdalena y otra de %, y la ultima magdalena en 4

rtes igu nem ue 3 + = = = + 5 = 3=, r tan m ignar a un rson
artes iguales, tenemos que }l + 270 260 + 260 ;3 Por tanto, podemos asignar a una persona las
dos partes de tamano 2%, y a cada una de las otras cuatro personas una parte de tamano % y una

parte de tamano }l.

]

Problema 20. 1. Esta es la identidad de Sophie-Germain. Por desgracia, esta identidad es un simple
truco que los profesores odian y que no quieren que conozcas. Por este motivo, parte esta censurada
(algunas partes de la identidad estédn ocultas). Encuentra qué esconde la censura:

a* +4b' = (a® + 20> + B)(® + O )

2. Demuestra que n* + 4™ nunca es un nimero primo para ningin natural n.
Solucion. 1. En realidad, es una suma por diferencia:

((a® 4 2b%) + 2ab)((a® + 2b?) — 2ab) = (a® + 2b%)* — 4a*V? = a* + 4a*V? + 4b* — 4a®b* = o’ + 4b".

2. Sin es par, n*+4" es un ntimero par mayor que 32, as{ que n es impar, y podemos escribir n = 2k+1:

4 Sophie-Germain (

nt 44" =nt 4+ 4.4 =t 1 4. (2F) n? +2(25)* 4 2n - 27)(n? 4 2(2F)* — 2n - 27).

Asi que se factoriza. Te dejo que demuestres que ambos factores son mayores que 1.
m

Problema 21. Un ntmero de 2025 cifras es multiplo de 27. Lo escribimos en circulo y lo rotamos varias
posiciones. Demuestra que este nuevo nimero de 2025 cifras también es multiplo de 27.

Solucion. Basta demostrar que si colocamos la ultima cifra al principio el nuevo ntimero sera también
miultiplo de 27 (para el caso general aplicaremos este procedimiento las veces que haga falta).

Sea el nimero original N = ag+ 10a; + 10%as + ... + 102%a9004. Sea M = a3 + 10 as + ... + 1022 a4094,
entonces 27|N = ag + 10M. Queremos demostrar que 27| M + 102°?Yqy. Restemos estos dos nimeros, si la
resta es miltiplo de 27, lo hemos conseguido:

R = (M +10"**ay) — (ag + 10M) = ao(10**** — 1) —9M

10R = ag(10%%° — 10) — 90M = ao(10%°% — 1) — 9(ag + 10M) = a¢(10*%° — 1) — 9N

Ahora bien, en esta tltima resta 27]10%°%° — 1 (porque son 2025 nueves) y 27|9N.
[

Problema 22. En el nimero A han cambiado las cifras de orden y han llamado el niimero resultante B.
La resta A — B = 11...1 esta compuesta por n unos. ;Cudl es el minimo n posible?

Solucion. Los nimeros A, B son congruentes modulo 9 ya que el resto de division entre 9 coincide con el
resto de division de la suma de sus cifras, que es la misma. Por tanto, el minimo n posible debe ser 9.
Ejemplo:

9012345678-8901234567 = 111111111

O

4

Problema 23. Encuentra todas las soluciones de la ecuacién m* = n® 4+ 137 que sean ntimeros enteros

positivos.



Solucion. Método 1: Tomamos congruencias médulo 7, y calculamos los cubos y las potencias cuartas

r=0|oz=1|z=2|zc=3|z=4|2=5|2=6

xt = 0 1 2 4 4 2 1
3 = 0 1 1 6 1 6 6
2 4+ 137 = 4 5 5 3 5 3 3

Como ningun elemento de la tercera fila es igual a ningiin elemento de la primera fila, esta ecuacion
no tiene ninguna solucién en los niimeros enteros, y por tanto ninguna solucién en los enteros positivos.

Método 2: Hacer lo mismo con congruencias modulo 13. Las potencias cuartas modulo 13 son
0,1,3,9 y los cubos son 0,1,5,8,12. Por tanto m* — n® = 7 mod 13 es imposible, y no hay ninguna
solucién.

]

Problema 24. Amancio tiene una fabrica donde se embotella zumo de naranja. Esta preparando un
envio de 1.000.000 de botellas de zumo de naranja cuando se entera de que un error en la fabrica ha
provocado que una de las botellas esté envenenada. Nadie sabe qué botella es, pero Amancio tiene solo
20 tests de deteccién de veneno. Cada test se puede usar sélo una vez, pero puede llevarlo a cabo con
cualquier cantidad de zumo de naranja que desee, y detectara si la muestra contiene veneno sea cual sea la
concentracion de veneno en la muestra. ;Cémo puede determinar Amancio qué botella esta envenenada?

Solucion. Numeramos las botellas del 1 al 1.000.000 en binario. El nimero 1.000.000 escrito en binario es
11.110.100.001.001.000.000,

que tiene 20 digitos.

En el test nimero ¢ (donde ¢ va del 1 al 20) echamos un poquito de cada zumo que tiene un 1 en
el digito en binario correspondiente a la potencia 2:~!. Por ejemplo, echaremos un poco del zumo de la
botella nimero 1.000.000 en los tests nimero 20,19,18,17,15,10 y 7. Sea a; = 0 si el test ¢ no detecta
veneno, y a; = 1 si el test ¢ detecta veneno. La botella envenenada sera la niimero

a1—|—a2-2—|—a3'22—i—...—|—a20~219.
[l

Problema 25. Demuestra que si n es un niimero entero positivo para el cual 2+ 2+/1 + 12n? es un niimero
entero, entonces 2 + 2v/1 + 12n? es un cuadrado perfecto.

Solucion. Sea m = 2 + 2v/1 + 12n2. Tenemos que 1 + 12n? = (% — 1)2, por lo que

2
12n2:mI—m

y por tanto
24.3.n? = m(m — 4).

Si m fuese impar, m - (m — 4) seria impar, asi que esto es imposible. Si m fuera par pero del tipo 4k + 2
para algin entero k, entonces la mayor potencia de 2 que dividirfa a m(m — 4) serfa 4, por lo que esto es
imposible. Por tanto, m es multiplo de 4, es decir, existe un entero positivo k tal que m = 4k, por lo que

3n2 = k(k —1).

Como 4 es un cuadrado perfecto, basta demostrar que k es un cuadrado perfecto. kK = 1 es un cuadrado
perfecto, y la ecuacion anterior nos dice que k no puede ser 2, por loque podemos asumir que k > 3.
En ese caso, notemos que k y k — 1 son enteros positivos mayores que 1 que no tienen ningun factor
primo en comun, y por tanto se pueden escribir como producto de nimeros primos tales que los primos
de la factorizacién de £ — 1 no aparecen en la de k y viceversa. Teniendo esto en cuenta, la ecuacion
3n? = k(k — 1) nos dice que, salvo el 3, los niimeros primos de las factorizaciones de k y k — 1 aparecen al
cuadrado, por lo que tenemos dos opciones:



e Existen dos ntimeros enteros > 1 e y > 2 tales que zy = n, k = 322, k — 1 = y2.
e Existen dos nimeros enteros z > 1 e y > 2 tales que zy = n, k = 3%, k — 1 = 3a2°.

Para acabar el ejercicio basta descartar la primera de estas dos opciones. Si la primera opcién fuera cierta,
322 — 1 = y?. Médulo 3, tendriamos que y> = 2 mod 3, y como los cuadrados médulo 3 son 0 y 1, esto
es imposible. Por tanto, la primera opciéon no puede ocurrir, y esto concluye nuestra demostracion de que

k (y por tanto m) es un cuadrado perfecto.
O

Problema 26. Juan Carlos y Cris estan jugando a un juego con n monedas en una mesa. Se turnan
quitando 2, 5 o 6 monedas en cada turno. Pierde la persona que en su turno no puede quitar 2, 5 o 6
monedas. Si Juan Carlos es el primero en jugar, ;para qué valores de n tendra una estrategia ganadora??

Solucion. Veamos que Cris tiene estrategia ganadora si el resto de dividir n entre 11 es 0, 1, 4 u 8, y que
Juan Carlos tiene estrategia ganadora en caso contrario, es decir, si el resto de dividir n entre 11 es 2, 3,
5,6,7,9, 0 10.

Sea n = 11q + r, con q el cociente y el resto de n al dividir por 11. Lo demostramos por induccion
sobre ¢g. El caso base es ¢ = 0:

e Cris tiene estrategia ganadora si hay 0, 1, 4, u 8 monedas en la mesa. Si hay 0 o 1 gana au-
tomaticamente. Si hay 4, Juan Carlos quitara 2 monedas, Cris otras 2 y ganard. Si hay 8, si Juan
Carlos quita 6, Cris quitara 2 y gana; si Juan Carlos quita 5 Cris quitara 2 y gana, y si Juan Carlos
quita 2, Cris quitara 6 y gana.

e Juan Carlos tiene estrategia ganadora si hay 2,3,5,6,7,9,10. En los dos primeros casos Juan Carlos
quitard 2 monedas; en el caso de 5 monedas quitara 5; en los dos siguientes 6; en el caso de 9 quitara
5, luego Cris 2 y Juan Carlos 2; y en el caso de 10 quitard 6, luego Cris 2 y Juan Carlos 2.

Por tanto queda demostrado el caso base.
Supongamos que el resultado esta demostrado para k monedas siempre que el cociente de dividir k
entre 11 sea menor o igual que m, con m > 0. Supongamos que hay n = 11¢ + r monedas, con ¢ = m + 1.

e Veamos que Cris tiene estrategia ganadora si r = 0, 1, 4, u 8. Si Juan Carlos quita 5 o 6 monedas
de la mesa, Cris quitard 6 o 5 respectivamente y asi a Juan Carlos le quedardan 11(q — 1) monedas
en la mesa, por lo que Cris gana por hipétesis de inducciéon. Por tanto, sélo tenemos que comprobar
qué pasa si Juan Carlos quita 2 monedas de la mesa

— Sir = 0: Si Juan Carlos quita 2 monedas de la mesa, Cris quitard 5 y asi a Juan Carlos le
quedaran 11(qg — 1) + 4 monedas en la mesa, por lo que gana Cris por hip6tesis de induccién.

— Sir = 1. Si Juan Carlos quita 2 monedas de la mesa, Cris quitard 6 y asi a Juan Carlos le
quedaran 11(¢ — 1) + 4 monedas en la mesa, por lo que gana Cris por hipétesis de induccién.

— Sir = 4: Si Juan Carlos quita 2 monedas de la mesa, Cris quitard 2 y asi a Juan Carlos le
quedaran 11g monedas en la mesa. Este es el caso r = 0, que ya lo hemos analizado, y Cris
puede asegurarse ganar.

— Sir = 8: Si Juan Carlos quita 2 monedas de la mesa, Cris quitarda 6 y asi a Juan Carlos le
quedaran 11g monedas en la mesa. Este es el caso r = 0, que ya lo hemos analizado, y Cris
puede asegurarse ganar.

e Veamos que Juan Carlos tiene estrategia ganadora si r = 2,3,5,6,7,9, 10.

— En los dos primeros casos Juan Carlos quitard 2 monedas, dejando 11¢ u 11¢ + 1 monedas en
la mesa en un juego donde él juega segundo. Este caso ya lo hemos analizado, y ganard Juan
Carlos.

2Juan Carlos tiene una estrategia ganadora si, juegue Cris de la manera que juegue, Juan Carlos siempre puede contrar-
restar los movimientos de Cris de manera que se asegure que acabarad ganando



— En el caso r = 5 Juan carlos quitara 5 monedas, dejando 11¢ monedas en la mesa en un juego
donde él juega segundo. Este caso ya lo hemos analizado, y ganard Juan Carlos.

— En los casos r = 6 o r = 7 Juan Carlos quitara 6 monedas, dejando 11¢ u 11¢ + 1 monedas en
la mesa en un juego donde él juega segundo. Este caso ya lo hemos analizado, y ganard Juan
Carlos.

— En el caso r = 9 Juan carlos quitarda 5 monedas, dejando 11¢ + 4 monedas en la mesa en un
juego donde él juega segundo. Este caso ya lo hemos analizado, y ganara Juan Carlos.

— En el caso r = 10 Juan carlos quitara 6 monedas, dejando 11¢ + 4 monedas en la mesa en un
juego donde €l juega segundo. Este caso ya lo hemos analizado, y ganara Juan Carlos.

Esto concluye la demostraciéon del paso de induccion, y por tanto también la solucion a este ejercicio
O

Problema 27. Los digitos de N estan en orden estrictamente creciente. ; Cuanto suman las cifras de 9N7?
Solucion. La respuesta es 9. Llamemos a,, - - - aiag a los digitos de N. Multipliquemos:

am...alao
X 9

Vamos en orden:

1. Cuando multiplico 9 X ag, la dltima cifra es 10 — ag, y me llevo ag — 1. (Si ya he terminado, las cifras
suman 9)

2. Como a; < ag,
9@1-'-@0— 1= 1Oa1+(ao—a1 — 1),
—_——
Entre 0 y 9
asi que al multiplicar 9 x a; y sumar ag — 1 que me llevo, la ultima cifra es ag —a; — 1, y me llevo a;.
3. Vamos a ver por induccién que para ¢ > 2, el digito correspondiente es a; 1 — a;, excepto para i = 1,

que nos da ag — a; — 1, y para ¢ > 1 siempre me llevo a;: ya hemos visto que se cumple para ¢ = 1.
Suponiendo que se cumple para ¢ — 1, entonces a;_1 < a;, y tenemos que

9a; + ai—1 = 10a; + (a1 — a;),
——

Entre 0y 9
por lo que se cumple lo que hemos prometido.
Total, que 9N tiene cifras:
Ay Om—1 — Oy G2 — Q15 - - -, A1 — G, a1 — ag — 1,10 — ay,

que suman 9.

]

Problema 28. MAX ESTRELLA: jDon Latino de Hispalis, grotesco personaje, te inmortalizaré en una
novela! ;Sabias que tu nimero favorito es la suma de las edades de mis tortugas, y que tu niimero favorito
es su producto?
LATINO: Una tragedia. No lo sabia, porque no conozco tu nimero favorito. Si me dijeras tu nimero
favorito y cuantas tortugas tienes, sabria las edades de tus tortugas?
MAX: No. jMe estoy helando!
LATINO: Levantate. Vamos a caminar. Ahora ya sé que tu nimero favorito es. ..

.,Cudl es?



Solucion. La suma es 12. Tiene que ocurrir que para esa sumar, haya algin producto que se obtenga de
dos maneras distintas con el mismo nimero de factores. Esto no ocurre para sumas menores que 12, pero
para la suma 12 si. Estas son todas las maneras de sumar 12 (excepto con un sumando), y el producto
correspondiente. Las maneras de sumar un niimero menor que 11 estan aqui incluidas.

1-11 =11]/1-1-10 =10 1-1-1-9 =9 [[1-1-1-1-8 =8 [[1-1-1-1-1-7 =7
2.10 =20(1-2-9 =18||1-1-2-8 =16[1-1-1-2-7 =14(1-1-1-1-2-6 =12
3.9 =27(1-3-8 =24|[1-1-3.7 =21|/1-1-1-3-6 =36|1-1-1-1-3-5 =15
4.8 =32(1-4-7 =28|[1-1-4.6 =24|/1-1-1-5-4 =20||1-1-1-1-4-4 =16
5.7 =351-5-6 =30||1-1-5-5 =25[1-1-2.2.6 =24|1-1-1-2:2-5 =20
66 =36[2-2-8 =32{[1-2.2.7 =28)/1-1-2-3-5 =30||1-1-1-2-3-4 =24
2.3.7 =42(1-2-3.6 =361-1-2-4.-4 =32(1-1-2-2-2-4 =32
2.4.6 =48(1-2-4.5 =40(1-1-3-3-4 =36/1-1-2-2-3-3 =36
3.3.6 =54(1-3-3.5 =45(1-2.2-2.5 =40(1-2:2-2.2.3 =48
3.4-5 =601-3-4-4 =48(1-2-2-3-4 =48(2-2:2-2.2.2 =64
4-4-4 =64(2-2-2:6 =48(2-2-2-2-4 64
2.2.3.5 =60/2-2-2-3-3 72
2.3.3-4 T2
3.3-3.3 8l
12:1-1-1-1-6 =6 [|1°-1-1-5 =5[16-1-1-4 =4 158-1.3 =3[110.2 =2
12.1-1-1-2-5 =10|[1°-1-2-4 =8|[16.1-2-3 =618.2.2 =4/ 112 1
12:1-1-1-3-4 =12 1°-1-3-3 =516.2.2.2 =38
12.1-1-2:2-4 =16/ 1°-2-2-3 12
12.1-1-2-3-3 18
12.1-2-2-2-3 24
12.2.2.2.2.2 32

(Una posible solucién para) el nimero favorito de Latino de Hispalis es el 12, y el de Max es el 48: Latino,
sabiendo que con la informacién del niimero 48 no tendria suficiente, sabe que el producto de las edades
es 48.

Ahora bien, no es posible que la suma sea mayor que 12: si la suma fuera un nimero N > 13, entonces
siempre hay al menos dos posibles products para los que no puede saber las edades:

2.2...2.6-(S—12)=2-2-3-4- (5 —12) = 48(5 — 12)
2.2.9.-(S—13)=1-6-6-(5 —13) = 36(5 — 13)

Problema 29. ;Existen nimeros enteros a y b para los cuales a? = b'® 4 10047

Solucion. La respuesta es no. Podemos intentar tomar congruencias con distintos moédulos para ver si
esto es posible. La parte mds dificil de calcular va a ser b'?, por lo que idealmente querriamos un mdédulo
para el que calcular b fuese sencillo. Recordamos el pequefio teorema de Fermat, que nos dice que si p
es primo, enconces b = b mod p para todo entero b. Eligiendo p = 31 = 15- 2 4 1, tenemos que

b= (1)’ =b mod 31

y por tanto, 31 divide a b((b'*)? —1). En particular, como 31 es primo, si b no es congruente con 0 médulo
31 entonces (b*)> =1 mod 31. La ecuacién 2> =1 mod 31 tiene como soluciones x = +1. Esto se puede
ver calculando todas los cuadrados modulo 31. De esto concluimos que si b es un nimero entero, entonces
b = —1,0,1 mod 31. Por tanto, si b es un ntimero entero, entonces b'®> 4+ 1004 = b'® + 12 = 11,12,13
mod 31.
Por otra parte, si a es un entero, entonces a? = 0,1,4,9,16,25,5,18,2,19,7,28, 20,14, 10,8 mod 31.
Ninguno de estos nimeros es 11, 12 o 13, por lo que la ecuacién no tiene soluciones enteras.
m



Problema 30. En una pizarra esta escrito el nimero 0. Cada minuto que pasa, Juan Carlos reemplaza
simultaneamente cada 0 de la pizarra por un 1y cada 1 por un 10. Por ejemplo, si el nimero que estuviera
escrito en la pizarra fuera 1100, al minuto siguiente seria 101011. En un momento dado Juan Carlos se
cansa y se va, dejando un nimero N en la pizarra. Si N es divisible por 9, demuestra que N es divisible
por 99.

Solucion. Como 99 =9-11 y 9 y 11 no tienen factores primos en comin, esto es equivalente a demostrar
que si N es divisible por 9 entonces es también divisible por 11.
La sucesién de nimeros en la pizarra después del primer cambio de Juan Carlos es

1,10,101,10110,10110101, 1011010110110, . . .

e El nimero de cifras de los elementos de esta sucesion es 1,2,3,5,8,13,.. ..
e El ntimero de 1’s en la pizarra es 1,1,2,3,5,8, ...

Esto nos recuerda a la sucesion de Fibonacci: esta es la sucesion fq, fa, f3, ... construida recurrentemente
de esta manera: f; =1, fo =1, y paratodon > 3, f,, = fao_1+ fu_2. Observamos que con esta definicion,

fl:17f2:17f3:27f4:37f5:57f6:87f7:137’”

Con esto en mente, podemos hacer las siguientes conjeturas. Si decimos que en el minuto n el niimero
que hay en la pizarra es a,, con a; = 1, as = 10, az = 101, etc,

e Conjetura 1: El nimero de cifras del niimero en la pizarra en el minuto n es f,,,; para todo n > 1.
e Conjetura 2: El nimero de 1’s del nimero en la pizarra en el minuto n es f, para todo n > 1.
e Conjetura 3: a, se obtiene concatenando a,_1 y a,_o para todo n > 3.

Demostremos las conjeturas 1 y 2 a la vez por induccién. El caso base (n = 1) es inmediato.
Supongamos que las dos conjeturas son ciertas para el minuto n, es decir, hay f, 1's y (fnoe1 — fn) 0’s.
Como Juan Carlos cambia los 1’s por 10’s y los 0’s por 1’s, el niimero de cifras en el minuto n + 1 es
2 fo+ (fox1— fu) = fa+ fox1 = fare, v el nimero de 1’s en el minuto n+ 1 es f,, + (fur1 — fn) = foi1-
Esto demuestra que si la conjetura es cierta para el minuto n, también lo es para el minuto n + 1, por lo
que queda demostrado el paso de induccién. Hemos demostrado que nuestras primeras dos conjeturas son
ciertas.

Como la Conjetura 1 es cierta, podemos reescribir la Conjetura 3 como

Conjetura 3: a, = a,_1 - 10/ + a,_o para todon > 2,

donde ap = 0 (el nimero que habia originalmente en la pizarra). Demostremos la Conjetura 3 por
induccién. El caso base (n = 2) es cierto. Supongamos que la Conjetura 3 es cierta para el minuto n,
es decir a, = ap_1 - 10/ + a,,_». Como a,, es el resultado de concatenar a,_; y a,_o, después de los
cambios que hace Juan Carlos obtendremos un nimero que es el resultado de concatenar a,, y a,_1. Esto
demuestra que si la conjetura es cierta para el minuto n, también lo es para el minuto n + 1, por lo que
queda demostrado el paso de induccion. Hemos demostrado que la Conjetura 3 es cierta.

Observamos que f,, es par si y solo si n es divisible por 3, ya que, como los dos primeros términos de
la sucesién son 1 (impar) y los siguientes términos se obtienen como suma de los dos anteriores, la sucesién

es de la forma impar, impar, par, impar, impar, par,.... Por tanto, tenemos que
10f = 1 mod 11 si n es divisible por 3
“ 1 =1 mod 11 si n no es divisible por 3

Recordamos que un nimero es divisible por 9 si la suma de todas sus cifras es divisible por 9. Por la
Conjetura 2, esto nos dice que a,, es divisible por 9 si y solo si f,, es divisible por 9. Médulo 9, la sucesiéon
de Fibonacci es 1,1,2,3,5,8,4,3,7,1,8,0,8,8,7,6,4,1,5,6,2,8,1,0,1,1,2,.... Asi, vemos que modulo 9,



la sucesion de Fibonacci tiene periodo 24, y que f,, es divisible por 9 si y s6lo si n = 0,12 mod 24. Por
tanto, hemos demostrado que a,, es divisible por 9 si y solo si n = 0,12 mod 24.

Con esto en mente, el problema nos pide demostrar que si n = 0,12 mod 24, entonces a,, es divisible
por 11. Usando la férmula recursiva a, = a,_1 - 10"~ + a,,_ de la Conjetura 3, calculemos a,, médulo
11: 1,10,2,1,1,0,1,10,2,1,.... La manera de obtener la sucesion es a, = a,—o + a,—1 mod 11 sin =1
modulo 3y a,, = a,_s — a,_1 en caso contrario. Por tanto, esta sucesion tiene periodo 6, y a,, es divisible
por 11 si y solo si n es divisible por 6. Como los niimeros congruentes con 0 o 12 moédulo 24 son todos
divisibles por 6, esto nos dice que si a,, es divisible por 9, entonces es divisible por 11, concluyendo nuestra
demostracion.

O

Problema 31. Seis matemaéticas se colocan formando un corro. Se les pone a cada uno de ellas un gorro
que esta pintado de manera aleatoria de rojo o de azul. Ninguna de las matematicas puede ver el color
de su gorro, pero si puede ver el color del gorro de las otras cinco matematicas. Si las matematicas
pueden elegir una estrategia conjuntamente de antemano, describe una estrategia que pueden seguir para
maximizar la probabilidad de que todas ellas adivinen correctamente el color de su gorro en silencio, y
calcula esa probabilidad.

Por ejemplo, si siguieran la estrategia de adivinar aleatoriamente, tendrian una probabilidad de 2% de
acertar todas. Sin embargo, si siguieran la estrategia de decir el mismo color del gorro de la matematica
que esta dos puestos a la derecha, acertarian si todas tuvieran el gorro rojo, todas azules, o los gorros fueran
alternando entre azul y rojo en el circulo, es decir, acertarfan en 4 ocasiones de 2° posibles. Por tanto, la

probabilidad de acertar todas con esta estrategia es % = %, y esto es mejor que adivinar aleatoriamente.

Solucion. Empezamos viendo que la probabilidad buscada no puede ser mayor que % Una persona concreta
puede tener un gorro de color rojo o azul. Si el resto de personas tiene una configuracion de colores en los
gorros concreta, la estrategia le hara adivinar azul o rojo, pero sélo adivinara en la mitad de ocasiones.
Por tanto la probabilidad de que todas las matematicas acierten no puede ser mayor que esto.

Veamos que la probabilidad % se puede alcanzar. Identificamos el color azul con el nimero 1 y el
color rojo con el nimero 0. Cada matematica dird que lleva un gorro azul si la suma de los nimeros
correspondientes a los gorros del resto de matematicas es congruente con 1 médulo 2, y dird que lleva un
gorro rojo si esa suma es congruente con 0 médulo 2. Todas las matematicas acertaran si y sélo si la suma
de los niimeros correspondientes a los gorros de las seis matematicas es congruente con 0 médulo 2, y eso
ocurre en la mitad de ocasiones.

]



