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El teorema de Bezout

Consideremos el problema de verter una cantidad especifica de liquido utilizando dos (a veces tres) reci-
pientes vacios. Solo se permiten dos operaciones: vaciar un recipiente y llenar otro hasta el borde.

Una persona tiene un barril con 12 pintas de vino y quiere regalar la mitad del vino, pero no tiene un
recipiente de 6 pintas. Sin embargo, tiene dos recipientes vacios de 8 pintas y 5 pintas. ;Como se puede
verter exactamente 6 pintas de vino utilizando estos recipientes?

Este es el problema més conocido de este tipo; se llama el problema de Poisson. El famoso matemaético,
y fisico francés Siméon Denis Poisson (1781-1840) lo resolvié en su juventud y posteriormente dijo que este
problema fue lo que lo inspir6 a convertirse en matematico.

La solucion al problema se puede escribir de la siguiente manera:

Recipiente de 8 pintas [0 [ 8 | 3|3 |0 |8 6|6
Recipiente de 5 pintas [0 [0 | 5[0 |33 [5|0

Debes entenderlo de la siguiente manera. Al principio, ambos recipientes estan vacios (primera
columna). Llenamos el recipiente de 8 pintas (segunda columna), luego llenamos el recipiente de 5 pintas
desde el primero (tercera columna), luego vertemos esas 5 pintas del recipiente mas pequeno al barril que
contenia 12 pintas (cuarta columna), luego transferimos 3 pintas de vino del recipiente de 8 pintas al
recipiente de 5 pintas (quinta columna) y asi sucesivamente hasta que el recipiente més grande tenga 6
pintas de vino.

Intenta resolver el problema de otra manera, llenando primero el recipiente de 5 pintas. ;No sera la
solucion mas corta?

Resuelve los siguientes problemas.

Problema 1. ;Cémo se puede obtener exactamente 1 litro de agua de un rio utilizando dos bidones vacios,
uno de tres litros y otro de cinco litros?

Problema 2. ;Es posible recoger exactamente 4 litros de agua del rio utilizando dos cubos vacios, uno
de 12 litros y otro de 9 litros?

Pensemos en la generalizacién del apartado anterior. Supongamos que tenemos dos recipientes vacios
con capacidades de a litros y b litros, y se necesita recoger exactamente c litros de agua del rio, donde a, b
y ¢ son numeros naturales, y ¢ no supera el nimero mas grande entre a y b. Si el nimero ¢ no es divisible
por el médximo comun divisor de los niimeros a y b, entonces, de manera similar a lo anterior, no es posible
lograrlo.

(Recordatorio: d es el méximo comun divisor de a y b si d divide a ambos y es el més grande con esta
propiedad.)

Problema 3. ;Qué sucede si ¢ es divisible por el maximo comun divisor de los nimeros a y b7 Demuestra
&

que en este caso, el problema siempre tiene una solucién. En particular, esto siempre es posible si los

nimeros a y b son coprimos.



(Ayuda 1: usa la identidad de Bezout: si el méximo comun divisor de a y b divide a ¢ entonces ¢ se
puede expresar como ¢ = a -z + b -y, donde x,y son enteros.
Ayuda 2: si te resulta dificil trabajar con letras, piensa que a = 8 y b= 11.)

Teorema 1 (La identidad de Bezout). Si el mdzimo comin divisor de a y b divide a ¢ entonces ¢ se puede
expresar como ¢ = a-x + b -y, donde x,y son enteros.

Demostracion. Tomemos el conjunto
S={ar+by>0:z,y€cZ}

Sin pérdida de generalidad, supongamos que a < b. Entonces, b — a > 0 esta en S, por lo que S es
un conjunto no vacio de nimeros naturales positivos. Entonces existe un elemento minimo d € S, que
sabemos que tiene la forma ax’ 4+ by’. Existen ¢ y r con 0 < r < d tal que a = qd + r.

Pero entonces r = a — gd es un ntimero no negativo de la forma ax + by, pero mas pequeno que d, por
lo que debe ser necesariamente cero. Esto significa que d divide a a. Por un argumento completamente
analogo, se sigue que d divide a b. Entonces, d es un divisor comuin de a y b. Pero si e es cualquier divisor
comun de a y b, debe dividir a d = ax’ + by’. Segun la definicién del méaximo comun divisor, acabamos de
demostrar que d = azx’ + by’ es el maximo comun divisor de a y b.

Si d divide a ¢, entonces esta claro que ¢ también se puede expresar como c=a-x + b - y. O

Observamos que la demostracion anterior proporciona una propiedad adicional del méximo comun
divisor d de a y b: si e divide a a y a b, entonces e divide a d.

Ahora planteamos la siguiente pregunta. Dados a,b € Z, ;jcomo encontrar x,y € 7Z tales que
med(a,b) = x-a+y-b? Antes de contestar a esta pregunta, resolvemos primero el siguiente ejercicio.

Problema 4. Sean a,b,q,r € Z, tales que a = ¢ - b+ r. Demuestra que mcd(a,b) = med(b, r).

Este ejercicio nos proporciona una forma muy répida de calcular med(a,b). En vez de formular el
algoritmo de manera formal veamos un ejemplo. Este algoritmo se llama el algoritmo de Euclides.

Ejemplo resuelto. Calcula med(1026,873) sin factorizar los nimeros.

Solucion. El algoritmo de Fuclides consiste en sucesivas divisiones entre los nimeros dados hasta llegar a
un cociente de cero. El ultimo divisor no nulo es el maximo comun divisor de los niimeros originales.

Dividimos 1026 por 873: 1026 = 1 - 873 + 153. El Ejercicio 4 nos dice que mcd(1026,873) =
med (873, 153).

Ahora, dividimos 873 por 153: 873 = 5 - 153 + 18. Entonces med (873, 153) = med(153, 18).

Luego, dividimos 153 por 18: 153 = 8 - 18 + 9. Tenemos med (153, 18) = med(18,9).

Finalmente, como 18 = 2 - 9, obtenemos que

med (1026, 873) = med(873,153) = med(153,18) = med(18,9) =9. O

Ahora podemos explicar como obtener los coeficientes en la identidad de Bezout. Otra vez en vez de
explicar el procedimiento formalmente presentaremos un ejemplo. El algoritmo que usamos se llama el
algoritmo inverso de Euclides.

Ejemplo resuelto. Encuentra algunos eneros = e y que cumplen med(1026,873) = 1026 - x + 873 - y.

Solucion. Recuperamos las igualdades aparecidas cuando aplicamos el algoritmo de Euclides para calcular
med(1026, 873), escribiendo las de esta forma

153 = 1026 —1-873
18 = 873 —-5-153
9 = 153-8-18



El proceso es ir sustituyendo desde abajo hacia arriba. En la tltima ecuacion sustituimos 18 y agrupamos
los terminos:

9=153—-8-18 =153 —8- (873 —5-153) =41 - 153 — 8 - 873.
Ahora sustituimos 153 y agrupamos:
9=41-153—-8-873 =41-(1026 —1-873) — 8- 873 = 41 - 1026 — 49 - 873.
Por lo tanto x = 41 e y = —49 son soluciones buscadas. O
Problema 5. Encuentra algunos enteros x e y que cumplen
1. med(1067,893) = 1067 - = + 893 - .
2. med(2037,1512) = 2037 - x + 1512 - y.

Divisién médulo n
Uno de los propdsitos de esta seccion es demostrar el Teorema fundamental de Aritmética.

Teorema 2 (El teorema fundamental de Aritmética). Todo entero positivo n > 1 puede ser representado
exactamente de una unica manera como un producto de potencias de numeros primos:

k
_ 1,2 ol o
=Py P2 Py —sz‘la
i=1

donde p1 < pa < ... < P Son primos y o; son enteros positivos.

Seguramente lo has visto antes y te parece tan evidente que piensas que no requiere demostracion.
Sin embargo, su demostracion rigurosa no es tam sencilla y requiere el teorema de Bezout que acabamos
de ver.

Vamos a resolver las siguientes ecuaciones en congruencias:

Ejemplo resuelto. Encuentra todas las soluciones de estas ecuaciones.

a) 2z =4 (méd 5) d) 2z =6 (mdd 10)
b) 2z =2 (mdéd 5) e) 6z =2 (mdd 10)
¢) 2z =5 (mdd 10) f) 152 =0 (mdd 10)
Solucion.  a) x =2 (mdd 5) d) x = 3,8 (méd 10)
b) z =1 (méd 5) e) =2,7 (méd 10)
¢) No hay ninguna solucién. . f) = (mdéd 2) =0,2,4,6,8, (méd 10)

]

Vemos que algunas ecuaciones en congruencias tienen una solucién, algunas ninguna y algunas tienen
incluso varias soluciones. Vamos a intentar a explicarlo. Si queremos resolver la ecuacion 2x = 4 lo que
vamos a hacer es dividir 4 por 2. jPodemos hacer algo parecido con las congruencias?

Ya sabemos “multiplicar” mdédulo n. Témate un momento para hacer analepsis! a tu més tierna
infancia y piensa qué significarfa “dividir” médulo n. ;Qué significarfa decir que 3/2 =4 (méd 5)7 ;Qué
era el “inverso”? ;jQué tienen que ver dividir con el inverso? ;Qué significaria decir que un niimero es el
inverso de 2 médulo 57 jPuede ser que todos los niimeros tengan inverso modulo n?

! Analepsis: Pasaje de una obra literaria que trae una escena del pasado rompiendo la secuencia cronolégica. Sin.:
flashback.



Que yo recuerde, decir que 3/2 = 4 es decir que 2 -4 = 3 (y también que 4 es el inico nimero que
cumple esto). El inverso de n es el (tinico) nimero x que cumple que xn = 1. Dividir es lo mismo que
multiplicar por el inverso. Decir que 3 es el inverso de 2 médulo 5 es decir que 3-2 = 1 (méd 5). No todos
los nimeros tienen inverso: el 0 no tiene inverso. 2 tampoco tiene inverso médulo 10, porque 2x siempre
es par y no puede ser 1.

Problema 6. Demuestra que si para ciertos a y n la ecuacién ax = 1 (méd n) tiene solucién, entonces
s6lo hay una solucién modulo n.

Problema 7. Demuestra que si med(a,n) # 1, entonces az = 1 (méd n) no tiene solucién x.
Problema 8. Supén ahora que med(a,n) = 1.
a) Demuestra que si az = 0 (mdd n), entonces z = 0 (mdd n) (ayuda: usa el teorema de Bezout).

)
b) Demuestra que si ax = ay (méd n), entonces x = y (mdd n).

¢) Demuestra que los nimeros 0, a, 2a, 3a, . .., (n — 1)a son todos distintos médulo n.
d) Demuestra que existe un tnico = tal que ax = 1 (méd n).

Problema 9. Sea p un ntimero primo y a,b € Z. Demuestra que si p divide a ab entonces p divide a a
o p divide a b. (Queremos usar este ejercicio para demostrar el teorema fundamental de Aritmética. Por
eso no usa el teorema fundamental de Aritmética para resolver este ejercicio).

Ahora podemos demostrar el Teorema fundamental de Aritmética.

Demostracion del Teorema fundamental de Aritmética. La existencia de una factorizacién es evidente, porque
cualquier descomposicién en factores tiene que terminar en algin momento.

Para demostrar la unicidad supén que hay dos factorizaciones diferentes y usando el Problema 9 obtén
una contradiccion. O

Problema 10. Sea p primo. Supongamos que a®> = 1 (méd p). Demuestra que a = 41 (méd p).

Vamos a dar un paso més en nuestra forma de trabajar con congruencias. Dado un nimero n natural
y a un ndimero entero, entenderemos por [al,, todos los enteros b € Z que cumplen b = a (mdd n). Por
ejemplo, [2]5 = {2,7,—3,—8. — 10008, 127, ...}. Esta nueva notacién evita escribir cada vez = (méd n).

Con esta notacién tenemos que [al, + [b], = [a + b], ¥ [a].[b], = [ab],. En total hay n congruencias
(mé6d n) y el conjunto de todas las congruencias se denota Z,,. Por ejemplo, Zs = {[0]s, [1]5, [2]5, [3]5, [4]5}-
La tablas de la suma y la multiplicacién de Zs son las siguientes.

+ [ [0]s | [1]s | [2]5 | [3]5 | [4]5 X 1[0 | [1]5 | [2]5 | [3]5 | [4]5
[0]5 | [0]s | [1]5 | [2]5 | [35 | [4]5 [0]5 | [0]5 | [0]5 | [0]5 | [0]5 | [Os
(s | [Us | [2]5 | [3]5 | [4]s | [0]5 (15 | [0]s | [1]5 | [2]5 | [3]s | [4]5
25 | [2]s | [3]5 | [4]5 | [0]s | [1]5 2]5 | [0]s | [2]5 | [4]5 | [1s | [3]s
35 | [Bls | [4]5 | [0]5 | [15 | [2]5 3]s | [0]s | [3]5 | [1]5 | [4]s | [2]s
[4]5 | [4]s | [0]5 | [1]5 | [25 | [3]s [4]5 | [0]s | [4]5 | [3]5 | [2]s | [1]s

Las tablas hay que entender de la siguiente forma: el resultado de operacién de a y b esta en la
interseccién de la fila de a y la columna de b.

Problema 11. Construye la tabla de multiplicacién de Zg.

El teorema de Wilson se puede interpretar de la siguiente forma. Si p es primo, entonces

[0]p#[blp €Zp



Ejemplo resuelto. Sea n un nimero natural. Demuestra que si n es coprimo con a € Z. Entonces cuando
[b],, recorre todas las congruencias modulo n, [al,[b],, también las recorre y ademds cada congruencia aparece
exactamente una vez. (En la tabla de multiplicacién de Z,, [a],[b], son los elementos que estan en la fila
que corresponde a [a],).

Solucion. Es el Problema 8(c). O

Teorema 3 (El pequeno teorema de Fermat). Sea p un nimero primo. Si a no es divisible por p, entonces
a?~! =1 (méd p).

Demostracion. Queremos ver que [a?'], = [1],. Por el Teorema de Wilson el producto de todas las
congruencias coprimas con p nos dan [—1J,. Por lo tanto, por el Problema , también tenemos que

Este producto es igual a

[0lp#[blp€Zp [Olp#[blp€Zp

Es decir, [a?7Y], - [-1], = [~1],. Por lo tanto, [a?~!], = [1],. O

El teorema chino del resto

Se llama el teorema chino del resto por este problema del siglo V, del libro Sunzi Suanjing (El Manual
Matemaético de Sunzi).

Problema 12. Tenemos un nimero indeterminado de cosas. Si las contamos de tres en tres, sobran dos;
de cinco en cinco, sobran tres; y de siete en siete, sobran dos. ;Cuantas hay?

Notemos que podemos escribir el problema de Sunzi como un sistema de ecuaciones.

r = 2 (mdd 3)
x = 3 (mdbd 5)
x = 2 (mbd 7)

Teorema chino del resto

Si n,m son primos entre si, entonces el sistema de ecuaciones

#

tiene una solucion, que es tnica modulo nm.

a (méd n)

b (méd m)

Problema 13. Demuestra el teorema chino del resto. Aqui tienes unas posibles pistas.

a) Demuestra que los restos de un nimero z médulo n y médulo m sélo dependen de su resto médulo
nm. Concluye que para cada resto posible médulo nm, obtenemos una pareja de restos, al dividir
por m y por m.

b) Cuenta cudntos posibles restos médulo nm hay, y cudntas posibles parejas de restos moédulo n y
modulo m hay. Por ejemplo, si n =2 y m = 3, hay 6 posibles parejas:

(0 (méd 2) y 0 (mdd 3)),(1y 0),(0y 1),(1y1),(0y2),(1y?2).



¢) Si tomamos todos los restos posibles, demuestra que todas las parejas de restos (médulo n y médulo
m) son distintas. (Recuerda que n y m son primos entre si). Por ejemplo, para n = 2y m = 3,
obtenemos parejas distintas:

(mdéd 6) || (méd 2) | (méd 3)
0 0 0
1 1 1
2 0 2
3 1 0
4 0 1
D 1 2

d) Demuestra que cada pareja de restos (a,b) se obtiene exactamente para un z.

Si n,m son primos entre si, vamos a describir un método general para resolver el sistema.

&

Observemos que © = a+t-n = b+ s-m para algunos nimeros enteros t y s. Por lo tanto, b—a =t-n—s-m.
Como n,m son primos entre si, el algoritmo inverso de Euclides nos proporciona nimeros enteros to y So
tales que 1 =ty - n — so - m. Por lo tanto, podemos poner t = (b — a)ty y concluir que z = a+ (b—a)ty-n
es una solucién del sistema.

a (méd n)
b (méd m)

Problema 14. Resuelve estos sistemas de ecuaciones (es decir, encuentra todas las soluciones).

r = 0 (mdd 3) r = 2 (mdd 3) r = 1 (mdd 3)
a) ¢ = 0 (mdd 5) ¢) ¢ x = 3 (mdd5H) e) ¢ x = 1 (mdbd5)
x = 0 (méd 7) xr = 1 (méd 7) r = 2 (méd 10)
x = 2 (mdbd 3) r = 8 (mdd 3) r = 1 (mébd 3)
b) ¢ = 2 (méd 5) d) ¢ z = 8 (mdd b) f) < o = 1 (mdd 5)
r = 2 (mbd7) r = 8 (mdd 7) r = 6 (mdd 10)

sin suponer que 7 y m sSon coprimos.
Problema 16. Si no hubiera anos bisiestos, calcula cada cuantos anos empezaria el ano en lunes.

Problema 17. Dice Wikipedia que el ano santo de Santiago de Compostela ocurre los anos en los que
el 25 de julio es domingo. Esto sucede con una cadencia regular de 6-5-6-11 afios?. También dice que las
cigarras del género Magicicada que salen del subsuelo a reproducirse cada 13 anos y otras cada 17. En
2024, coincidiran las 2 en Illinois (de las poblaciones XIX y XIII, me podéis verificar la informacién).

e Explica qué es eso de la cadencia regular de 6-5-6-11 anos.

e Los ultimo cuatro anos santos fueron 1999, 2004, 2010 y 2021. ;Cuéando serd la préxima vez que
coincida el ano santo con la salida de las poblaciones XIX y XIII)?

2Estoy ignorando lo que pasa cuando el afio es divisible por 100, que no siempre es bisiesto, como bien sabes



Problemas

Problema 18. Un grupo de m amigos tiene n magdalenas iguales. Quieren dividir las magdalenas entre
todos de manera que cada amigo reciba la misma cantidad, y lo quieren hacer dividiendo cada magdalena
en algin nimero de partes (que no tienen por qué ser iguales, ni cada magdalena estar dividida de la
misma forma), y luego asignando una o varias de esas partes a cada persona.

1. Sim =3 yn =5, demuestra que pueden dividir las magdalenas de manera que todas las piezas sean
estrictamente mas grandes que % de magdalena.

2. Sim =5y n =3, demuestra que pueden dividir las magdalenas de manera que todas las piezas sean
estrictamente mas grandes que % de magdalena.

Problema 19. Un ntmero de 2025 cifras es multiplo de 27. Lo escribimos en circulo y lo rotamos varias
posiciones. Demuestra que este nuevo nimero de 2025 cifras también es multiplo de 27.

Problema 20. En el nimero A han cambiado las cifras de orden y han llamado el nimero resultante B.
La resta A — B = 11...1 estd compuesta por n unos. ;Cudl es el minimo n posible?

Problema 21. Amancio tiene una fabrica donde se embotella zumo de naranja. Esta preparando un
envio de 1.000.000 de botellas de zumo de naranja cuando se entera de que un error en la fabrica ha
provocado que una de las botellas esté envenenada. Nadie sabe qué botella es, pero Amancio tiene sélo
20 tests de deteccién de veneno. Cada test se puede usar sélo una vez, pero puede llevarlo a cabo con
cualquier cantidad de zumo de naranja que desee, y detectard si la muestra contiene veneno sea cual sea la
concentracion de veneno en la muestra. ;Cémo puede determinar Amancio qué botella estd envenenada?

Problema 22. Pensamos en una permutacién de {1,2,...,n} como una funcién f, que lleva cada nimero
x a uno distinto f(x). Llamamos P(n) al nimero de permutaciones de {1,2,...,n} que cumplen que
xf(z) es un cuadrado perfecto para todo z. Encuentra el minimo n tal que P(n) es multiplo de 2024.

Problema 23. Para todo niimero entero positivo n, definimos f(n) como % si n es par, y como 5n + 1 si
n es impar. Denotamos por f1(n) = f(n), f2(n) = f(f(n)), f3(n) = f(f(f(n))), etc. Encuentra el menor
nimero entero positivo n para el cual f™(n) # 1 para todo entero positivo m.

N3

—~

Problema 24. Demuestra que si n es un nimero entero positivo para el cual 2+2+/1 + 12n? es un nimero
entero, entonces 2 + 2v/1 + 12n? es un cuadrado perfecto.

Problema 25. Juan Carlos y Cris estan jugando a un juego con n monedas en una mesa. Se turnan
quitando 2, 5 o 6 monedas en cada turno. Pierde la persona que en su turno no puede quitar 2, 5 0 6
monedas. Si Juan Carlos es el primero en jugar, jpara qué valores de n tendrd una estrategia ganadora3?

Problema 26. Los digitos de N estan en orden estrictamente creciente. ;Cuanto suman las cifras de 9N7?

Problema 27. MAX ESTRELLA: jDon Latino de Hispalis, grotesco personaje, te inmortalizaré en una
novela! ;Sabias que tu nimero favorito es la suma de las edades de mis tortugas, y que tu nimero favorito
es su producto?
LATINO: Una tragedia. No lo sabia, porque no conozco tu nimero favorito. Si me dijeras tu nimero
favorito y cudntas tortugas tienes, sabria las edades de tus tortugas?
MAX: No. jMe estoy helando!
LATINO: Levantate. Vamos a caminar. Ahora ya sé que tu nimero favorito es. ..

.Cudl es?

Problema 28. ;Existen nimeros enteros a y b para los cuales a? = b'5 + 10047

3Juan Carlos tiene una estrategia ganadora si, juegue Cris de la manera que juegue, Juan Carlos siempre puede contrar-
restar los movimientos de Cris de manera que se asegure que acabard ganando



Problema 29. En una pizarra esta escrito el nimero 0. Cada minuto que pasa, Juan Carlos reemplaza
simultaneamente cada 0 de la pizarra por un 1y cada 1 por un 10. Por ejemplo, si el nimero que estuviera
escrito en la pizarra fuera 1100, al minuto siguiente seria 101011. En un momento dado Juan Carlos se
cansa y se va, dejando un nimero N en la pizarra. Si N es divisible por 9, demuestra que N es divisible
por 99.

Problema 30. Una sucesién infinita de niimeros reales a1, as, as, . .. satisface que
mln(ama a'n) = amcd(m,n)
para todo par de enteros positivos m, n.

a) Para todo nimero real k tal que k < méx(aq, as, . .., as), llamamos n; al numero entero minimo tal
que a,, > k. Demuestra que, para todo nimero entero positivo m,

am >k siysélosi  ng | m.

b) Usa la parte anterior para demostrar que

a1+ as + ...+ age < a3 + A2024 + - ..+ G2048-

Problema 31. Seis matematicas se colocan formando un corro. Se les pone a cada uno de ellas un gorro
que esta pintado de manera aleatoria de rojo o de azul. Ninguna de las matematicas puede ver el color
de su gorro, pero si puede ver el color del gorro de las otras cinco matematicas. Si las matematicas
pueden elegir una estrategia conjuntamente de antemano, describe una estrategia que pueden seguir para
maximizar la probabilidad de que todas ellas adivinen correctamente el color de su gorro en silencio, y
calcula esa probabilidad.

Por ejemplo, si siguieran la estrategia de adivinar aleatoriamente, tendrian una probabilidad de 2% de
acertar todas. Sin embargo, si siguieran la estrategia de decir el mismo color del gorro de la matematica
que esta dos puestos a la derecha, acertarian si todas tuvieran el gorro rojo, todas azules, o los gorros fueran
alternando entre azul y rojo en el circulo, es decir, acertarian en 4 ocasiones de 2 posibles. Por tanto, la
probabilidad de acertar todas con esta estrategia es % = %, y esto es mejor que adivinar aleatoriamente.
Problema 32. Seis matematicas se colocan formando un corro alrededor de un arbol. Se les pone a cada
uno de ellas un gorro que esté pintado de manera aleatoria de rojo o de azul. Ninguna de las matematicas
puede ver el color de su gorro ni el de la persona que esté enfrente de ella en el corro (se la tapa el arbol),
pero si puede ver el color del gorro de las otras cuatro matematicas. Si las matematicas pueden elegir
una estrategia conjuntamente de antemano, describe una estrategia que pueden seguir para maximizar
la probabilidad de que todas ellas adivinen correctamente el color de su gorro en silencio, y calcula esa
probabilidad.

Por ejemplo, si siguieran la estrategia de adivinar aleatoriamente, tendrian una probabilidad de 2% de
acertar todas. Sin embargo, si siguieran la estrategia de decir el mismo color del gorro de la matematica
que esta dos puestos a la derecha, acertarian si todas tuvieran el gorro rojo, todas azules, o los gorros fueran
alternando entre azul y rojo en el circulo, es decir, acertarian en 4 ocasiones de 25 posibles. Por tanto, la

probabilidad de acertar todas con esta estrategia es % = %, y esto es mejor que adivinar aleatoriamente.

Problema 33. Demuestra que no pueden existir tres niimeros primos p,q,r tales que 2 < p < g<ry
tales que % y % son numeros enteros que son cuadrados perfectos.

Problema 34. Erase una vez un rey indio que habia nacido el dia 5 del séptimo mes. Cuando se corond,
mando retirar todas las monedas antiguas y sustituirlas por dos tipos de monedas nuevas, uno de 5 rupias
y el otro, de 7 rupias. Decreté también que prohibia todos los precios que no se pudieran pagar con
monedas de 5 y 7 (tampoco permitia dar el cambio), de modo que nada en su reino podia costar 1, 2, 3, 4,
6, 8 rupias pero si permitia que la mercancia costase 5, 7, 10 o 12 rupias. ;Habia més precios permitidos
o prohibidos durante su reinado? ;Serias capaz de nombrar 15 precios prohibidos y 15 permitidos?

Segunda parte: supongamos que el rey nacié el dia 30. ;En qué mes pudo haber nacido para que en
su reinado hubiera una cantidad infinita de precios prohibidos?

Problema 35. Demuestra que existe un conjunto S de ntimeros enteros tales que todo nimero entero n
se puede expresar de una manera tnica como n = 20x 4+ 23y para un par de nimeros x,y en S.



