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En esta hoja, abordaremos dos temas: Combinatoria y Grafos. En la sección de Combinatoria,
repasaremos lo que estudiamos el año pasado. Si te sientes cómodo con el tema de Combinatoria, puedes
pasar directamente a la sección de Grafos.

Combinatoria

La combinatoria es el arte de contar. Averiguar cuántos objetos se ajustan a determinadas
caracteŕısticas puede no ser fácil. En esta hoja presentamos ideas y conceptos básicos de combinatoria.
Estos conceptos nuevos se van a exponer en una serie de ejemplos resueltos y ejercicios al principio de la
hoja, aśı que es muy importante que leáis la hoja en orden de aqúı hasta el bloque gris que hay
después del Problema 6, leyendo y entendiendo las soluciones a todos los ejemplos resueltos
y resolviendo todos los ejercicios en orden. Si os atascáis en cualquier cosa, pedid ayuda a vuestros
compañeros o a vuestros profesores, pero no avancéis sin haber entendido lo anterior.

Ejemplo resuelto. ¿Cuántas palabras de tres letras se puede formar con un alfabeto de 27 letras? Las
palabras no tienen por qué significar nada en ningún idioma, por “palabra” vamos a entender una lista
ordenada de letras.

Solución. Una palabra de tres letras L1L2L3 es una lista de tres letras. Para escoger la primera letra hay
27 posibilidades, después de escoger la primera letra hay 27 posibilidades para escoger la segunda letra y
teniendo dos letras hay 27 posibilidades para elegir la última letra. Por lo tanto, hay 27 · 27 · 27 = 19683
palabras de tres letras en un alfabeto de 27 letras.

En este ejemplo hemos usado la la regla de producto:

Regla de producto: Si un objeto A se puede escoger de m maneras y después de cada elección de este
tipo, un objeto B se puede escoger de n maneras, entonces se puede escoger una pareja (A,B) de m · n
maneras.

En el ejemplo anterior los objetos que teńıamos que elegir eran letras, las eleǵıamos en orden, y cada
para cada uno que eleǵıamos teńıamos 27 posibilidades. Veamos un ejemplo un poco distinto en el que
también se aplica la regla del producto.

Ejemplo resuelto. ¿Cuántas palabras de tres letras se puede formar con un alfabeto de 27 letras, si
imponemos que todas las letras de la palabra tienen que ser distintas?

Solución. Una palabra de tres letras L1L2L3 es una lista de tres letras. Para escoger la primera letra hay
27 posibilidades, después de escoger la primera letra hay 26 posibilidades para escoger la segunda letra
(porque no podemos repetir letras) y teniendo dos letras hay 25 posibilidades para elegir la última letra.
Por lo tanto, la regla del producto nos da que hay 27 · 26 · 25 = 17550 palabras de tres letras sin ninguna
letra repetida en un alfabeto de 27 letras.

Problema 1. ¿De cuántas maneras distintas puedes poner a 18 alumnos en fila? ¿Y a 100 alumnos?



Solución. Para poner a 18 alumnos en fila, hay 18 posibilidades para el primero, 17 para el segundo, 16
para el tercero... aśı hasta una posibilidad para el último. La regla del producto nos dice que la respuesta
es

18 · 17 · 16 · 15 · 14 · 13 · 12 · 11 · 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1.

Este número es demasiado grande como para escribirlo. Para 100 alumnos, el mismo argumento nos dice
que la respuesta es

100 · 99 · 98 · 97 · . . . · 4 · 3 · 2 · 1.

Vamos a explicar una notación nueva para que sea más fácil escribir la respuesta de problemas como
el ejercicio anterior.

El factorial de un número: Si n es un número entero positivo, entonces llamamos “n factorial” (y lo
denotamos por n!) al número

n! = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 3 · 2 · 1.

También diremos que 0! = 1, aunque no se ajuste a la definición que acabamos de dar.

Con esta definición en mente, completa las siguiente frases, en las que n ≥ k ≥ 1:

• El número de formas distintas de poner a n alumnos distintos en fila es n! .

• El número de palabras distintas de k letras en las que todas las letras son distintas que se pueden

formar con un alfabeto de n letras es n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− k + 1) .

Este número se puede expresar como una fracción usando factoriales de la siguiente manera:

n!

(n− k)!

Antes de continuar con la hoja, asegúrate de que tus respuestas en el bloque gris anterior son correctas
preguntándole a uno de los profesores.

Las preguntas que hemos hecho hasta ahora teńıan en cuenta el orden. Por ejemplo, las palabra de
tres letras “res”, “ser” y “ers” son tres palabras distintas, a pesar de estar formadas por las mismas tres
letras. Veamos un ejemplo de una pregunta parecida en la que no importa el orden.

Ejemplo resuelto. Adrián tiene un total de 15 camisetas, y se va a ir de vacaciones. Quiere meter en la
maleta un total de 7 camisetas. ¿De cuántas maneras puede hacer esto?

Solución. Aqúı no nos importa el orden en el que escogemos las camisetas, sino cuáles escogemos. Tenemos
que escoger 7 camisetas de entre 15. Si nos importara el orden, tendŕıamos 15 posibilidades para la primera
camiseta, 14 para la segunda... aśı hasta 15 − 7 + 1 = 9 posibilidades para la séptima. Por tanto, si nos
importara el orden, la respuesta seŕıa

15 · 14 · 13 · 12 · 11 · 10 · 9 =
15!

(15− 7)!
=

15!

8!
.

Sin embargo, como no nos importa el orden, hay varias de estas elecciones (en la que importa el orden
de las camisetas) que nos dan lugar a la misma elección de 7 camisetas. Más concretamente, para cada
elección de 7 camisetas, hay 7! maneras de ponerlas en fila, por lo que cada elección de 7 camisetas la
estamos contando 7! veces distintas en el cálculo de 15!

8!
. Por tanto, la respuesta es

15!
8!

7!
=

15!

7!8!
= 6435.



Problema 2. Un profesor de educación f́ısica tiene que dividir a una clase de 26 alumnos en dos grupos
de 13 alumnos para jugar al pañuelo. ¿De cuántas maneras puede hacer esto?

Solución. Lo que tiene que hacer un profesor es elegir a 13 alumnos de entre esos 26 para formar un equipo,
y automáticamente los 13 restantes formarán el otro equipo. Argumentando como en el ejemplo anterior
de Adrián y las camisetas, vemos que hay

26!

26− 13!
=

26!

13!

formas en las que el profesor puede escoger a 13 alumnos en orden. Como no le importa el orden de los
alumnos a la hora de formar un equipo, tiene que dividir esta cantidad por 13! para obtener que la cantidad
de equipos distintos de 13 personas que puede hacer el profesor con sus 26 alumnos es

26!
13!

13!
=

26!

13!13!
.

Sin embargo, buscamos las maneras que tiene para hacer dos equipos de 13. Por cada equipo de 13
que hace, los 13 restantes forman el otro equipo. Por tanto, cada posibilidad de dos equipos la estamos
contando dos veces en la cantidad 26!

13!13!
, y la respuesta final al problema es

26!
13!13!

2
=

26!

13!13!2
= 5.200.300

Problema 3. Repite el razonamiento de la solución del ejemplo resuelto anterior para justificar que el
número de formas de escoger k elementos de un total de n elementos distintos (sin importar el orden) es

n!
k!(n−k)! .

Solución. Si nos importara el orden, sabemos por el anterior bloque gris que la respuesta seŕıa n!
(n−k)! . Sin

embargo, como no nos importa el orden, cada manera de escoger k elementos la estamos contando k! veces

(tantas como maneras de poner k elementos en fila). Por tanto, la respuesta es
n!

(n−k)!

k!
= n!

k!(n−k)! .

Como el ejercicio anterior lo vamos a usar much́ısimo, vamos a darle un nombre a su respuesta:

Números combinatorios
(
n
k

)
: Si n es un número entero positivo, y k es un número entero tal que

0 ≤ k ≤ n, llamamos “las combinaciones de n en k” (y lo denotamos por
(
n
k

)
) al número(

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

Por el Problema 3, el número de formas de escoger k elementos de un total de n elementos distintos (sin
importar el orden) es

(
n
k

)
.

Si k = 0 esta fórmula también tiene sentido, ya que el número de maneras de escoger 0 elementos de
entre n es 1 (hay una manera, no escoger nada), y(

n

0

)
=

n!

0!(n− 0)!
=

n!

1 · n!
= 1.

Problema 4. En este ejercicio, una palabra es una lista ordenada de letras sin espacios entre medio.
Responde razonadamente a las siguientes preguntas.

a) ¿Cuántas palabras distintas de siete letras se pueden construir con todas las letras de la palabra
NUMEROS?



b) ¿Cuántas palabras distintas de once letras se pueden construir con todas las letras de la palabra
MATEMATICAS? Date cuenta de que algunas letras están repetidas.

c) ¿De cuántas maneras puedes formar dos palabras, una de tres letras y otra de dos, usando las letras
de la palabra NUMERITOS sin repetir ninguna letra?

Solución. a) La palabra NUMEROS tiene 7 letras, todas distintas. Por tanto, nos están perguntando
por el número de formas que hay de poner 7 elementos distintos en fila, que es

7! = 5040

b) Si todas las letras fueran distintas, la respuesta seŕıa 11!. Podemos imaginarnos que lo son, por
ejemplo, pintando una M de rojo y otra de azul, una T de rojo y otra de azul, y una A de rojo, otra
de azul y otra de verde. Cada posible respuesta de entre las 11! la estamos contando 2! = 2 veces
si pasamos a considerar que las dos M ’s son idénticas, 2! = 2 veces si pasamos a considerar que las
dos T ’s son idénticas, y 3! = 6 veces si pasamos a considerar que las A’s son idénticas. Por tanto, la
respuesta es

11!

2!2!3!
= 11 · 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 = 1.663.200

c) La palabra NUMERITOS tiene 9 letras, todas ellas distintas. Elegimos las letras en este orden:
primero las de la palabra de 3 letras, de la primera a la última, y luego de la palabra de 2 letras,
de la primera a la última. Para la primera letra de la palabra de 3 letras hay 9 posibilidades, para
la segunda hay 8, para la tercera hay 7. Para la primera letra de la palabra de 2 letras hay 6
posibilidades y para la segunda hay 5. Por tanto, la regla del producto nos dice que la respuesta es

9 · 8 · 7 · 6 · 5 = 15.120

Problema 5. En un juego de domino estándar hay 28 fichas de dominó, y los valores indicados en las
fichas van del 0 al 6. ¿Cuántas fichas contendŕıa un juego de dominó si los valores indicados en las fichas
fuesen de 0 a 12?

Solución. En tal juego habŕıa 13 “dobles”. El número total de las otras fichas es igual al número de pares
de 13 números, es decir,

(
13
2

)
= 13·12

2
= 78. Por lo tanto en total habŕıa 78 + 13 = 91 fichas.

Ahora vamos a ver un ejemplo en el que hay repeticiones (como en el Problema 4 parte 4), pero, que
a diferencia del Problema 4 parte 4, no importa el orden.

Ejemplo resuelto. Pablo tiene camisetas en tres colores distintos: 15 rojas, 7 verdes y 6 azules. ¿De
cuántas maneras distintas puede elegir 6 camisetas, si las camisetas del mismo color son indistinguibles
entre śı?

Solución. Vamos a representar las camisetas por puntos (•) y los cambios de color por barras (|), poniendo
las camisetas en el siguiente orden de colores: rojo, verde, azul. Aśı, la secuencia

•• | • • • | •

corresponde a 2 camisetas rojas, 3 verdes y 1 azul, y la secuencia

| •• | • • ••

corresponde a 0 camisetas rojas, 2 verdes y 4 azules.
El dato de que Pablo tiene 15 camisetas rojas, 7 verdes y 6 azules sólo nos sirve para darnos cuenta

que cualquier fila de 6 puntos y dos barras se corresponde con una elección de camisetas posible para
Pablo. Aśı, contar el número de maneras de escoger 6 camisetas equivale al número de maneras de colocar
6 puntos en 8 huecos de una fila, que es

(
8
6

)
= 8·7

2
= 4 · 7 = 28.



Siguiendo un razonamiento parecido usando puntos y barras, responde al siguiente problema.

Problema 6. En una pasteleŕıa hay 4 tipos de pasteles. ¿Cuántas cajas distintas de 7 pasteles se puede
formar?

Solución. Los 4 tipos de pasteles los distinguimos mediante 3 barras separadoras, y los 7 pasteles los
representamos por puntos. De una fila de 10 = 3 + 7 tenemos que elegir los 7 huecos donde va a haber
puntos (pasteles), y el resto serán barras. Por tanto, la respuesta es(

10

7

)
=

10 · 9 · 8
3 · 2

= 5 · 3 · 8 = 120.

El ejercicio anterior se puede interpretar como que nos están preguntando la manera de repartir 7
elementos iguales en 4 grupos distintos (cada uno de los 7 elementos es un pastel, y los grupos corresponden
al tipo de pastel). Con esto en mente, completa la siguiente frase:

El número de formas distintas de poner a n elementos idénticos en k grupos distintos es(
n + k − 1

n

)
=

(n + k − 1)!

n!(k − 1)!
.

Muchos de los problemas de esta hoja se pueden resolver aplicando los conceptos explicados hasta
ahora, aśı que asegúrate de haber entendido todos los ejercicios anteriores bien antes de con-
tinuar, y si no pide ayuda a tus compañeros o a tus profesores. Tu grupo puede resolver los demás
problemas de la hoja en el orden que queráis, aunque siempre recomendamos ir en orden.

Grafos1

Supongamos que el equipo de fútbol de tu escuela participa en competiciones y juega contra equipos
de otras escuelas. Supongamos que el número total de equipos es seis. Designemos tu equipo con la letra
A, y los otros equipos con las letras B, C, D, E y F . Después de algunas semanas desde el inicio de las
competiciones, resulta que algunos equipos ya han jugado entre śı.

Esto se puede representar mediante un esquema geométrico. Representaremos cada equipo como un
punto o un pequeño ćırculo y conectaremos con segmentos aquellos pares de puntos que correspondan
a equipos que ya hayan jugado entre śı. Entonces, para la lista de juegos realizados, obtendremos un
esquema como el que se muestra en la figura.

Un esquema de este tipo se llama grafo. Está compuesto por varios puntos A, B, C, D, E y F ,
llamados vértices, y varios segmentos que conectan estos puntos, como AC o EB, llamados aristas del
grafo.

En la figura anterior, se observa que los puntos de intersección de algunas aristas del grafo pueden no
ser sus vértices; esto ocurre porque representamos nuestro grafo en un plano. Tal vez seŕıa más conveniente

1En la preparación de esta hoja hemos usado el libro “Graphs and their uses” de Oystein Ore



imaginar sus aristas como hilos que se cruzan en el espacio; de cualquier manera, al representarlo en un
plano, las vértices del grafo deben marcarse de forma muy clara para evitar confusiones (por ejemplo, con
pequeños ćırculos).

El grado de un vértice es el número de aristas que salen de este vértice.

Problema 7. Sea G un grafo con n vértices v1, . . . , vn y m aristas. Si di denota el grado de vi, demuestra
que

n∑
i=1

di = 2 ·m.

Concluye que el número de vértices de grado impar en un grafo es par.

Supongamos que tenemos un grafo G, que ahora imaginaremos como un mapa de carreteras. Comen-
zaremos nuestro recorrido por el grafo G desde algún vértice A, siguiendo primero a lo largo de la arista
o carretera AB hasta algún vértice B, luego de B a C a lo largo de otra arista BC, y aśı sucesivamente.
No impondremos restricciones a este viaje, permitiendo pasar por el mismo vértice varias veces e incluso
usar las mismas aristas varias veces. Esta sucesión de vértices y aristas se llama camino dentro del grafo
G. Śı el camino empieza y termina en el mismo vértice se llama ciclo.

Si un vértice T en el grafo G es el vértice final de un camino que comienza en A, entonces se dice que
T está conectado con A en G. Esto significa que hay carreteras que conducen de A a T . Si cada vértice
de un grafo está conectado con cualquier otro vértice, entonces el grafo se llama conexo. En un grafo no
conexo, no todos los vértices están conectados a un vértice dado A. Los vértices que se pueden conectar
con el vértice A y todas las aristas incidentes en ellos forman una componente conexa del vértice A. Por
lo tanto, cualquier grafo se descompone en componentes conexas, que no están conectadas entre śı.

En la figura se muestra un grafo que consta de cuatro componentes conexas, una de las cuales es un
vértice aislado.

Problema 8. Entre las nueve planetas del Sistema Solar se ha establecido una comunicación espacial.
Las naves espaciales siguen las siguientes rutas: Tierra - Mercurio, Plutón - Venus, Tierra - Plutón, Plutón
- Mercurio, Mercurio - Venus, Urano - Neptuno, Neptuno - Saturno, Saturno - Júpiter, Júpiter - Marte y
Marte - Urano. ¿Es posible llegar de la Tierra a Marte?

Solución. Dibujemos un grafo: los vértices son las planetas, y las aristas son las rutas. El grafo tiene dos
componente conexas y Tierra y Marte están en distintas componentes conexas. Ahora es evidente que no
es posible llegar de Tierra a Marte.

Euler comenzó su estudio sobre grafos al examinar un acertijo conocido como el “problema de los
puentes de Königsberg”. La ciudad de Königsberg (ahora Kaliningrado) estaba ubicada en las orillas del
ŕıo Pregel (Prégola) y en dos islas.



Varias partes de la ciudad estaban conectadas por siete puentes. Los ciudadanos soĺıan pasear por
la ciudad los domingos. La pregunta era si era posible dar un paseo de tal manera que, saliendo de casa,
pudieras regresar, pasando exactamente una vez por cada puente.

En términos de grafos este problema se puede formular de la siguiente manera. ¿En qué grafos se puede
encontrar un ciclo que incluya todas las aristas del grafo, de modo que cada arista aparezca exactamente
una vez en el ciclo? Este ciclo se llama ciclo de Euler, y un grafo que posee un ciclo de Euler se denomina
grafo euleriano.

Para que un grafo tenga un ciclo de Euler, sólo puede tener una componente conexa con aristas. Es
evidente que cada ciclo de Euler debe entrar y salir de cada vértice la misma cantidad de veces, es decir,
los grados de todos los vértices del grafo deben ser pares. Hemos obtenido dos condiciones necesarias para
que un grafo tenga un ciclo de Euler: conectividad y paridad de los grados de todos sus vértices.

Euler demostró que estas condiciones también son suficientes.

Teorema 1. Un grafo conexo, en el que todos los vértices tienen grados pares, posee un ciclo de Euler.

Demostración. Supongamos que comenzamos un camino Z desde algún vértice A y la extendemos tanto
como sea posible, recorriendo cada vez una arista no recorrida anteriormente. Debido a la finitud del
número de aristas, este proceso eventualmente terminará. Pero dado que cada vértice tiene un número
par de aristas, excepto el inicial, en cada vértice, excepto A, habrá una salida posible. Por lo tanto, el
camino Z debe terminar en el vértice A.

Si Z pasa por todas las aristas del grafo, ya hemos obtenido un ciclo de Euler requerido. Si no es aśı,
como el grafo es conexo, habrá un vértice B perteneciente a Z incidente a alguna arista que no pertenece
al ciclo Z. Dado que Z tiene un número par de aristas en el vértice B, el número de aristas que salen de
B y no pertenecen a Z también es par; esto es cierto para todos los demás vértices.

Ahora comenzaremos un nuevo camino R desde el vértice B, utilizando solo las aristas que no
pertenecen a Z en esta ocasión. Es claro que esta cadena debe terminar en el punto B. Luego podemos
obtener un ciclo más grande que comienza en A: primero seguimos Z desde A hasta B, luego recorremos
el ciclo R y, al regresar a B, recorremos la parte restante de Z de regreso a A



Si aún no hemos cubierto todo el grafo, podemos extender este camino nuevamente, y aśı sucesiva-
mente, hasta obtener un ciclo de Euler deseado.

Un camino de Euler es un camino que pasa por todas las aristas del grafo, de modo que cada arista
aparece exactamente una vez en el camino.

Problema 9. Encuentra condiciones necesarias y suficientes para que un grafo conexo tenga un camino
de Euler.

La representación gráfica de un grafo es muy conveniente porque nos ayuda a “visualizarlo”. Sin
embargo, también podemos pensar en un grafo de forma combinatoria: un grafo G es un par G = (V,E)
donde V es un conjunto y E es un subconjunto del conjunto P2(V ), donde P2(V ) es el conjunto de
subconjuntos de 2 elementos de V . Entonces, V se llama el conjunto de vértices de G y E es su conjunto
de aristas. Los grafos que consideramos aqúı se llaman simples porque sus aristas no están dirigidas y
estos grafos no tienen lazos (aristas que salen y llegan al mismo vértice) ni aristas múltiples.

Vamos a decir que dos grafos G1 = (V1, E1) y G2 = (V2, E2) son isomorfos si existe una biyección
f : V1 → V2 tal que f(E1) = E2.

Problema 10. Clasifica salvo isomorfismo todos los grafos conexos con 3 y 4 vértices.

No es siempre fácil determinar si dos grafos no son isomorfos.

Problema 11. Demuestra que estos dos grafos

no son isomorfos.

Problema 12. Encuentra dos grafos que tengan:

• El mismo número de vértices,

• La misma lista de grados de cada vértice. Por ejemplo, si un grafo tiene 2 vértices de grado 1, 3 de
grado 4 y 4 de grado 5, el otro también,



y que no sean isomorfos.

Problema 13. Encuentra dos grafos conexos que tengan todos sus vértices de grado 3, tengan el mismo
número de vértices, y no sean isomorfos.

Algunos grafos aparecen frecuntemente en los problemas y merecen tener una notación especial:

Notación Grafo
Nk el grafo sin aristas de k vértices
Lk el grafo de k vértices {1, 2, . . . , k} con aristas {i, i + 1} (i = 1, 2, . . . , k − 1)
Ck el grafo circular: Lk con una arista adicional {1, k}
Kk el grafo completo de k vértices: hay aristas entre todos los vértices
Km,n el grafo completo bipartito de m + n vértices: hay aristas

entre los primeros m vértices y todos los n vertices restantes

Un grafo plano es un grafo que se puede dibujar en un plano de tal manera que sus aristas no tengan
puntos de intersección, aparte de los vértices. Se puede ver que K3,3 no es un grafo plano. Aunque este
resultado parece elemental, su demostración rigurosa es bastante complicado. El grafo K5 tampoco es
plano (lo veremos en los ejercicios).

Un grafo plano también se puede dibujar en una esfera. Existen varias formas de obtener esta repre-
sentación. Por ejemplo, se puede utilizar la proyección estereográfica. Consideremos una superficie plana
P en la que se encuentra nuestro grafo. Colocamos una esfera S de manera que toque la superficie P en
su polo sur.

Tomamos el polo norte N como el centro de la proyección. Conectamos cada punto p en la superficie
P con la esfera S mediante una ĺınea recta que pasa por el punto N . Esta ĺınea intersectará la esfera S
en algún punto s. De esta manera, para cada punto p en la superficie P , hay un punto correspondiente s
en la esfera S. La proyección inversa permite llevar cada grafo en la esfera S de vuelta a la superficie que
toca la esfera S. El único punto de la esfera S que no tiene un equivalente en la superficie P es el centro
de la proyección N .

Ahora vamos a examinar grafos planos conexos que forman redes poligonales en el plano. Esto significa
que las aristas del grafo plano G forman un conjunto de poĺıgonos adyacentes entre śı, dividiendo el plano
en regiones poligonales, de manera similar a como se muestra en la figura.



Es importante destacar que, al hablar de poĺıgonos, a diferencia del uso común de este término,
no asumimos que sus aristas sean necesariamente rectiĺıneas. Pueden ser cualquier curva continua sin
autointersección, dividiendo el plano en regiones individuales. También permitiremos aristas multiples.
En el grafo anterior tenemos 2 aristas de tipo {10, 12}.

Si quitamos el grafo del plano, el plano se divide en varios regiones, que llamaremos caras. Además,
una de las caras no va a estar acotada. En el caso de esfera todas las caras están acotadas.

Ilustraremos todo esto con el grafo anterior. Este grafo tiene 10 caras numeradas del I al X. Por
ejemplo, la cara I tiene como ĺımite un ciclo formado por las aristas {1, 2}, {2, 11}, {11, 10}, {10, 1}, mien-
tras que la cara V III está limitada por solo dos aristas que conectan los vértices 10 y 12. La cara infinita
es X.

Teorema 2 (La fórmula de Euler para los grafos planos). Sea G un grafo plano conexo con al menos un
vértice, V el número de vértices, A el número de aristas y C el número de caras. Entonces

V − A + C = 2.

Proof. Demuestra el teorema por inducción sobre A.

Problema 14.

1. ¿Cuál es la fórmula de Euler para grafos planos que no son conexos?

2. Comprueba que la fórmula de Euler sigue cierta en una esfera.

3. ¿Cuál es la fórmula de Euler para grafos conexos dibujados en un donuts? (Las caras tendrán que
ser poĺıgonos, es decir, un sólo punto por ejemplo no vale, porque la única cara contiene un asa)

4. ¿Cuál es la fórmula de Euler para grafos conexos dibujados en un donuts con k agujeros (un donuts
clásico tiene 1 agujero)?

Problema 15. En una calle hay cinco casas seguidas. Queremos pintarlas todas de rojo o de verde.
¿Cuántas maneras hay de pintarlas?

Si no puede haber dos casas seguidas rojas, ¿de cuántas maneras podemos pintar las casas?

Solución. La respuesta a la primera pregunta es 25 = 32 maneras.
Para la segunda pregunta, analizamos casos distintos según el número de casas rojas.

• Si no hay ninguna casa roja, hay una manera de pintarlas (todas verdes)

• Si solo hay una casa roja, hay cinco maneras de pintarlas (tantas como maneras de elegir la casa que
vas a pintar de rojo).



• Si hay dos casas rojas, pueden ser la 1 y la 3, la 1 y la 4, la 1 y la 5, la 2 y la 4, la 2 y la 5, y la 3 y
la 5. En total, hay 6 maneras.

• Si hay tres casas rojas, sólo pueden ser la 1, la 3 y la 5.

Por tanto, en total hay 1 + 5 + 6 + 1 = 13 maneras de pintarlas.

Problema 16. ¿De cuántas maneras se pueden colocar tres torres en un tablero de ajedrez 8× 8 tal que
todas las torres están en columnas diferentes y filas diferentes?

Solución. Hay
(
8
3

)
= 8!

5!3!
= 56 maneras de elegir tres filas de entre 8 posibles. Una vez hemos elegido las

3 filas, hay 8 maneras de elegir la posición de la torre en la fila de más arriba (dentro de las tres filas
elegidas), 7 en la de en medio, y 6 en la fila de más abajo. Por tanto, la respuesta es 56 · 8 · 7 · 6 = 18816
maneras.

Problema 17. ¿Cuántas posibilidades diferentes hay de que 5 chicos y 5 chicas se sienten de forma
alternada en una mesa redonda que tiene 10 sillas? Dos maneras de sentarse que difieren en una rotación
se consideran iguales.

Solución. Primero fijemos 5 sillas para las chicas y 5 para los chicos. Hay (5!)2 maneras de colocar a las
chicas y chicos en estas sillas. Notemos que hay 5 maneras diferentes de colocación que se obtienen al

rotar a las chicas y chicos. La respuesta es (5!)2

5
= 2880.

Problema 18. La rana Gustavo salta a lo largo de la recta

−3 −2 −1 0 1 2 3

y empieza en el 0. Cada vez que salta, salta una unidad a la izquierda o una a la derecha. Por ejemplo,
una sucesión de posibles saltos para Gustavo seŕıa 0→ −1→ 0→ 1→ 2→ 3→ 2. ¿De cuántas maneras
puede dar exactamente 10 saltos empezando en el 0 y aterrizar en un número primo (positivo o negativo)?

Solución. Cada vez que salta, se suma o resta 1, aśı que si estaba en un número par, pasa a un impar, y
viceversa. Como empieza en el 0, tras 10 saltos estará en un número par, aśı que para que sea primo, sólo
puede ocurrir que aterrice en 2 o en −2.

Para aterrizar en 2, tiene que dar 6 saltos a la derecha y 4 a la izquierda, aśı que hay
(
10
6

)
=
(
10
4

)
= 210

maneras. Por la simetŕıa del problema, para aterrizar en −2 también hay 210 maneras. Por tanto, hay
420 maneras en total.

Problema 19. ¿De cuántas maneras se pueden escribir todos los números del 1 al 9 en las celdas de un
tablero 3× 3 de manera que para todos los números enteros 1 ≤ n < 9, la celda que contiene al número n
tiene un lado en común con la que contiene al número n + 1?

Solución. Coloreamos el tablero como un tablero de ajedrez en blanco y negro, con las celdas de las
esquinas y la celda del centro en negro. Entre los números del 1 al 9 hay cinco impares y cuatro pares.
Como los números impares y pares tienen que estar en colores distintos, los números impares están en las
celdas negras y los pares en las blancas.

Si la celda del centro es un 1, hay cuatro posibilidades para poner el 2, dos para poner el 3, y a partir
de alĺı la posición de todos los números está determinada.

Si la celda del centro es un 9, hay cuatro posibilidades para poner el 8, dos para poner el 7, y a partir
de alĺı la posición de todos los números está determinada.

Si la celda del centro es un 3, hay cuatro posibilidades para poner el 2, dos para poner el 1, y a partir
de alĺı la posición de todos los números está determinada.

Si la celda del centro es un 7, hay cuatro posibilidades para poner el 8, dos para poner el 9, y a partir
de alĺı la posición de todos los números está determinada.

Si la celda del centro es un 5, hay cuatro posibilidades para poner el 6, dos para poner el 7, y a partir
de alĺı la posición de todos los números está determinada.

En total, hay 5 · 4 · 2 = 40 posibilidades.



Problema 20. Queremos distribuir 12 piedras idénticas entre 4 cajas diferentes entre śı, que llamamos
B1, B2, B3 y B4. Se permite que algunas cajas queden vaćıas.

a) Entre todas las maneras de distribuir las piedras, ¿qué fracción del total tiene la propiedad de que
el número de piedras en todas las cajas es par?

b) Entre todas las maneras de distribuir las piedras, ¿qué fracción del total tiene la propiedad de que
el número de piedras en todas las cajas es impar?

Solución. El número total de maneras de repartir las piedras coincide con el número de maneras de
ordenar 12 puntos idénticos (que representan las piedras) y 3 barras idénticas (la primera barra representa
la división entre B1 y B2, la segunda representa la división entre B2 y B3 y la tercera representa la división
entre B3 y B4). Aśı, · · · || · · · · · | · · ·· se corresponde con poner 3 piedras en B1, 0 en B2, 5 en B3 y 4
en B4. El número de maneras de ordenar las barras y los puntos corresponde a las maneras de escoger 3
elementos de una fila de 12 + 3 = 15 posibles (es decir, escoger dónde van las barras, porque el resto los
llenaremos con puntos). Por tanto, el número total de maneras de repartir las piedras en las 4 cajas es(
15
3

)
.

a) El número total de maneras de distribuir las 12 piedras en las 4 cajas de manera que cada caja
tenga un número par de elementos coincide con el número total de maneras de distribuir 6 piedras
idéndicas en 4 cajas distintas (luego multiplicamos las piedras de cada caja por 2). Siguiendo el
argumento anterior, este número es

(
6+3
3

)
=
(
9
3

)
. Por tanto, la respuesta a esta pregunta es(

9
3

)(
15
3

) =
9!
3!6!
15!
3!12!

=
9!

6!

12!

15!
= 9 · 8 · 7 · 1

15 · 14 · 13
=

12

65
.

b) El número total de maneras de distribuir las 12 piedras en las 4 cajas de manera que cada caja tenga
un número impar de elementos coincide con el número total de maneras de asignar 1 piedra a cada
caja, y luego distribuir las 8 piedras restantes de manera que se asignen un número par de piedras a
cada caja. Por el apartado anterior, esto coincide con el número de maneras de distribuir 4 piedras
idénticas en 4 cajas, que es

(
4+3
3

)
=
(
7
3

)
. Por tanto, la respuesta a esta pregunta es(

7
3

)(
15
3

) =
7!
3!4!
15!
3!12!

=
7!

4!

12!

15!
= 7 · 6 · 5 · 1

15 · 14 · 13
=

1

13
.

Problema 21. a) Sean n y k números enteros positivos. Si tenemos nk objetos distintos, ¿de cuántas
maneras podemos dividirlos en k grupos de n objetos cada uno si no nos importa el orden de los
grupos ni el orden de los objetos dentro de su grupo?

b) ¿Cuál es el número entero positivo más pequeño para el cual (20n)!
(n!)21

no es un número entero?

Solución. a) Hay (nk)! maneras de poner los nk objetos en fila. Una vez puestos en fila, hacemos los
grupos aśı: Los n primeros forman el primer grupo, los siguientes n el segundo grupo, etc. De las (nk)!
maneras de ponerlos en fila, n! corresponderan al mismo k-ésimo grupo, para todo k = 1, 2, . . . , k.
Por tanto, si los grupos están numerados, hay (nk)!

(n!)k
maneras. Además, si no nos importa el orden,

tendremos que dividir esta cantidad por las k! maneras que hay de ordenar los k grupos. Por tanto,
la respuesta que buscamos es

(nk)!

k! · (n!)k
.

b) Por el apartado anterior, sabemos que (20n)!
20!·(n!)20 es el número de maneras de dividir 20n objetos en 20

grupos, por lo que este número es un entero. Además, nos damos cuenta de que si n ≤ 20, entonces
20! · (n!)20 es divisible por (n!)21, por lo que (20n)!

(n!)21
es un entero.



Veamos qué pasa para n = 21. Hay 210 números pares entre 1 y 420 = 20 · 21, de los cuales 105
son múltiplos de 4, de los cuales 52 son múltiplos de 8, de los cuales 26 son múltiplos de 16, de los
cuales 13 son múltiplos de 32, de los cuales 6 son múltiplos de 64, de los cuales 3 son múltiplos de
128, de los cuales 1 es múltiplo de 256. Por tanto, la potencia de 2 más alta que divide a 420! es
210 + 105 + 52 + 26 + 13 + 6 + 3 + 1 = 416. Por otra parte, la potencia de 2 más alta que divide a 21!
es 10 + 5 + 2 + 1 = 18. Como 18 · 21 = 378 < 416, la potencia de 2 más alta que divide a (21!)21 es
menor que la que divide a (20 · 21)!. Repitiendo este proceso para todos los números primos hasta

21 (es decir, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19) se puede ver que (20n)!
(n!)21

es un entero si n = 21. Análogamente, se
puede ver que también es un entero si n = 22.

Para n = 23, la mayor potencia de 23 que divide a (23!)21 es 21. Sin embargo, la mayor potencia de
23 que divide a (20 · 23)! es 20, por lo que la respuesta a este ejercicio es n = 23.

Problema 22. ¿Cuál es el número mı́nimo de casillas deben marcarse en un tablero de tamaño 15 × 15
para que un alfil de ajedrez ataque al menos dos casillas marcadas desde cualquier casilla del tablero ? (El
alfil también ataca la casilla en la que se encuentra).

Solución. Es más conveniente resolver el problema en términos generales: mostraremos que en un tablero
de dimensiones (2n + 1)× (2n + 1) (n > 1), la respuesta es 4n. Por ejemplo, marquemos las casillas en el
peŕımetro del rectángulo (2n−1)×3, como se muestra en la figura. (La figura corresponde al caso n = 3.)

En las diagonales largas (de más de n + 1 casillas), se marcan dos casillas cada una. Solo cuatro
casillas del tablero (que están sombreadas en la figura) no están en las diagonales largas, pero el requisito
deseado también se cumple para ellas.

Estimación: Coloquemos 8n alfiles en todas las casillas del peŕımetro del tablero. En este caso, cada
casilla del tablero es atacada por no más de cuatro alfiles. Dado que cada alfil debe atacar al menos dos
casillas marcadas, será necesario marcar al menos 8n·2

4
= 4n casillas.

Problema 23. Un cuadrado (n− 1)× (n− 1) se divide en (n− 1)2 cuadrados unidad de la forma usual.
Cada uno de los n2 vértices de esos cuadrados se colorean de color azul o rojo. Hallar el número de
coloraciones distintas de manera que cada cuadrado unidad tenga exactamente dos vértices de color rojo.
(Dos coloraciones se dicen distintas si tienen al menos un vértice coloreado de forma distinta.)

Solución. Asignemos a los vértices de la fila inferior una coloración arbitraria, y supongamos que dos
vértices adyacentes son del mismo color. El número de tales coloraciones es 2n − 2. Es fácil comprobar
que los colores de los vértices restantes quedan fijados de manera uńıvoca si queremos que satisfagan la
condición del enunciado. Por tanto, en este caso hay 2n − 2 coloraciones posibles.

Supongamos ahora que los vértices de la fila inferior se colorean de forma alternada en azul y rojo.
Existen dos coloraciones de este tipo. Es este caso, lo mismo sucede para cada fila, y por tanto obtenemos
2n de tales coloraciones.

En total, el número de coloraciones cumpliendo el enunciado es (2n − 2) + 2n = 2n+1 − 2.

Problema 24. En una cuidad, la red de rutas de autobuses está configurada de la siguiente manera:

1. Cada ruta tiene exactamente tres paradas.

2. Cada par de rutas tiene o bien ninguna parada en común o solo una parada en común.



¿Cuál es el número máximo de rutas que puede haber en esta cuidad si hay un total de 9 paradas?

Solución. Consideremos una parada cualquiera A. Determinemos el número máximo de rutas que pasan
por ella. Aparte de A, hay otras 8 paradas en la ciudad. En cada ruta que pasa por A, hay otras dos
paradas. Dado que ninguna de estas rutas puede compartir paradas distintas de A, entonces a través de
A puede pasar como máximo 8: 2 = 4 rutas en total.

Numeremos todas las paradas y denotemos por a1 la cantidad de rutas que pasan por la primera
parada, a2 la cantidad de rutas que pasan por la segunda parada, y aśı sucesivamente hasta a9 que es la
cantidad de rutas que pasan por la novena parada. Dado que en cada ruta hay exactamente 3 paradas,
entonces

a1 + . . . + a9 = 3 · n,

donde n es el número total de rutas.
De acuerdo con lo demostrado anteriormente, cada uno de los términos a1, a2, . . . , a9 es menor o igual

a 4. Por lo tanto,
3 · n ≤ 4 · 9 = 36,

lo que significa que n ≤ 12.
En el dibujo se muestra un esquema que cumple con las condiciones del problema y contiene 12 rutas

en total.

Problema 25. En un ćırculo se colocan 10 pesas de hierro. Entre cada par de pesas adyacentes, hay una
bola de bronce. La masa de cada bola es igual a la diferencia de masas entre las pesas adyacentes a ella.
Demuestra que se puede distribuir las bolas en dos platillos de una balanza de manera que los platillos
queden equilibrados.

Solución. Vamos a representar las masas de las pesas como mi y las masas de las bolas como xi. Tenemos:

(m1 −m2) + (m2 −m3) + . . . + (m10 −m1) = 0,

porque cada mi aparece dos veces en esta suma: una vez con un signo + y otra vez con un signo − y por
lo tanto, todos los mi se cancelarán mutuamente.

Observemos que cada una de las expresiones en paréntesis mi −mi+1 en valor absoluto es igual a la
masa de la i-ésima bola. Esto significa que esta igualdad se puede reescribir de la siguiente manera:

±x1 ± x2 ± . . .± x10 = 0,

donde antes de algunos xi aparece un signo +, y antes de los demás aparece un signo −. Coloquemos
todas las bolas xi con un signo + en el platillo izquierdo de la balanza, y las demás en el platillo derecho.
Es evidente que las balanzas estarán en equilibrio.

Problema 26. Un poĺıgono convexo de n lados tiene todas sus diagonales dibujadas y no hay tres di-
agonales que se corten en un punto del interior del poĺıgono. Encuentra una fórmula para el número de
regiones formadas dentro del poĺıgono.



Solución. El número de diagonales es
(
n
2

)
−n. Como no hay tres diagonales que se corten en un punto del

interior del poĺıgono, el número de intersecciones entre dos diagonales en el interior del poĺıgono es
(
n
4

)
,

porque cualesquiera cuatro vértices del poĺıgono determinan un único par de diagonales cuyos extremos
son esos cuatro vértices e intersecan en su interior.

El poĺıgono empieza teniendo una región. Vamos a imaginarnos que dibujamos las diagonales una a
una. Al dibujar una diagonal, se crea una región nueva al salir del vértice (una región nueva por cada
diagonal) y cada vez que atraviesa la frontera de una de las regiones existentes (una región nueva por cada
intersección entre dos diagonales). Por tanto el número de regiones que se forman es

1 +

(
n

2

)
− n +

(
n

4

)

Problema 27. Encuentra el número de pares ordenados (a, b) de números enteros positivos tales que a y
b son ambos divisores de 2019, pero ab no lo es.

Solución. 2019 = 238 · 519, por lo que n es un divisor de 2019 si y solo si n = 2x5y, con 0 ≤ x ≤ 38 y
0 ≤ y ≤ 19 (es decir, hay 39 valores distintos posibles para x y 20 para y). Por tanto, 2019 tiene 39·20 = 780
divisores positivos distintos, y esto implica que el número de pares ordenados (a, b) de números enteros
positivos tales que a y b son ambos divisores de 2019 es 7802 = 608400.

El número de pares ordenados (a, b) en los que ab divide a 2019 equivale a multiplicar las maneras de
poner en orden 38 puntos y 2 barras por las maneras de poner en orden 19 estrellas y 2 barras. Vamos a
explicar cómo funciona esta equivalencia:

• El número de puntos antes de la primera barra representa el exponente del 2 en a.

• El número de puntos entre la primera y la segunda barra representa el exponente del 2 en b.

• El número de puntos después de la segunda barra representa el exponente del 2 en 2019

ab
.

• El número de estrellas antes de la primera barra representa el exponente del 5 en a.

• El número de estrellas entre la primera y la segunda barra representa el exponente del 5 en b.

• El número de estrellas después de la segunda barra representa el exponente del 5 en 2019

ab
.

Por tanto, el número de pares ordenados (a, b) en los que ab divide a 2019 es(
19 + 2

2

)(
38 + 2

2

)
=

21! · 40!

2!19!2!38!
=

21 · 20 · 40 · 39

4
= 163800,

ya que
(
19+2
2

)
son las maneras de elegir en qué posiciones van las barras en una fila de 19 puntos y 2 barras

(el resto de posiciones serán ocupadas por puntos), y
(
38+2
2

)
son las maneras de elegir en qué posiciones

van las barras en una fila de 38 estrellas y 2 barras (el resto de posiciones serán ocupadas por estrellas).
Por tanto, la respuesta a la pregunta es 608400− 163800 = 444600.

Problema 28. Tenemos un pequeño tablero de ajedrez 3× 3. Las filas están numeradas del 1 al 3, y las
columnas de la a a la c, con lo que las casillas se llaman a1, a2, a3, b1, b2, b3, c1, c2, c3. Hay dos caballos
blancos en a1 y a3, y dos caballos negros en c1 y c3. ¿Hay alguna manera de mover los caballos para que
acaben los blancos en b1 y b3 y los negros en a2 y c2?

Solución. Estando los caballos en esas posiciones iniciales, ningún caballo puede llegar a b2 (el cuadrado
del medio), aśı que sólo nos importa la posición de los caballos en los 8 caballos del borde.

Construimos un grafo con 8 vértices, uno para cada casilla del borde, y unimos dos vértices si un
caballo puede saltar de uno al otro en un movimiento.



a1B

b3

c1

N
a2

c3 N

b1

a3

B
c2

Hemos puesto una N en los vértices correspondientes a las casillas en las que hay un caballo negro
en la posición inicial, y una B en las que hay un caballo blanco. Al mover un caballo, movemos su
correspondiente N o B a la nueva casilla. Como no puede haber dos caballos en la misma casilla en ningún
momento, siempre estarán los dos negros seguidos y los dos blancos seguidos si recorremos el grafo en
sentido antihorario.

La posición a la que queremos llegar es esta.

a1

b3
B

c1

a2
N

c3

b1
B

a3

c2
N

Aqúı, si recorremos el grafo en sentido antihorario, se alternan los caballos blancos y negros. Por
tanto, no podremos llegar a esta posición.

Problema 29. Hay 20 tarjetas, cada una con un número escrito en ambos lados. En cada tarjeta, los
números del 1 al 20 están escritos dos veces. Demostrar que las tarjetas se pueden organizar de manera
que todos los números en la parte superior sean diferentes.

Solución. Separaremos las tarjetas en las que está escrito el mismo número dos veces. Tomaremos una
de las tarjetas restantes. Supongamos que los números escritos en ella son a y b. Colocaremos la tarjeta
con el número a hacia arriba. Luego buscaremos la tarjeta en la que está escrito el segundo número b
y la colocaremos con el número b hacia arriba. Continuaremos de esta manera hasta llegar a la tarjeta
en la que está escrito el segundo número a. En este punto, el ciclo se detiene. Si aún quedan tarjetas,
comenzaremos un nuevo ciclo y aśı sucesivamente.

Problema 30. Un árbol es un grafo que no tiene ciclos. Probar las siguientes afirmaciones.

a) Dado un grafo conexo finito, se puede quitar varias aristas para obtener un árbol.

b) En un árbol con n vértices, hay exactamente n− 1 aristas.

c) En un árbol, hay al menos dos vértices de grado 1.

d) En un grafo conexo de n vértices, hay al menos n− 1 aristas.

e) Si un grafo conexo tiene n vértices y n− 1 aristas, entonces es un árbol.



Solución. a) Si el grafo no es un árbol, entonces tiene un ciclo. Se puede eliminar cualquier arista de
este ciclo sin perder la conectividad. Este proceso se detendrá cuando el grafo se convierta en un
árbol.

b) Veamos primero que un árbol finito tiene al menos un vértice de grado 1. Consideremos un vértice
arbitrario del árbol y sigamos cualquier arista que salga de él hacia otro vértice. Si el nuevo vértice
no tiene más aristas salientes, nos quedamos en él; de lo contrario, seguimos cualquier otra arista. En
este camino, nunca podremos llegar a un vértice que ya hayamos visitado, ya que eso implicaŕıa la ex-
istencia de un ciclo. Dado que el grafo tiene un número finito de vértices, nuestro viaje eventualmente
terminará. Sin embargo, solo puede terminar en un vértice de grado 1.

Ahora eliminemos ese vértice junto con la arista que sale de él. El grafo restante sigue siendo un
árbol. Por lo tanto, tiene otro vértice de grado 1, que también eliminamos junto con la arista
correspondiente. Repitiendo este proceso n − 1 veces, obtenemos un grafo que consta de un solo
vértice (en el cual, por supuesto, no hay aristas). Dado que se eliminó exactamente una arista cada
vez, inicialmente hab́ıa n− 1 aristas.

c) Saliendo de un vértice de grado 1, seguimos el grafo como en el apartado anterior. De la misma
manera que alĺı, este camino terminará en otro vértice de grado 1.

d) Eliminemos algunas vértices de un grafo, convirtiéndolo en un árbol. En el árbol resultante, hay
n− 1 vértices, y en el grafo original, hab́ıa al menos eso.

e) Si esto no fuera cierto, al convertirlo en un árbol, obtendŕıamos una contradicción con el apartado
b).

Problema 31. Decimos que un grafo es bipartito si sus vértices se pueden dividir colorear de dos colores,
blanco y negro, de manera que no hay ninguna arista que una dos vértices del mismo color. Demuestra
que un grafo es bipartito si y sólo si no tiene ningún ciclo de longitud impar.

Solución. Si es bipartito, entonces cualquier ciclo será blanco-negro-blanco-negro... y tiene que tener
longitud impar. Rećıprocamente, supongamos que todos sus ciclos son de longitud par. Vamos a suponer
que es conexo (si no, podŕıamos hacer lo mismo en cada componente). Elegimos un vértice v0. La distancia
es la longitud del camino más corto. Coloreamos de blanco los vértices que están a distancia par de v0
(incluido v0, que está a distancia 0), y de negro los que están a distancia impar.

Si dos vértices v1 y v2 están conectados, y vi está a distancia di, entonces hay un ciclo: de v0 a v1 por
el camino más corto (d1 aristas), luego de v1 a v2 (1 arista) y de vuelta a v0 por el camino más corto (d2
aristas). En total, el ciclo tiene longitud d1 + d2 + 1, que tiene que ser par, aśı que d1 + d2 es impar, y d1
y d2 tienen distinta paridad.

Problema 32. Sea G un grafo conexo plano simple sin vertices de grado 1, con V ≥ 1 vértices, A aristas
y C caras. Demuestra que

1. 2A ≥ 3C;

2. A ≤ 3V − 6;

3. El grafo K5 no es plano.

Solución. 1. Coloquemos dos puntos en cada arista: uno en cada cara adyacentes a ella. En cada cara
habrá no menos de tres puntos, por lo que en total habrá al menos 3C puntos. Por otro lado, el
número de puntos es exactamente 2A.

2. Por la fórmula de Euler V − A + C = 2. Entonces, V − A + 2
3
A ≥ 2. Entonces A ≤ 3V − 6.



3. El grafo K5 tiene 5 vértices y 10 aristas y 10 > 3 · 5− 6.

Problema 33. En un ćırculo matemático, cada miembro tiene exactamente un amigo y un enemigo (las
relaciones de amistad y enemistad son simétricas). Demostrar que:

a) el número de miembros del ćırculo es par;

b) el ćırculo se puede dividir en dos grupos neutrales (tal que no hay amigos y enemigos entre miembros
del mismo grupo).

Solución. a) Todo el ćırculo se divide en pares de amigos.
b) Dado que el grado de cada vértice en el grafo correspondiente es igual a 2, el grafo se divide en

ciclos. En cada ciclo, las aristas de “amistad” y “enemistad” se alternan, lo que significa que hay igual
cantidad de ambas. Colocando en un ćırculo a los miembros de cada ciclo, tomados de forma alterna,
obtenemos un grupo donde no hay ni amigos ni enemigos. Los miembros restantes forman el segundo
grupo neutral.

Problema 34. Un camino hamiltoniano en un grafo es un camino que pasa por todos los vértices
exactamente una vez.

Demostrar que en un grafo con 20 vértices, cada uno con grado no menor de 10, hay un camino
hamiltoniano.

Solución. Elijamos un camino más largo L en el que los vértices no se repiten. Supongamos que contiene
n < 20 vértices. Fuera del camino hay 20− n vértices. Consideremos el punto final K de este camino. Si
al menos una arista conduce desde K a un vértice exterior (que no pertenece a L), entonces el camino L
se puede extender, lo cual es una contradicción con su elección.

Supongamos que todas las aristas desde K conducen a los vértices de L. Luego, la cantidad de estos
vértices no es menor que 10 (lo que significa que n ≥ 11). Para cada uno de estos vértices A, consideremos
el vértice A′ que es el siguiente vértice en L. Si al menos una arista conduce desde A′ a un vértice B que
no está en L, entonces sigamos el camino L desde el principio hasta el punto A, luego a lo largo de la
arista AK, regresemos a lo largo del camino L hasta el punto A′, y finalmente, sigamos a lo largo de la
arista A′B. Como resultado, obtendremos un camino que contiene todos los vértices de L y el punto B.
Nuevamente, esto es una contradicción.

Por lo tanto, cualquier vértice B que no está en L, está conectado con no más de n− 10 vértices de
L. Pero entonces, el grado de B no es mayor que (n− 10) + (19− n) = 9, lo cual es una contradicción.

Problema 35. Demuestra que un grafo con n vértices, cada uno de grado no menor que n−1
2

, es conexo.

Solución. Consideremos dos vértices arbitrarios y supongamos que no están conectados por un camino.
Según la condición, cada uno de estos dos vértices está conectado con al menos n−1

2
aristas; además, todos

los vértices mencionados son diferentes, ya que si dos de ellos son iguales, entonces hay un camino que
conecta los dos vértices originales.

Aśı, en el grafo hay al menos n−1
2

+ n−1
2

+ 2 = n + 1 vértices. Esto lleva a una contradicción.

Problema 36. De un grafo completo de 100 vértices se eliminaron 98 aristas. Demuestra que el grafo
resultante sigue siendo conexo.

Solución. Supongamos que el grafo resultante resulta ser no conexo y tiene una componente de conectividad
de n vértices. Entonces, al menos se eliminaron n(100 − n) aristas, que conectaban los vértices de esta
componente con los vértices de otras componentes. Pero n(100 − n) = 502 − (n − 50)2 ≥ 502 − 492 =
1 · 99 > 98. Contradicción.



Problema 37. En un páıs hay 15 ciudades, algunas de las cuales están conectadas por ĺıneas aéreas
operadas por tres aeroĺıneas. Se sabe que incluso si cualquiera de las aeroĺıneas deja de operar, aún
se puede llegar desde cada ciudad a cualquier otra (quizás con escalas) utilizando los vuelos de las dos
aeroĺıneas restantes. ¿Cuál es el menor número posible de ĺıneas aéreas que puede haber en el páıs?

Solución. Denotemos la cantidad de ĺıneas aéreas de las aeroĺıneas como a, b y c. Si cerramos las últimas
c ĺıneas aéreas, el grafo seguirá siendo conexo, por lo que a+ b ≥ 14. De manera análoga, b+ c, a+ c ≥ 14.
Sumando estas desigualdades, obtenemos 2(a + b + c) ≥ 42, lo que significa que las tres aeroĺıneas en
conjunto tienen al menos 21 ĺıneas aéreas.

Solo queda proporcionar un ejemplo con 21 ĺıneas aéreas. Cualquiera de los ejemplos mostrados en
las figuras es adecuado.

Problema 38. En un cierto páıs, las ciudades están conectadas por carreteras. La longitud de cada
carretera mide menos de 500 km, y desde cada ciudad se puede llegar a cualquier otra ciudad conduciendo
por carreteras que suman en total menos de 500 km. Cuando una carretera se cerró por reparaciones,
resultó que desde cada ciudad se pod́ıa llegar a cualquier otra ciudad utilizando las carreteras restantes.
Demuestra que en este caso se puede conducir menos de 1500 km.

Solución. Observemos que:
1) Si algún camino A → . . . → B → . . . → C es uno de los más cortos entre las ciudades A y

C, entonces una parte de este por ejemplo, A → . . . → B, es un camino más corto entre las ciudades
correspondientes.

2) Un camino más corto no pasa por una misma carretera dos veces.
Supongamos que cerramos la carretera que conecta las ciudades A y B; denotémosla como AB.

Dividimos todas las ciudades en dos grupos: al primer grupo le asignamos la ciudad A y aquellas ciudades
con un camino más corto hacia A que no pasaba por la carretera AB, y al segundo grupo le asignamos
todas las demás ciudades. Podemos suponer que la ciudad B ahora pertenece al segundo grupo (de lo
contrario, no habŕıa ninguna ciudad en el segundo grupo en absoluto, ya que si AB no es un camino más
corto de A a B, entonces ninguno de los caminos más cortos puede pasar por AB).

Supongamos que M y N son ciudades que se encuentran ahora a una distancia mayor que 500 km.
Esto significa que antes, el camino más corto entre M y N pasaba por la carretera AB. Pero entonces,
el camino más corto hacia la ciudad A desde una de estas ciudades pasaba por la carretera AB, mientras
que desde la otra no; por lo tanto, las ciudades M y N pertenecen a diferentes grupos. De aqúı se sigue
que cualquier par de ciudades pertenecientes al mismo grupo pueden ser conectadas por un camino de
longitud menor que 500 km.

Dado que aún podemos conducir de la ciudad A a la ciudad B, encontraremos ciudades C y D tal
que C pertenece al primer grupo yD al segundo, y la ciudad C está conectada por una carretera con D.
Ahora está claro cómo llegar de cualquier ciudad M del primer grupo a cualquier ciudad N del segundo
grupo conduciendo menos de 1500 km: primero, conducir desde M hasta la ciudad C (este camino es
menor que 500 km), luego, de C a D (la longitud de la carretera CD es menor que 500 km), y finalmente,
de la ciudad D a N (el camino de D a N nuevamente es menor que 500 km).

Problema 39. En un cuadrado se marcan 20 puntos y se conectan con segmentos sin interesecciones entre
śı y también con los vértices del cuadrado, de modo que el cuadrado se divide en triángulos. ¿Cuántos
triángulos hay?



Solución. Solución 1
Consideremos los puntos marcados y los vértices del cuadrado como vértices, y las ĺıneas que los

conectan y los lados del cuadrado como aristas de un grafo plano. Para cada cara en la que este grafo
divide el plano, contemos el número de aristas que lo limitan, y sumemos todos los números obtenidos.
Dado que cada arista divide dos regiones, al final obtendremos el doble del número de aristas. Dado
que todas las regiones, excepto la externa, son triángulos, y la región externa está limitada por cuatro
aristas, tenemos la ecuación 3(C − 1) + 4 = 2A, es decir, A = 3(C−1)

2
+ 2. Observamos que el número

de vértices de nuestro grafo es 24, y sustituimos el número de vértices y bordes en la fórmula de Euler:
24−

(
1
2
(C − 1) + 2

)
+C = 2. De aqúı, C = 43. Por lo tanto, el número de triángulos en los que se dividió

el cuadrado es 42.
Solución 2
Supongamos que el cuadrado se divide en n triángulos. Calcularemos la suma de los ángulos de estos

triángulos de dos maneras. Por un lado, es igual a 180◦ ·n. Por otro lado, estos ángulos suman 20 ángulos
completos y cuatro ángulos del cuadrado, es decir, la suma es 20 · 360◦ + 4 · 90◦ = 42 · 180◦. Por lo tanto,
n = 42.

Problema 40. La distancia entre dos triángulos A1A2A3 y B1B2B3 es la menor de las distancias AiBj

(1 ≤ i, j ≤ 3). ¿Es posible dibujar en el plano cinco triángulos de manera que la distancia entre cualquier
par de ellos sea igual a la suma de los radios de sus circunferencias circunscritas?

Solución. Denominaremos nube de un triángulo a la unión de tres ćırculos con centros en sus vértices y
radios iguales al radio de la circunferencia circunscrita. La distancia entre dos triángulos es igual a la
suma de los radios de sus circunferencias circunscritas si y solo si las nubes correspondientes se tocan. Sin
embargo, cinco nubes no pueden tocarse dos a dos debido a que el grafo K5 no es plano.

Problema 41. Un cubo de lado de longitud n se divide en n3 cubos unitarios. ¿Cuál es el número mı́nimo
de caras (cuadrados de lado 1) de cubos unitarios hay que eliminar para que desde todos los puntos del
cubo se pueda llegar al borde sin atravesar ninguna cara?

Solución. Basta quitar (n− 2)3 caras: basta de eliminar la cara inferior de cada cubo interior.
Demostremos que quitar menos de (n− 2)3 no va a ser suficiente.
Eliminamos todos los cubos pequeños exteriores. Nos queda un cubo (n − 2) × (n − 2) × (n − 2),

dividido en (n−2)3 cubos unitarios. Ahora todo el espacio está dividido en (n−2)3 +1 regiones, contando
la exterior. Eliminar un lado reduce la cantidad de regiones en 1 como máximo. Al final, la cantidad de
regiones debe ser igual a 1, por lo que se deben eliminar al menos (n− 2)3 particiones.

Comentario: en un grafo conexo el número de vertices es como mucho el número de aristas más
1.


