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Combinatoria

La combinatoria es el arte de contar. Averiguar cudntos objetos se ajustan a determinadas
caracteristicas puede no ser facil. En esta hoja presentamos ideas y conceptos basicos de combinatoria.
Estos conceptos nuevos se van a exponer en una serie de ejemplos resueltos y ejercicios al principio de la
hoja, asi que es muy importante que leais la hoja en orden de aqui hasta el bloque gris que hay
después del Problema 6, leyendo y entendiendo las soluciones a todos los ejemplos resueltos
y resolviendo todos los ejercicios en orden. Si os atascais en cualquier cosa, pedid ayuda a vuestros
companeros o a vuestros profesores, pero no avancéis sin haber entendido lo anterior.

Ejemplo resuelto. ;Cuantas palabras de tres letras se puede formar con un alfabeto de 27 letras? Las
palabras no tienen por qué significar nada en ningin idioma, por “palabra” vamos a entender una lista
ordenada de letras.

Solucion. Una palabra de tres letras Ly Lo L3 es una lista de tres letras. Para escoger la primera letra hay
27 posibilidades, después de escoger la primera letra hay 27 posibilidades para escoger la segunda letra y
teniendo dos letras hay 27 posibilidades para elegir la ultima letra. Por lo tanto, hay 27 - 27 - 27 = 19683
palabras de tres letras en un alfabeto de 27 letras. O

En este ejemplo hemos usado la la regla de producto:

Regla de producto: Si un objeto A se puede escoger de m maneras y después de cada eleccion de este
tipo, un objeto B se puede escoger de n maneras, entonces se puede escoger una pareja (A, B) de m - n
maneras.

En el ejemplo anterior los objetos que teniamos que elegir eran letras, las elegiamos en orden, y cada
para cada uno que elegiamos teniamos 27 posibilidades. Veamos un ejemplo un poco distinto en el que
también se aplica la regla del producto.

Ejemplo resuelto. ;Cuantas palabras de tres letras se puede formar con un alfabeto de 27 letras, si
imponemos que todas las letras de la palabra tienen que ser distintas?

Solucion. Una palabra de tres letras L Lo L3 es una lista de tres letras. Para escoger la primera letra hay
27 posibilidades, después de escoger la primera letra hay 26 posibilidades para escoger la segunda letra
(porque no podemos repetir letras) y teniendo dos letras hay 25 posibilidades para elegir la tltima letra.
Por lo tanto, la regla del producto nos da que hay 27 - 26 - 25 = 17550 palabras de tres letras sin ninguna
letra repetida en un alfabeto de 27 letras. O

Problema 1. ;De cuidntas maneras distintas puedes poner a 18 alumnos en fila? ;Y a 100 alumnos?

Solucion. Para poner a 18 alumnos en fila, hay 18 posibilidades para el primero, 17 para el segundo, 16
para el tercero... asi hasta una posibilidad para el tltimo. La regla del producto nos dice que la respuesta
es

18-17-16-15-14-13-12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1.



Este niimero es demasiado grande como para escribirlo. Para 100 alumnos, el mismo argumento nos dice
que la respuesta es
100-99-98-97-...-4-3-2-1.

]

Vamos a explicar una notacion nueva para que sea maés facil escribir la respuesta de problemas como
el ejercicio anterior.

El factorial de un niimero: Si n es un nimero entero positivo, entonces llamamos “n factorial” (y lo
denotamos por n!) al nimero

n=n-n—1)-(n—2)-...-3-2- 1

También diremos que 0! = 1, aunque no se ajuste a la definicién que acabamos de dar.

Con esta definicion en mente, completa las siguiente frases, en las que n > k > 1:

e El nimero de formas distintas de poner a n alumnos distintos en fila es n!

¢ El nimero de palabras distintas de k letras en las que todas las letras son distintas que se pueden
formar con un alfabeto de n letras es 70 * (n — 1) . (n — 2) L. (n —k+ 1) :
Este niimero se puede expresar como una fraccién usando factoriales de la siguiente manera:

(n—k)!

Antes de continuar con la hoja, asegurate de que tus respuestas en el bloque gris anterior son correctas
preguntandole a uno de los profesores.

Las preguntas que hemos hecho hasta ahora tenian en cuenta el orden. Por ejemplo, las palabra de
tres letras “res”, “ser” y “ers” son tres palabras distintas, a pesar de estar formadas por las mismas tres
letras. Veamos un ejemplo de una pregunta parecida en la que no importa el orden.

Ejemplo resuelto. Adrian tiene un total de 15 camisetas, y se va a ir de vacaciones. Quiere meter en la
maleta un total de 7 camisetas. jDe cudntas maneras puede hacer esto?

Solucion. Aqui no nos importa el orden en el que escogemos las camisetas, sino cuales escogemos. Tenemos
que escoger 7 camisetas de entre 15. Si nos importara el orden, tendriamos 15 posibilidades para la primera
camiseta, 14 para la segunda... asi hasta 15 — 7+ 1 = 9 posibilidades para la séptima. Por tanto, si nos
importara el orden, la respuesta seria

15! 15!
15-14-13-12-11-10-9= ——— = —.
15-7 8l

Sin embargo, como no nos importa el orden, hay varias de estas elecciones (en la que importa el orden
de las camisetas) que nos dan lugar a la misma eleccién de 7 camisetas. Mds concretamente, para cada
eleccién de 7 camisetas, hay 7! maneras de ponerlas en fila, por lo que cada eleccion de 7 camisetas la
estamos contando 7! veces distintas en el calculo de 18—5,' Por tanto, la respuesta es

15!

B 5

8 _

0 e 048

O

Problema 2. Un profesor de educacion fisica tiene que dividir a una clase de 26 alumnos en dos grupos
de 13 alumnos para jugar al panuelo. ;De cuantas maneras puede hacer esto?



Solucion. Lo que tiene que hacer un profesor es elegir a 13 alumnos de entre esos 26 para formar un equipo,
y automaticamente los 13 restantes formaran el otro equipo. Argumentando como en el ejemplo anterior
de Adrian y las camisetas, vemos que hay

26! 26!
26 — 13! 13!

formas en las que el profesor puede escoger a 13 alumnos en orden. Como no le importa el orden de los
alumnos a la hora de formar un equipo, tiene que dividir esta cantidad por 13! para obtener que la cantidad
de equipos distintos de 13 personas que puede hacer el profesor con sus 26 alumnos es

26!
5 2!
13! 1313

Sin embargo, buscamos las maneras que tiene para hacer dos equipos de 13. Por cada equipo de 13
que hace, los 13 restantes forman el otro equipo. Por tanto, cada posibilidad de dos equipos la estamos

26! v ]a respuesta final al problema es

contando dos veces en la cantidad T30

26!

26!
13131 _ — 5900.
2 1311312 5-200-300

]

Problema 3. Repite el razonamiento de la solucion del ejemplo resuelto anterior para justificar que el

nimero de formas de escoger k elementos de un total de n elementos distintos (sin importar el orden) es
n!

Kl (n—k)!"

., . . . . ’ ! .
Solucion. Sinos importara el orden, sabemos por el anterior bloque gris que la respuesta seria (nﬁ—kz?' Sin
embargo, como no nos importa el orden, cada manera de escoger k elementos la estamos contando k! veces

1

n:
(=) !
(tantas como maneras de poner k elementos en fila). Por tanto, la respuesta es 52 = 4 (:;k),.

O

Como el ejercicio anterior lo vamos a usar muchisimo, vamos a darle un nombre a su respuesta:

Numeros combinatorios (E) Si n es un numero entero positivo, y k es un numero entero tal que
0 < k < n, llamamos “las combinaciones de n en k” (y lo denotamos por (})) al nimero

(1) = e

Por el Problema 3, el nimero de formas de escoger k elementos de un total de n elementos distintos (sin
importar el orden) es (}).

Si k = 0 esta férmula también tiene sentido, ya que el nimero de maneras de escoger 0 elementos de
entre n es 1 (hay una manera, no escoger nada), y

ny n! B n! _1
0) O(n—-0)! 1-n 7

Problema 4. En este ejercicio, una palabra es una lista ordenada de letras sin espacios entre medio.
Responde razonadamente a las siguientes preguntas.

a) ;Cudntas palabras distintas de siete letras se pueden construir con todas las letras de la palabra
NUMEROS?

b) ;Cudntas palabras distintas de once letras se pueden construir con todas las letras de la palabra
MATEMATICAS? Date cuenta de que algunas letras estan repetidas.



¢) ;De cuantas maneras puedes formar dos palabras, una de tres letras y otra de dos, usando las letras
de la palabra NUMERITOS sin repetir ninguna letra?

Solucion.  a) La palabra NUMEROS tiene 7 letras, todas distintas. Por tanto, nos estdn perguntando
por el numero de formas que hay de poner 7 elementos distintos en fila, que es

7! = 5040

b) Si todas las letras fueran distintas, la respuesta seria 11!. Podemos imaginarnos que lo son, por
ejemplo, pintando una M de rojo y otra de azul, una T de rojo y otra de azul, y una A de rojo, otra
de azul y otra de verde. Cada posible respuesta de entre las 11! la estamos contando 2! = 2 veces
si pasamos a considerar que las dos M’s son idénticas, 2! = 2 veces si pasamos a considerar que las
dos T”s son idénticas, y 3! = 6 veces si pasamos a considerar que las A’s son idénticas. Por tanto, la

respuesta es
11!

m:11-10-9-8-7-6-5:1.663.200

¢) La palabra NUMERITOS tiene 9 letras, todas ellas distintas. Elegimos las letras en este orden:
primero las de la palabra de 3 letras, de la primera a la ltima, y luego de la palabra de 2 letras,
de la primera a la dltima. Para la primera letra de la palabra de 3 letras hay 9 posibilidades, para
la segunda hay 8, para la tercera hay 7. Para la primera letra de la palabra de 2 letras hay 6
posibilidades y para la segunda hay 5. Por tanto, la regla del producto nos dice que la respuesta es

9-8:-7-6-5=15.120
[l

Problema 5. En un juego de domino estandar hay 28 fichas de domind, y los valores indicados en las
fichas van del 0 al 6. ;Cudantas fichas contendria un juego de dominé si los valores indicados en las fichas
fuesen de 0 a 127

Solucion. En tal juego habria 13 “dobles”. El nimero total de las otras fichas es igual al niimero de pares

de 13 nimeros, es decir, (123) = % = 78. Por lo tanto en total habria 78 + 13 = 91 fichas. O

Ahora vamos a ver un ejemplo en el que hay repeticiones (como en el Problema 4 parte 4), pero, que
a diferencia del Problema 4 parte 4, no importa el orden.

Ejemplo resuelto. Pablo tiene camisetas en tres colores distintos: 15 rojas, 7 verdes y 6 azules. ;De
cuantas maneras distintas puede elegir 6 camisetas, si las camisetas del mismo color son indistinguibles
entre si?

Solucidn. Vamos a representar las camisetas por puntos (e) y los cambios de color por barras (|), poniendo
las camisetas en el siguiente orden de colores: rojo, verde, azul. Asi, la secuencia

o0 |0ee e
corresponde a 2 camisetas rojas, 3 verdes y 1 azul, y la secuencia

corresponde a 0 camisetas rojas, 2 verdes y 4 azules.

El dato de que Pablo tiene 15 camisetas rojas, 7 verdes y 6 azules sélo nos sirve para darnos cuenta
que cualquier fila de 6 puntos y dos barras se corresponde con una eleccion de camisetas posible para
Pablo. Asi, contar el nimero de maneras de escoger 6 camisetas equivale al nimero de maneras de colocar

6 puntos en 8 huecos de una fila, que es (2) = % =4.7=28. O

Siguiendo un razonamiento parecido usando puntos y barras, responde al siguiente problema.



Problema 6. En una pasteleria hay 4 tipos de pasteles. ;Cudntas cajas distintas de 7 pasteles se puede
formar?

Solucion. Los 4 tipos de pasteles los distinguimos mediante 3 barras separadoras, y los 7 pasteles los
representamos por puntos. De una fila de 10 = 3 + 7 tenemos que elegir los 7 huecos donde va a haber
puntos (pasteles), y el resto seran barras. Por tanto, la respuesta es

10\ 10-9-8
= — "2 _—5.3.8=120.
(7) 3.2

0

El ejercicio anterior se puede interpretar como que nos estan preguntando la manera de repartir 7
elementos iguales en 4 grupos distintos (cada uno de los 7 elementos es un pastel, y los grupos corresponden
al tipo de pastel). Con esto en mente, completa la siguiente frase:

El ntimero de formas distintas de poner a n elementos idénticos en k£ grupos distintos es

Muchos de los problemas de esta hoja se pueden resolver aplicando los conceptos explicados hasta
ahora, asi que aseguirate de haber entendido todos los ejercicios anteriores bien antes de con-
tinuar, y si no pide ayuda a tus companeros o a tus profesores. Tu grupo puede resolver los demas
problemas de la hoja en el orden que querdis, aunque siempre recomendamos ir en orden.

Problema 7. El plano de una ciudad es un rectdangulo de 5 por 10 celdas. Se ha introducido el trafico
de un solo sentido en las calles: sélo se permite conducir hacia la derecha y hacia arriba. ;Cuantas rutas
diferentes hay desde la esquina de abajo a la izquierda hasta la esquina de arriba a la derecha?

Solucion. A cada ruta se puede asociar una cadena de 15 letras “D” (derecha) y “ A” (arriba). Notemos
que debe haber exactamente 5 letras “D” y exactamente 10 letras “A”. Por lo tanto, el nimero de rutas

es igual al nimero de dichas cadenas, que, a su vez, es igual a (155) = (}8) = 3003. O

Problema 8. En una calle hay cinco casas seguidas. Queremos pintarlas todas de rojo o de verde.
;Cuantas maneras hay de pintarlas?
Si no puede haber dos casas seguidas rojas, ;de cuantas maneras podemos pintar las casas?

Solucion. La respuesta a la primera pregunta es 2° = 32 maneras.
Para la segunda pregunta, analizamos casos distintos segin el nimero de casas rojas.

e Si no hay ninguna casa roja, hay una manera de pintarlas (todas verdes)

e Si solo hay una casa roja, hay cinco maneras de pintarlas (tantas como maneras de elegir la casa que
vas a pintar de rojo).

e Si hay dos casas rojas, puedenserlalyla3d,lalylad,lalylab la2ylad4,la2ylab, ylady
la 5. En total, hay 6 maneras.

e Si hay tres casas rojas, solo pueden ser la 1, la 3 y la 5.
Por tanto, en total hay 1+ 5+ 6 + 1 = 13 maneras de pintarlas. O]

Problema 9. ;De cuantas maneras se pueden colocar tres torres en un tablero de ajedrez 8 x 8 tal que
todas las torres estan en columnas diferentes y filas diferentes?



Solucion. Hay (g) = 5?—;3, = 56 maneras de elegir tres filas de entre 8 posibles. Una vez hemos elegido las
3 filas, hay 8 maneras de elegir la posicién de la torre en la fila de més arriba (dentro de las tres filas
elegidas), 7 en la de en medio, y 6 en la fila de mas abajo. Por tanto, la respuesta es 56 -8 - 7- 6 = 18816

maneras. O

Problema 10. ;Cuéantas posibilidades diferentes hay de que 5 chicos y 5 chicas se sienten de forma
alternada en una mesa redonda que tiene 10 sillas? Dos maneras de sentarse que difieren en una rotacion
se consideran iguales.

Solucion. Primero fijemos 5 sillas para las chicas y 5 para los chicos. Hay (5!)? maneras de colocar a las
chicas y chicos en estas sillas. Notemos que hay 5 maneras diferentes de colocacion que se obtienen al

rotar a las chicas y chicos. La respuesta es g = 2880. [

Problema 11. La rana Gustavo salta a lo largo de la recta

< Il Il Il Il Il Il Il
T T T T T

-3 -2 -1 0 1 2 3

y empieza en el 0. Cada vez que salta, salta una unidad a la izquierda o una a la derecha. Por ejemplo,
una sucesion de posibles saltos para Gustavo seria 0 - —1 — 0 — 1 — 2 — 3 — 2. ;De cuantas maneras
puede dar exactamente 10 saltos empezando en el 0 y aterrizar en un ntimero primo (positivo o negativo)?

Solucion. Cada vez que salta, se suma o resta 1, asi que si estaba en un nimero par, pasa a un impar, y
viceversa. Como empieza en el 0, tras 10 saltos estarda en un nimero par, asi que para que sea primo, sélo
puede ocurrir que aterrice en 2 o en —2.

Para aterrizar en 2, tiene que dar 6 saltos a la derecha y 4 a la izquierda, asi que hay (160) = (lf) =210
maneras. Por la simetria del problema, para aterrizar en —2 también hay 210 maneras. Por tanto, hay
420 maneras en total. O]

Problema 12. ;De cuantas maneras se pueden escribir todos los nimeros del 1 al 9 en las celdas de un
tablero 3 x 3 de manera que para todos los niimeros enteros 1 < n < 9, la celda que contiene al niimero n
tiene un lado en comtn con la que contiene al nimero n + 17

Solucion. Coloreamos el tablero como un tablero de ajedrez en blanco y negro, con las celdas de las
esquinas y la celda del centro en negro. Entre los nimeros del 1 al 9 hay cinco impares y cuatro pares.
Como los nimeros impares y pares tienen que estar en colores distintos, los niimeros impares estan en las
celdas negras y los pares en las blancas.

Si la celda del centro es un 1, hay cuatro posibilidades para poner el 2, dos para poner el 3, y a partir
de alli la posicién de todos los niimeros esta determinada.

Si la celda del centro es un 9, hay cuatro posibilidades para poner el 8, dos para poner el 7, y a partir
de alli la posicion de todos los nimeros esta determinada.

Si la celda del centro es un 3, hay cuatro posibilidades para poner el 2, dos para poner el 1, y a partir
de alli la posicion de todos los ntimeros esta determinada.

Si la celda del centro es un 7, hay cuatro posibilidades para poner el 8, dos para poner el 9, y a partir
de alli la posicién de todos los niimeros esta determinada.

Si la celda del centro es un 5, hay cuatro posibilidades para poner el 6, dos para poner el 7, y a partir
de alli la posicion de todos los nimeros esta determinada.

En total, hay 5 -4 -2 = 40 posibilidades.

m

Problema 13. Queremos distribuir 12 piedras idénticas entre 4 cajas diferentes entre si, que llamamos
By, By, By y B4. Se permite que algunas cajas queden vacias.

a) Entre todas las maneras de distribuir las piedras, ;qué fraccién del total tiene la propiedad de que
el niimero de piedras en todas las cajas es par?

b) Entre todas las maneras de distribuir las piedras, ;qué fraccién del total tiene la propiedad de que
el nimero de piedras en todas las cajas es impar?



Solucion. El ntimero total de maneras de repartir las piedras coincide con el ntimero de maneras de
ordenar 12 puntos idénticos (que representan las piedras) y 3 barras idénticas (la primera barra representa
la division entre B; v Bs, la segunda representa la divisién entre By y B3 y la tercera representa la division
entre By y By). Asi, - || -+ | - -+ se corresponde con poner 3 piedras en By, 0 en By, 5 en B3y 4
en B4. El nimero de maneras de ordenar las barras y los puntos corresponde a las maneras de escoger 3
elementos de una fila de 12 + 3 = 15 posibles (es decir, escoger dénde van las barras, porque el resto los
llenaremos con puntos). Por tanto, el nimero total de maneras de repartir las piedras en las 4 cajas es

(5)-
a)

El ntmero total de maneras de distribuir las 12 piedras en las 4 cajas de manera que cada caja
tenga un numero par de elementos coincide con el nimero total de maneras de distribuir 6 piedras
idéndicas en 4 cajas distintas (luego multiplicamos las piedras de cada caja por 2). Siguiendo el

argumento anterior, este niimero es (6J§3) = (g) Por tanto, la respuesta a esta pregunta es
9 !
_(3)__%!_9_!1_2!_9.8.7.—1 _E
15y — 150 - ~ a5
(3) aer 015! 15-14-13 65
b) El nimero total de maneras de distribuir las 12 piedras en las 4 cajas de manera que cada caja tenga
un nimero impar de elementos coincide con el nimero total de maneras de asignar 1 piedra a cada
caja, y luego distribuir las 8 piedras restantes de manera que se asignen un niimero par de piedras a
cada caja. Por el apartado anterior, esto coincide con el nimero de maneras de distribuir 4 piedras
idénticas en 4 cajas, que es (42:3) = (;) Por tanto, la respuesta a esta pregunta es
7 !
G) w72 oo L 1
15y — 150 - ~ 2
(3) aer 4115t 15-14-13 13
m
Problema 14. a) Sean n y k nimeros enteros positivos. Si tenemos nk objetos distintos, jde cuantas
maneras podemos dividirlos en k grupos de n objetos cada uno si no nos importa el orden de los
grupos ni el orden de los objetos dentro de su grupo?
b) ;Cudl es el nimero entero positivo més pequeno para el cual 1 no es un numero entero?

Solucion.  a) Hay (nk)! maneras de poner los nk objetos en fila. Una vez puestos en fila, hacemos los

grupos asi: Los n primeros forman el primer grupo, los siguientes n el segundo grupo, etc. De las (nk)!
maneras de ponerlos en fila, n! corresponderan al mismo k-ésimo grupo, para todo k = 1,2,... k.
Por tanto, si los grupos estan numerados, hay E ,))k maneras. Ademas, si no nos importa el orden,
tendremos que dividir esta cantidad por las k! maneras que hay de ordenar los k£ grupos. Por tanto,

la respuesta que buscamos es

(nk)!
k! (nh)k
Por el apartado anterior, sabemos que % es el nimero de maneras de dividir 20n objetos en 20
grupos, por lo que este nimero es un entero. Ademas, nos damos cuenta de que si n < 20, entonces
20! - (n!)? es divisible por (n!)?!, por lo que EQO) 20! 65 un entero.

Veamos qué pasa para n = 21. Hay 210 ntimeros pares entre 1 y 420 = 20 - 21, de los cuales 105
son multiplos de 4, de los cuales 52 son multiplos de 8, de los cuales 26 son multiplos de 16, de los
cuales 13 son muiltiplos de 32, de los cuales 6 son multiplos de 64, de los cuales 3 son multiplos de
128, de los cuales 1 es multiplo de 256. Por tanto, la potencia de 2 mas alta que divide a 420! es
2104+105452+26+ 1346+ 3+ 1 = 416. Por otra parte, la potencia de 2 mas alta que divide a 21!
es 10+ 542+ 1=18. Como 1821 = 378 < 416, la potencia de 2 més alta que divide a (21!)?! es
menor que la que divide a (20 - 21)!. Repitiendo este proceso para todos los niimeros primos hasta



21 (es decir, 2,3,5,7,11,13,17,19) se puede ver que (273—)@1! es un entero si n = 21. Andlogamente, se

(
puede ver que también es un entero si n = 22.

Para n = 23, la mayor potencia de 23 que divide a (23!)?! es 21. Sin embargo, la mayor potencia de
23 que divide a (20 - 23)! es 20, por lo que la respuesta a este ejercicio es n = 23.
O

Problema 15. ;Cuél es el nimero minimo de casillas deben marcarse en un tablero de tamano 15 x 15
para que un alfil de ajedrez ataque al menos dos casillas marcadas desde cualquier casilla del tablero 7 (El
alfil también ataca la casilla en la que se encuentra).

Solucion. Es mas conveniente resolver el problema en términos generales: mostraremos que en un tablero
de dimensiones (2n + 1) x (2n+ 1) (n > 1), la respuesta es 4n. Por ejemplo, marquemos las casillas en el
perimetro del rectangulo (2n — 1) x 3, como se muestra en la figura. (La figura corresponde al caso n = 3.)

En las diagonales largas (de mas de n + 1 casillas), se marcan dos casillas cada una. Solo cuatro
casillas del tablero (que estdn sombreadas en la figura) no estan en las diagonales largas, pero el requisito
deseado también se cumple para ellas.

Estimacion: Coloquemos 8n alfiles en todas las casillas del perimetro del tablero. En este caso, cada
casilla del tablero es atacada por no mas de cuatro alfiles. Dado que cada alfil debe atacar al menos dos

8n-2

casillas marcadas, serd necesario marcar al menos == = 4n casillas.

]

Problema 16. Un cuadrado (n — 1) x (n — 1) se divide en (n — 1)? cuadrados unidad de la forma usual.
Cada uno de los n? vértices de esos cuadrados se colorean de color azul o rojo. Hallar el ntimero de
coloraciones distintas de manera que cada cuadrado unidad tenga exactamente dos vértices de color rojo.
(Dos coloraciones se dicen distintas si tienen al menos un vértice coloreado de forma distinta.)

Solucion. Asignemos a los vértices de la fila inferior una coloracion arbitraria, y supongamos que dos
vértices adyacentes son del mismo color. El niimero de tales coloraciones es 2" — 2. Es facil comprobar
que los colores de los vértices restantes quedan fijados de manera univoca si queremos que satisfagan la
condicion del enunciado. Por tanto, en este caso hay 2" — 2 coloraciones posibles.

Supongamos ahora que los vértices de la fila inferior se colorean de forma alternada en azul y rojo.
Existen dos coloraciones de este tipo. Es este caso, lo mismo sucede para cada fila, y por tanto obtenemos
2™ de tales coloraciones.

En total, el niimero de coloraciones cumpliendo el enunciado es (2" — 2) + 2" = 2"+ — 2,

Problema 17. En una cuidad, la red de rutas de autobuses esta configurada de la siguiente manera:

1. Cada ruta tiene exactamente tres paradas.

2. Cada par de rutas tiene o bien ninguna parada en comin o solo una parada en comun.

. Cudl es el nimero maximo de rutas que puede haber en esta cuidad si hay un total de 9 paradas?

Solucion. Consideremos una parada cualquiera A. Determinemos el nimero maximo de rutas que pasan
por ella. Aparte de A, hay otras 8 paradas en la ciudad. En cada ruta que pasa por A, hay otras dos
paradas. Dado que ninguna de estas rutas puede compartir paradas distintas de A, entonces a través de
A puede pasar como maximo 8: 2 = 4 rutas en total.



Numeremos todas las paradas y denotemos por a; la cantidad de rutas que pasan por la primera
parada, as la cantidad de rutas que pasan por la segunda parada, y asi sucesivamente hasta ag que es la
cantidad de rutas que pasan por la novena parada. Dado que en cada ruta hay exactamente 3 paradas,
entonces

a1+ ...+a9g=3-n,

donde n es el nimero total de rutas.
De acuerdo con lo demostrado anteriormente, cada uno de los términos ay, as, . .., ag €s menor o igual
a 4. Por lo tanto,
3-n<4-9=36,

lo que significa que n < 12.
En el dibujo se muestra un esquema que cumple con las condiciones del problema y contiene 12 rutas
en total.
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Problema 18. En un circulo se colocan 10 pesas de hierro. Entre cada par de pesas adyacentes, hay una
bola de bronce. La masa de cada bola es igual a la diferencia de masas entre las pesas adyacentes a ella.
Demuestra que se puede distribuir las bolas en dos platillos de una balanza de manera que los platillos
queden equilibrados.

Solucion. Vamos a representar las masas de las pesas como m; y las masas de las bolas como z;. Tenemos:
(m1 —mg)—l—(mg—m3)+...—l—(m10—m1) :0,

porque cada m; aparece dos veces en esta suma: una vez con un signo + y otra vez con un signo — y por
lo tanto, todos los m; se cancelaran mutuamente.

Observemos que cada una de las expresiones en paréntesis m; — m; 1 en valor absoluto es igual a la
masa de la i-ésima bola. Esto significa que esta igualdad se puede reescribir de la siguiente manera:

:t.%'l:l:ZEQi...:]:l’l():O,

donde antes de algunos x; aparece un signo +, y antes de los demés aparece un signo —. Coloquemos
todas las bolas z; con un signo + en el platillo izquierdo de la balanza, y las demés en el platillo derecho.
Es evidente que las balanzas estardn en equilibrio.

O

Problema 19. Un poligono convexo de n lados tiene todas sus diagonales dibujadas y no hay tres di-
agonales que se corten en un punto del interior del poligono. Encuentra una férmula para el niimero de
regiones formadas dentro del poligono.

Solucion. El nimero de diagonales es (Z) —n. Como no hay tres diagonales que se corten en un punto del
interior del poligono, el nimero de intersecciones entre dos diagonales en el interior del poligono es (Z),
porque cualesquiera cuatro vértices del poligono determinan un tnico par de diagonales cuyos extremos
son esos cuatro vértices e intersecan en su interior.



El poligono empieza teniendo una regién. Vamos a imaginarnos que dibujamos las diagonales una a
una. Al dibujar una diagonal, se crea una regién nueva al salir del vértice (una regién nueva por cada
diagonal) y cada vez que atraviesa la frontera de una de las regiones existentes (una regién nueva por cada
interseccién entre dos diagonales). Por tanto el nimero de regiones que se forman es

v (5) - (0)

Problema 20. Encuentra el nimero de pares ordenados (a,b) de niimeros enteros positivos tales que a y
b son ambos divisores de 20'°, pero ab no lo es.

]

Solucion. 201 = 238 .5 por lo que n es un divisor de 20 si y solo si n = 2%5%, con 0 < z < 38 y
0 <y < 19 (es decir, hay 39 valores distintos posibles para z y 20 para ). Por tanto, 20 tiene 39-20 = 780
divisores positivos distintos, y esto implica que el nimero de pares ordenados (a,b) de nimeros enteros
positivos tales que a y b son ambos divisores de 20! es 780? = 608400.

El ntimero de pares ordenados (a,b) en los que ab divide a 20 equivale a multiplicar las maneras de
poner en orden 38 puntos y 2 barras por las maneras de poner en orden 19 estrellas y 2 barras. Vamos a
explicar cémo funciona esta equivalencia:

El nimero de puntos antes de la primera barra representa el exponente del 2 en a.

El nimero de puntos entre la primera y la segunda barra representa el exponente del 2 en b.

20"
ab *

El nimero de puntos después de la segunda barra representa el exponente del 2 en

El nimero de estrellas antes de la primera barra representa el exponente del 5 en a.

El niimero de estrellas entre la primera y la segunda barra representa el exponente del 5 en b.

El nimero de estrellas después de la segunda barra representa el exponente del 5 en %.

Por tanto, el nimero de pares ordenados (a,b) en los que ab divide a 20'? es

1 2 2 21!- 40! 21-20-40-
(9+ )(38+ > 0 0-40 39:163800,

9 9 ) T 2119121381 A

ya que (19; 2) son las maneras de elegir en qué posiciones van las barras en una fila de 19 puntos y 2 barras

(el resto de posiciones serdan ocupadas por puntos), y (38; 2) son las maneras de elegir en qué posiciones
van las barras en una fila de 38 estrellas y 2 barras (el resto de posiciones seran ocupadas por estrellas).
Por tanto, la respuesta a la pregunta es 608400 — 163800 = 444600.
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