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Fecha: 17 y 24 de noviembre, 15 de diciembre de 2023.
Semejanza, homotecia

Vamos a enunciar algunos resultados y ejemplos de geometria que pueden ser tutiles para la resolucién
de los problemas. Después de cada ejemplo hay un problema para que lo hagais vosotros. Recomendamos
empezar la hoja por estos problemas. También recomendamos traer una regla y compés para realizar los
dibujos.

En matematicas, cualquier teoria comienza con una serie de axiomas a partir de los cuales se demues-
tran los resultados posteriores. La geometria del plano esté regida por los postulados de Euclides:

1. Dos puntos distintos cualquiera determinan un segmento de recta.

2. Un segmento de recta se puede extender indefinidamente en una linea recta.
3. Se puede trazar una circunferencia dados un centro y un radio cualquiera.
4. Todos los angulos rectos son iguales entre si.

5. Por un punto exterior a una recta, se puede trazar una nica paralela.

Teorema 1 (Angulos cortados por rectas paralelas). Si una recta r corta a dos rectas paralelas s y s, los
angulos que se forman son iguales.

Omitimos la demostracion de este teorema, pero veamos una de sus consecuencias.
Ejemplo resuelto. Demuestra que los angulos de un tridangulo suman 180°.

Solucion. Sea ABC un triangulo. Tracemos una recta paralela a la recta AC' que pasa por el punto B.
Sean D y E dos puntos en en recta a ambos lados de B.
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Entonces tenemos que /BAC = ZABD y ZACB = ZCBE. Por lo tanto
/BAC+ /ABC + ZACB = /ABD + ZABC + ZCBE = 180°.

]

Problema 1. En el cuadrilatero ABC' D, las bisectrices AE y C'F de los angulos A y C' son paralelas (ver
figura). Demuestra que los dngulos B y D son iguales.

Solucion. De la condicién y la igualdad de los angulos correspondientes en rectas paralelas, se deduce que
LCOFD = /FEAD = ZEAB y que ZBFEA = ZBCF = ZDCF'. Por lo tanto, dos angulos del triangulo
ABEFE son respectivamente iguales a dos angulos del triangulo CDF'. Por lo tanto, también son iguales los
terceros angulos de estos triangulos: ZABE = ZCDF. O

|AB|  |BC|  |CA]
’A’B/| - |B/C/‘ - ‘C’A”
se cumple ZABC = ZA'B'C', /ZCAB = Z/C'A'B'y /BCA = /B'C'A’.

Decimos que dos tridngulos ABC' y A’B’C’son semejantes si .y también

Cl

|AB|  |BC|  |CA]
|A/B/| o |B/C/| - |C/A/|

dice que es necesario conocer sélo una parte de estas condiciones.

El valor a = se llama el coeficiente de semejanza. El siguiente teorema nos

Teorema 2 (Semejanza de tridngulos). Si tenemos dos triangulos ABC y A'B'C’, y se cumple una
(cualquiera) de estas tres condiciones, entonces son semejantes:

|AB|  |BC|  |CA]
|A/B/| - |B/C/| - |C/A/|

_ laB| _ |BC|
’A’B’| - ‘B’C’|

o /CAB =/C'A'B" y LZABC = LA'B'C".

y /ABC = /A'B'C'.

Teorema 3 (Teorema de Tales). Si dos rectas cualesquiera v y s son cortadas por rectas paralelas, los
segmentos que determinan en la recta v son proporcionales a los que determinan en la recta s.



Es decir,

|AB|  |BC|  |AC|

|A/B/| o |B/C/| _ ‘A/C/’

Demostracion. Sea el punto K la intersecciéon de A'C'y BB’. Entonces los tridngulos A’/CC" y A’K B’ son
semejantes. Entonces

|A'B'|  |AK|

A Al

Los triangulos AC A’ y BC'K son también semejantes. Por eso

BC| _IKC| _ | |AK| . |AB|_|BC

[Acl jac] el e jac
Por lo tanto, % = ‘L‘Sgl‘. Observemos que si § = ¢y b # d, entonces 5% = 7. Concluimos que
|AB| __ |BC|
|A'B'| — [B'C|"
O
Problema 2. Si dos rectas paralelas cortan el angulo con el vértice A formando los tridngulos AB,C] y
AByC5, entonces estos triangulos son semejantes y }ﬁg;} = Iﬁg;} (los puntos By y Bs estéan en un lado del

angulo, C7 y Cy estan en el otro).

P

Solucion. De la condiciéon y la igualdad de los angulos correspondientes en rectas paralelas, se deduce que
LABCy = ZAByCy. Entonces los triangulos AB1C] y AByC5 son semejantes. Por lo tanto, :ﬁgél =
|AC | n
|[AC2| "

Ejemplo resuelto. Demuestra el reciproco del teorema de Tales: Si tenemos el dibujo anterior y sabemos

que
|AB|  |BC|

|A/B/| o |B/C/|’

y que AA" y CC’ son paralelas, entonces también son paralelas a BB’.




Pista: considera la paralela a AA’ por B, y demuestra que pasa por B’

Solucidn. De ABL — 1BCL o0 Gone que HASL — 1ABL. yocyerda que si @ = ¢, entonces esta fraccion
: [ATB| [B7C| gue que e [ATB]" d b d
4 : a+c
también es igual a {77

Si seguimos la pista y dibujamos esta recta, cortara a S en un punto X. El teorema de Tales dice que

|AB|  |BC|  |AC|
AX| | xC| A

Entonces,
o AB|-lAC|
x| = L
! |BC| ) |AIC/| I !
C'X| = AR |C'B|

Por lo que tiene que ser X = B'.
O

Problema 3. La linea media de un tridngulo es el segmento que une los puntos medios de los lados.
Demuestra que la linea media es paralela al tercer lado del tridngulo y tiene la mitad de su longitud.

Solucion. Aplica el reciproco del teorema de Tales. O
Teorema 4. La relacion entre las dreas de tridngulos semejantes es igual al cuadrado del coeficiente.

Demostracion. Sean ABC' y A’B'C" dos tridangulos semejantes con el coeficiente de semejanza igual a o.
Sean AD y A'D’ alturas en los tridngulos ABC' y A'B'C’, respectivamente.

B e
/ /
A o c
C
A D
Observemos que los tridangulos BDC' y B'D'C" tienen los dngulos correspondientes iguales y por lo
tanto son semejantes con el coeficiente de semejanza igual a % = «. Entonces, % = «. Concluimos
que
Areaapc B |AC||BD| o

AT€GA/B/C/ B |A/C/||B/D/| B



Problema 4. A través de los puntos M y N, que dividen el lado AB del triangulo ABC' en tres partes
iguales, se han trazado lineas paralelas al lado AC'. Encuentra el area de la parte del triangulo comprendida
entre estas lineas, si el area del triangulo ABC es igual a 1.

Solucion. Tenemos que |AN| = |[NM| = |MB|. Sean los puntos K y L en el lado BC de tal forma que
MK, NLy AC son paralelos.
B

Entonces, los triangulos ABC, NBL y M BK son semejantes. Por lo tanto

4 1
AT‘@CLBNL = §AT‘GGABC7AT€CLBMK = §AT€CLABc.

Entonces,

4 1 1
Areayrn = Areagnr — Areagyx = §A7’eaABC - §A7“eaABC = §A7’eaABc =1/3.

]

Decimos que dos tridngulos ABC' y A’B’C’son congruentes 6 iguales si |AB| = |A'B'|,|BC| =
|B'C'|,|CA| = |C"A'| y también se cumple LZABC = LZA'B'C', ZCAB = LC'"A'B'y /ZBCA = /ZB'C'A'.
Ees decir, son congruentes con el coeficiente de congruencia 1.

Ejemplo resuelto (Congruencia de tridngulos). Si tenemos dos triangulos ABC' y A’B'C’, y se cumple
alguna de estas tres condiciones (cualquiera), entonces son congruentes:

o |AB|=|A'B'|,|BC| = |B'C"|,|CA| = |C"A'|.
o |AB| = |A'B'|,|BC| = |B'C"|, LABC = LA'B'C".
o |AB| = |A'B'|,ZCAB = /C'A'B', /ABC = ZA'B'C".

Solucion. El Teorema 2 implica que en los tres casos los tridngulos ABC y A’B'C’ son semejantes y la
condicién |AB| = |A'B’| que el coeficiente de semejanza es 1. O

La construcciéon con regla y compas es el trazado de puntos, segmentos de recta y angulos usando
exclusivamente una regla y compds (sin escuadra, cartabén, ni transportador de dngulos). Todas las
construcciones con regla y compas son aplicaciones sucesivas de dos construcciones basicas:

1. Dados dos puntos A y B, crear la recta que une estos dos puntos.
2. Dados tres puntos A, By C, crear la circunferencia con centro en A y radio |BC/.

Con estas construcciones obtenemos puntos nuevos como puntos de intersecciéon de rectas y circun-
ferencias construidas.

Mientras lees la solucion al siguiente ejemplo resuelto, reproduce lo que dice en tu cuaderno usando
regla y compas, para acostumbrarte.

Ejemplo resuelto. Dados dos puntos A y B distintos, construir usando regla y compas, la recta perpen-
dicular a la recta AB y que pasa por el punto A.



Solucion. El procedimiento es el siguiente:

1. Trazamos una circunferencia con el centro A que interseca AB en los puntos Cy y Cy (en particular,

|ACH| = |ACs]).

2. Escogemos un radio r > |AC}| y trazamos dos circunferencias de radio r con centros C; y Cy. Sea
D el punto de interseccién (en particular, |[DC| = [DCy|).

3. La recta AD es perpendicular a AB.

Para ver que la construccion es correcta, observemos que los triangulos AC, D y AC5D son congruentes
ya que tienen los lados correspondientes iguales (|AC;| = |ACs| ya lo sabiamos, al igual que | DC,| = |DCs|,
y el lado AD es comin a ambos tridngulos). Entonces ZDAC, = ZDAC,. Ademés, ZDAC, + ZDAC, =
180°, por lo que

/ZDAC, = ZDACy = 90°.

]

Problema 5. Dados tres puntos A, B y C' que no estan en una misma recta, construir usando regla y
compads, la recta perpendicular a la recta AB y que pasa por el punto C.

Solucion. El procedimiento es el siguiente:

C
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1. Trazamos una circunferencia con el centro C' que interseca AB en los puntos F; y Fs (en particular,
|CE,| = |CFEs).

2. Con el mismo radio trazamos dos circunferencias con centros E; y Fs. Sea D el otro punto de
interseccién (en particular, |DE;| = |DEs| = |CE;| = |CEy|).

3. La recta C'D es perpendicular a AB.

Veamos que en efecto, la recta C'D es perpendicular a AB. Sea I la interseccién de AB y C'D. Para
ver que la construccion es correcta, observemos que los triangulos C'E1 D y CE;D son congruentes ya que
tienen los lados correspondientes iguales. Entonces ZE,C'F = ZE>;CF. Por la condicién 2 del Teorema 2



los triangulos F1C'F y E;C'F son también semejantes, y como tienen coeficiente de semejanza k = 1, son
congruentes. Entonces /E 1 FC = ZEFC, y como LZEFC + ZFE,FC = 180°, obtenemos que

LE\FC = ZE,FC = 90°.
[l

Problema 6. Dados tres puntos A, B y C' que no estan en una misma recta, construir usando regla y
compas, la recta paralela a la recta AB y que pasa por el punto C'.

Solucion. Usando el Problema 5, trazamos la recta r que es perpendicular a AB y pasa por C. Usando
el ejemplo resuelto anterior, trazamos la recta perpendicular a r que pasa por C'. La recta resultante es
paralela a AB y pasa por C. O

Problema 7. Sea n > 2. Explica por qué funciona la siguiente construccién con regla y compas para
dividir un segmento AB en n partes iguales.

1. Trazar una semirrecta [ que pasa por A y no tiene la direccion de AB.

2. Fijamos un radio R cualquiera con nuestro compas y trazamos la circunferencia con centro A y radio
R. Llamamos C] a uno de los puntos de interseccién de [ con esta circunferencia.

3. Paratodoi=1,2,...,n— 1, trazamos una circunferencia con centro C; y radio R, y llamamos C;
al punto de interseccion distinto de C;_; de esta circunferencia con la recta [ (donde Cy = A).

4. Para todo ¢ = 1,2,...,n — 1, trazamos la recta paralela a C, B que pasa por C;, y llamamos D; al
punto de interseccion de esta recta paralela con el segmento AB.

5. Los puntos Dy,...,D,_; dividen el segmento AB en n partes iguales, con |[AD;| = |D1Ds| =
|DyDs| =...=|D,_1B|.

El dibujo de la construccion estd hecho para n = 4 en la siguiente figura, en la que se han dibujado
las rectas paralelas resultantes de la construccion del paso 4 pero no se han dibujado los pasos intermedios
del paso 4:

Solucion. Basta ver que |AD;| = 711|AB| para todo ¢ = 1,2,3,...,n — 1. Por el Teorema 1, los angulos
correspondientes de los triangulos AC, B y AC;D; son iguales, por lo que la tercera condicion del Teorema 2
nos dice que los triangulos AC,, B y AC;D; son semejantes, y su coeficiente de semejanza es

[AB| _|AC,| _nR _ ni
|AD;|  |ACy| iR

En particular, |AD;| = |AB|, como querfamos demostrar. O



La homotecia con centro en un punto O y coeficiente k es una transformacion geométrica que lleva
cada punto A a un punto A; tal que A; estd en la recta OA y |OA;| =k - |OA|. Si k es positivo, Ay A;
estan en el mismo lado del punto O, si k es negativo, estan en los lados opuestos.

La homotecia lleva una recta a una recta que es paralela a ella. Por eso la homotecia conserva angulos
y lleva triangulos a sus semejantes con el coeficiente de semejanza |k|, donde k es el coeficiente de la
homotecia.

Ejemplo resuelto. Sea ABC un triangulo y M la interseccion de sus meridianas. Entonces la homotecia
con centro M y coeficiente —% lleva A al punto medio del lado BC'.

Solucion. Sea D el punto medio de BC. Entonces M divide AD en proporcién % = % n

Problema 8. Demuestra que tres rectas trazadas a través de los puntos medios de los lados de un tridangulo
y paralelas a las bisectrices de los angulos opuestos, se intersecan en un solo punto.
Pista Intenta usar homotecia con centro en la interseccién de medianas del triangulo y coeficiente

N |+

Solucion. En la homotecia con centro en el punto M, intersecciéon de las medianas del tridngulo ABC),
y con un coeficiente de —%, las rectas que contienen las bisectrices del triangulo ABC' se transforman en
rectas paralelas a ellas, que pasan por los puntos medios de los lados del triangulo ABC'. Dado que las
bisectrices del triangulo se cruzan en un solo punto, sus imagenes bajo la homotecia también se cruzan en
un solo punto. O

Hemos definido el concepto de triangulos semejantes. Hablando de manera informal, objetos seme-
jantes son aquellos que tienen la misma forma, pero (posiblemente) diferentes tamanos. Los poligonos
A1As. . A,y B1Bsy...B, se llaman semejantes si

[A1As| _ [A2As|  [AnAy
|B1Bs| | BaDBs| | BB
y los angulos en las vértices Ay, Ao, ..., A, son respectivamente iguales a los dngulos en las vértices By,

By, ..., By

Ejemplo resuelto. La proporcion entre las diagonales correspondientes de poligonos semejantes es igual
al coeficiente de semejanza.

Solucion. Sean AjAs... A,y B1By...B, dos poligonos semejantes. Los podemos dibujar de tal forma
que A; = By, B, esta en el rayo AAs y B, estd en el rayo AA,,.

MY e,
Bn
Ah AS
A
Entonces la homotetia con el centro en el punto A y coeficiente A1d2] 1oy el poligono BB, ... B, al

|BBi|
poligono A1 A, ... A, y las diagonales de B1Bs ... B,, a las diagonales corlrespondientes de A1Ay... A, [

Problema 9. Dentro del cuadrado ABCD se encuentra un punto M. Demuestra que los puntos de
interseccién de las medianas de los triangulos ABM, BCM, CDM y DAM forman un cuadrado.
Pista: Aplica homotecia.

Solucion. Sean K, L, Py N los puntos medios de los lados AB, BC, C'D y AD respectivamente.



F2 r o

Entonces, KLMN es un cuadrado. Dado que el punto de interseccién de las medianas divide cada

mediana del tridangulo en la proporcion 2 : 1, desde el vértice, durante la homotecia con centro en M
y coeficiente %, el cuadrilatero K LM N se transforma en un cuadrildtero con vértices en los puntos de

interseccién de las medianas de los tridngulos ABM, BCM, CDM y DAM. Por lo tanto, este ultimo
cuadrilatero también es un cuadrado. O

Problema 10. La linea media de un trapecio se refiere al segmento que conecta los puntos medios de los
lados del trapecio. Demuestra que la linea media de un trapecio es paralela a las bases y es igual a la
mitad de la suma de sus longitudes.

Solucion. Sea ABCD un trapecio donde AD es paralelo a BC. Sean M y N los puntos medios de los
lados AB y CD respectivamente en el trapecio. Conectemos los puntos M y N con el punto medio K de la
diagonal BD. Entonces, M K y N K son las lineas medias de los tridngulos ABD y BDC respectivamente,
por lo tanto, M K es paralelo a AD y BC es paralelo a NK. Dado que a través de un punto que no esta
en una linea, solo se puede trazar una linea paralela a la dada, los puntos M, K y N estan en la misma
linea. Esto significa que M N es paralelo a AD y BC.
Al mismo tiempo, [MN| = [MK|+ |KN| = }|AD| + }|BC| = i{(JAD| + |BC|).
m

Problema 11. Demuestra que el hexagono regular de lado s esta inscrito en una circunferencia de radio
s. Usa esto para describir como, a partir de una longitud s dada, podemos construir con regla y compéas
un hexagono regular de lado s.

Solucion. El dngulo interior de un hexagono regular es 120°. Si trazamos las bisectrices a dos dngulos
consecutivos del hexagono, estas se cortan en un punto O. Uniendo O con todos los vértices, el hexadgono
queda dividido en 6 tridangulos equilateros de lado s. La circunferencia de centro O y radio s contiene a
todos los vértices del hexagono.

Para construir un hexagono de lado s, trazamos una circunferencia de radio s. Marcamos un punto
en la circunferencia, y a partir de él y en sentido antihorario, marcamos sucesivamente otros puntos que
estdn en la circunferencia y a distancia s del anterior. De esta manera marcaremos los 6 vértices de un
hexagono de lado s.

[]

Problema 12. Demuestra que si tenemos dibujado en un papel un poligono regular de n lados y nos dan
una longitud s, podemos dibujar a partir de él un poligono regular de n lados cuyo lado mide s con regla
y compas.

Solucion. Sea O el centro de la circunferencia que contiene todos los vértices del poligono de n lados dado,
que podemos obtenerlo como la interseccién de dos mediatrices de dos lados distintos del poligono. Sean
Ay B dos vértices consecutivos del poligono dado. Extendiendo el segmento AB por el lado B si fuera
necesario, trasladamos la longitud s al rayo AB, empezando por el vértice A, marcando un punto C en la
recta que pasa por A y por B.

Recordemos que con regla y compas se pueden trazar perpendiculares y paralelas a una recta r que
pasen por un punto dado P . Para una recta perpendicular, abrimos el compés lo suficiente para que la



circunferencia de ese radio y centro P corte a la recta r en dos puntos, que llamamos A y B. Ahora, la
recta perpendicular a r que pasa por P es la mediatriz del segmento AB, y esto se puede hallar de la
siguiente manera: Ponemos la distancia |AB| como radio. Las circunferencias de centros A y B y radio
|AB| se cortan en dos puntos, y la recta que une esos dos puntos es la mediatriz del segmento AB. Ahora
que hemos obtenido la perpendicular a r que pasa por P, sélo tenemos que obtener la perpendicular a ésta
ultima que pasa por P para obtener la recta paralela a r que pasa por P.

Trazamos la recta paralela a OA que pasa por C. Sea D el punto de interseccion de esta recta con
la recta OB. Trazamos la recta paralela a AB que pasa por D, y llamamos E al punto de interseccién de
esta recta con la recta OA. De esta manera, ACDE es un paralelogramo, y |DE| = |AC| = s.

Ahora, basta con trazar la circunferencia de centro O que pasa por E e ir marcando a partir de D
vértices en la circunferencia que estén a distancia s unos de otros para obtener los vértices de un poligono

regular de n lados de lado s.
O

Problema 13. Nos dan un segmento de longitud s en un papel. El objetivo de este problema es llegar a
dibujar con regla y compas un pentagono regular cuyo lado tiene longitud s.

a) En el pentdgono regular ABCDE de lado s siguiente hemos dibujado las diagonales AD, AC'y EC.
Las diagonales AD y EC' se cortan en el punto F.

Sea z la longitud de cualquiera de las diagonales de este pentdgono, sea a = |FC|y b = |EF)|.
Demuestra que a = sy b=z — s.

b) ;Cuénto mide cada una de las diagonales de un pentdgono regular de lado s? Usa que los tridngulos
EDF y FCA son semejantes en el dibujo anterior.

c¢) Explica cémo, a partir de un segmento de longitud s dibujado en un papel, podemos encontrar un
segmento de la longitud hallada en el apartado b) usando regla y compés.

d) Construye un pentdgono regular de lado s con regla y compés.

Solucion.  a) Como podemos inscribir un pentdgono regular en una circunferencia, los éngulos ZECD,
LZACFE y ZBCA son iguales, al abarcar el mismo arco de circunferencia (% de circunferencia). Asi,
los triangulos ACF y ABC' son congruentes, ya que ambos son isosceles, tienen el lado desigual en
comun, y ZACF y Z/BCA. En particular, a = s, y como a + b = z, tenemos que b = x — a.

b) Los tridngulos EDF y FC'A son semejantes, por lo que
b

s
T a
Por la parte anterior, esta ecuacién se transforma en

r—S

S
- = )
X S



por lo que
2 —sx—s2=0

Esta ecuacién en x tiene como soluciones x = Sis\[, pero solo una de estas soluciones es positivas y
puede ser la longitud de la diagonal del pentdgono. Por tanto, la longitud de la diagonal es

145
2

c¢) Si somos capaces de crear un segmento de longitud V/5s, podemos sumarle uno de longitud s con
compas, y podemos dividirlo entre 2 con regla y compas. Por tanto, s6lo nos queda explicar como,
a partir de un segmento de longitud s, podemos construir uno de longitud sv/5. Para eso, hacemos
un recténgulo tal que uno de los lados mide 2s y otro mide s, y su diagonal mide v/5s.

Resumimos la construccién:

1 Trazamos una recta r, y marcamos tres segmentos de longitud s uno detras de otro. Sean A,
B, C, y D los puntos que quedan marcados en la recta.

2 Trazamos la mediatriz del segmento BC de esta manera. Ponemos nuestro compéas con una
amplitud mayor que s, y, pinchando en B y en D trazamos las circunferencias con esos radios.
Trazamos la recta que pasa por los dos puntos de interseccion de esa circunferencia, que es la
perpendicular a r que pasa por C'. Llamamos [ a esa perpendicular.

3 Trasladamos con nuestro compas un segmento de longitud s a la recta [, con uno de los extremos
siendo C. Sea E su otro extremo. Trazamos el segmento AE, que mide v/5s.

4 Sumamos al segmento AE una longitud de s extendiendo el segmento AE por uno de sus lados
y trasladando la longitud s con el compas. En el segmento de longitud (1++/5)s que nos queda,
trazamos su mediatriz como en el paso 2. Nos queda marcado un segmento de longitud SH‘[

CoOmo queremos.

d) Vamos a construir un pentdgono regular de lado s para cualquier segmento de longitud s que mar-
quemos en un papel. Construimos un segmento de longitud z = s%g. A partir de eso, construimos
con regla y compas un triangulo isésceles T' de lados s, x y . En cada lado de longitud x, constru-
imos un triangulo isésceles de lados z, s y s con regla y compéas, de manera que estos triangulos sélo
intersecan al triangulo 7" en el segmento comun de longitud z. Quedan dibujados 5 segmentos de

longitud s en el papel que forman un pentagono regular.
]

Problema 14. Un trapecio tiene una altura (distancia entre los dos lados paralelos) de 12 cm y sus
diagonales miden 13 y 15 cm respectivamente. Determina todas las dreas posibles de este trapecio.

Solucion. Podemos situar el trapecio ABC'D en el plano de manera que A = (a,12), B = (b,12), C' = (¢, 0)
y D = (d,0). Los vértices estdn enumerados en sentido horario, por lo que b > a y ¢ > d Podemos
asumir que la diagonal larga es AC, por lo que ¢ > a. Entonces, el teorema de Pitdgoras nos dice que
(c—a)*+122=15% y que (d — b)* + 122 =13?, por loque c—a =9 y |d — b| = 5.

El area del trapecio es w =6-(c—a)+6-(b—d)=6-(9+5), y esto puede ser 84 cm? o
24 cm?, segin el signo. Las dos son posibles:

e Ejemplo con drea 84 cm?: A = (0,12), B = (5,12),

(9,0),
(9,0),

D = (0,0).
D

C
e Ejemplo con édrea 24 cm?: A = (0,12), B = (1,12), C (6,0).

O
Problema 15. Supongamos que tenemos una regla sin ninguna marca de medida y no tenemos un compas
ni ninguna otra regla. Nos dan dibujados en un papel un segmento AB, su punto medio O y un punto P

que no esta en la linea recta que pasa por A y por B. ;Cémo podemos dibujar una recta paralela a AB
que pase por P?



Solucion. Dibujamos el segmento AP y lo extendemos por el lado de P. Marcamos un punto () en esa
extensiéon. Dibujamos los segmentos OQ), BQ y PB. Sea R el punto de interseccion de PB con OQ.
Marcamos el segmento AR, y lo extendemos hasta que corte a B(Q en el punto S. Veamos que PS es
paralelo a AB.

A 0 B

En el dibujo vemos el tridngulo AQB con tres cevianas que se cortan en el punto R. El teorema de
Ceva nos dice que
|BO| - |AP| - |QS| = |OA] - [PQ] - |SB
y como |BO| = |OA|, obtenemos que
1P| _|Pq|
1SBl QS|
El resultado se sigue del reciproco del teorema de Tales.
m

Problema 16. Supongamos que tenemos una regla sin ninguna marca de medida y no tenemos un compas
ni ninguna otra regla. Nos dan dibujados en un papel un segmento AB, su punto medio O, la circunferencia
de didametro AB y un punto P que no estd en la linea recta que pasa por A y por B ni en la circunferencia
dada. ;Coémo podemos dibujar una recta perpendicular a AB que pase por P?

Solucion. Sea @ (respectivamente R) el punto de la circunferencia distinto de A (respectivamente B)
situados también en la recta AP (respectivamente BP). Sea S el punto de interseccion de los segmentos
ARy QB. Veamos que la recta que pasa por Py S es perpendicular a AB.

P

Tenemos que ZAQB y ZARB son rectos, por lo que S es el ortocentro del triangulo APB. Como las
tres alturas de un triangulo se cortan en el ortocentro, tenemos que la recta P.S contiene a la altura del
triangulo ABP que sale de P, y por tanto es perpendicular a AB.

m



Problema 17. Consideramos n ntmeros reales Ly > Ly > ... > L, > 0, con n > 3. Supongamos que
Ly < Ly+ Ls+ ...+ L,. Demuestra que existe un poligono de n lados inscrito! en una circunferencia tal
que las longitudes de sus n lados son Ly, Lo, ..., L,.

Solucion. Medimos los dngulos en radianes. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que Ly > Loy >

. > L;. En una circunferencia de radio r, el dngulo 6; en (0,27) que alberga una cuerda de longitud L;

es el que cumple que sen % = % Hay un poligono de n lados cuyas longitudes son Ly, Lo, ..., L, siy solo

si existen r,0y,...,0, >0tal que 1 + 6+ ... +60, =271y sen% = g—r para todo i = 1,...,n. Esto obliga
aquer > %

La identidad 6; + 05 + ... 4+ 6, = 27 nos dice que como mucho uno de los 6; es mayor que 7. Ademas,

si tuviéramos un poligono de n lados con esas longitudes inscrito en una circunferencia y alguno de los 6;

fuera mayor que m, necesariamente tendria que ser 6;. Notamos que % estd en el intervalo (0, ), por lo
0; _ L;
L
arcsen (| — | =
2r

que si sen 3 = *, entonces
donde estamos considerando arcsen como una funcién de (0, 1] a (O, g] Por tanto, hay un poligono de n

si & esta en( g]

estd en (% )

3 ol

0;
[ 02

i 7 Yi
S1 2

)

lados cuyas longitudes son L4, Lo, ..., L, si y solo si existe r en el intervalo [%, oo) tal que
Ly n Ly T Ly, (1)
arcsen | — arcsen | — ...+ arcsen | — | =
resen 2r resen 2r resen 2r T
o tal que
L1 L)y 4 L 0 (2)
arcsen | — | — | arcsen [ — ...+ arcsen [ — =
resen 2r resen 2r resen 2r

L;
2r

funcién de r (con dominio [ﬂ oo)) es una funcién continua y decreciente, con méaximo arcsen <£—1> en

La funcién arcsen que estamos considerando es continua y crec1ente por lo que arcsen ( ) vista como

2
r= % y ningtin minimo absoluto, aunque se acerca a 0 todo lo que queramos conforme r tiende a infinito.
Por tanto, si llamamos f(r) a arcsen ( 2) +arcsen (£3) +...+arcsen (£2), tenemos que f(r) es una funcién

continua y decreciente tal que su maximo en 5 ,oo) es

L L L,
M = arcsen (L_j> + arcsen (L_?) + ...+ arcsen (L_1)

y se acerca a 0 todo lo que queramos cuando r tiende a co. Por tanto, la funcién arcsen( ) + f(r) es
continua y decreciente, con maximo 7 + M y tomando valores todo lo cercanos a 0 que queramos.
Ahora, tenemos dos casos, M > sy O0<M< 3

e Caso M > 7: Este caso es equivalente a M > 7. Por tanto, el teorema de Bolzano aplicado a la

funcién arcsen (’;—;) + f(r) de (1) nos dice que existe un ro en [%, ) tal que arcsen ( ) +f(ro) =,
por lo que podremos inscribir un poligono de n lados de longitudes L1, ..., L, en una circunferencia

de radio ryg. Ademés, como arcsen ( ) + f(r) es estrictamente decreciente, este valor de r( es unico.

e Caso 0 < M < 7: En este caso, tenemos que

L L
arcsen <L—1) +f <71) = g — M > 0.

Por tanto, basta encontrar un valor de r para el cual la funcién arcsen (L

=

) —f(r) de (2) tome un valor
; ) tal que arcsen (Ll > —

N
3

m|g

<0, y el teorema de Bolzano nos asegurara la existencia de un ry en [

1Se dice que un poligono est4 inscrito en una circunferencia si todos sus vértices estan en la circunferencia.



f(ro) = 0, por lo que podremos inscribir un poligono de n lados de longitudes Ly,..., L, en una
circunferencia de radio ry también en este caso.

Vamos a demostrar el siguiente resultado por induccién:

Sea k un nimero natural, y consideramos 1, ...,z en [0, 1] tal que 21 + x5 + ... + 2 < 1. Entonces

arcsen(xy) + arcsen(zy) + ... + arcsen(zy) > arcsen(zy + 9 + ... + ).

El caso base (k = 1) es trivial porque se da la igualdad. Si arcsen(z;)+arcsen(xs)+...+arcsen(z,) >
%, la desigualdad es inmediata para todo k. Por tanto, podemos asumir que arcsen(z;)+arcsen(zz) -+
...+ arcsen(zg41) < 5y que el resultado es cierto para k sumandos, siendo k& un niimero > 1. Por
la hipétesis de inducciéon, sabemos que

arcsen(zq) + arcsen(xy) + . .. + arcsen(zy,) + arcsen(zgy 1) > arcsen(xy + o9 + . .. + xy) + arcsen(zyyq)

Sea y; = arcsen(xy + T + ...+ x) € yo = arcsen(ryy1). Tenemos que yp, Yo estdn en [O, g} Basta
demostrar que
Y1 + Y2+ ... + Y1 > arcsen(sen(y;) + sen(yz)).

Como ambos lados de la desigualdad son numeros en [0, %} y la funcién seno es estrictamente
creciente en este intervalo, lo que queremos demostrar es equivalente a

sen(yy + y2) > sen(y;) + sen(ys).

Ahora, sen(y;+y2) = sen(y1) cos(y2)+cos(y1) sen(yz) > sen(y;)+sen(ys) porque 0 < cos(y), cos(ys) <
1, y esto concluye nuestra demostracion por induccién.

Ahora, sea ro > fetlat.dln

, por lo que QLT% + QLT?; 4.+ 2’%’; < 1. Aplicando el resultado recuadrado,

Lo+ L3+ ...+ L,
f(r@Zarcsen( chuk ks )

27"0

™

Como Ly < Ly + L3+ ...+ Ly, y el arco seno es una funciéon creciente en [0, Z

(L2+L3+...+Ln) (L1>
arcsen > arcsen 2— s

27’0 To

} , tenemos que

y juntando las ultimas dos desigualdades, hemos encontrado un ry tal que arcsen (2%) — f(ro) <0,

lo que concluye nuestra demostracion.
O

Problema 18. Azucena y Barbara son rivales jugando al siguiente juego: se colocan junto a otras 2023
personas formando un circulo, pero no sabemos cuantas personas tienen entre ellas dos. Las dos se turnan
haciendo jugadas, y en cada jugada la jugadora a la que le toca jugar quita del circulo a uno de sus dos
vecinos (el que quiera). Gana la primera jugadora que quita a su rival del circulo. Empieza jugando
Azucena. jPodemos determinar qué jugadora tiene estrategia ganadora, es decir, qué jugadora puede
ganar haga lo que haga la otra?

Solucion. Azucena tiene estrategia ganadora. Como 2023 es impar, empieza habiendo un nimero par de
jugadores entre ellas por un lado e impar por el otro. Si el nimero par es 0, Azucena puede quitar a
Barbara del circulo. Si el nimero par es > 0, puede quitar a su vecino de ese lado, de forma que queden
un numero impar de jugadores entre ellas en ambos lados. Haga lo que haga Barbara, dejard a Azucena
en la situacién en la que hay un nimero par de jugadores entre ellas por un lado e impar por el otro. Si
Azucena sigue esta estrategia, tras como mucho 2022 jugadas el niimero par sera 0 y ganara.

O



Problema 19. Una escalera esta apoyada en una pared vertical. La escalera empieza estando vertical,
pero se va deslizando hacia abajo hasta que acaba horizontal en el suelo. Al deslizarse, la parte de arriba
de la escalera siempre estd tocando la pared y la parte de abajo siempre estd tocando el suelo. Describe
la trayectoria trazada por el punto medio de la escalera durante este proceso, justificando tu respuesta.

Solucion. Supongamos que la escalera tiene longitud [. Dibujamos la pared y el suelo en nuestro papel
como el eje y v el eje x. La escalera en todo momento serda un segmento de longitud [ que parte del eje y v
acaba en el eje x, formando un tridngulo rectangulo con estos ejes. Ademas, si trazamos la vertical desde
el punto medio de la escalera hasta el suelo, obtenemos un triangulo rectangulo semejante al anterior cuya
hipotenusa tiene la mitad de longitud. Supongamos que la escalera se empieza a deslizar en el segundo 0 y
que acaba horizontal en el segundo s. Sea (ay, by) la posicién del punto medio de la escalera en el segundo
t. Por el teorema de Pitdgoras y la semejanza de tridngulos, a? + b7 = %27 por lo que el punto medio de la
escalera recorre una trayectoria que es un cuarto de circulo de radio %

m
Problema 20. Dados tres puntos no alineados, describe un procedimiento que puedas realizar con regla
y compas para hallar la circunferencia que contiene a los tres puntos. Demuestra que el procedimiento que
has descrito funciona. ;Puede haber otra circunferencia que contenga a los tres puntos?

Solucion. Sean P, () y R los tres puntos.

1. Abrimos nuestro compds una distancia r = |PQ|. Trazamos la circunferencia de centro P y radio r,
y la circunferencia de centro (Q y radio r. Estas dos circunferencias se cortan en dos puntos A y B.
Trazamos la recta AB, que es la mediatriz del segmento PQ).

2. Trazamos la mediatriz del segmento Q)R siguiendo el paso anterior. Sea O la interseccién de la
mediatriz de QR y de la mediatriz de PQ).

3. El circulo de centro O y radio |OP)| contiene a los puntos P, @, R.

Veamos que el paso 1 funciona. Tenemos que |AP| = |AQ| = |PQ| = 7, es decir, el tridngulo APQ
es equilatero. Sea M el punto medio de PQ). Como APQ) es equilatero, AM es la altura de APQ que sale
de A, por lo que la mediatriz del segmento PQ es la recta AM. Similarmente, la mediatriz del segmento
PQ es la recta BM. Por tanto, la recta que une los puntos A y B es la mediatriz de PQ.

El paso 2 funciona porque es idéntico al 1. Las dos mediatrices se cortan en un punto porque, si
fueran paralelas, P, y R estarfan alineados.

Como O estd en la mediatriz de PQ, tenemos que |OP| = |OQ)|, y como O esta en la mediatriz de
QR, entonces |OQ| = |OR]|. Por tanto, el paso 3 funciona.

Esta es la tnica circunferencia que contiene a los tres puntos. El centro de cualquier circunferencia
que contenga a los tres puntos tiene que estar en la mediatriz de PQ y en la mediatriz de QP, por lo
que necesariamente tiene que ser el punto O que hemos hallado, y una vez hallado el centro, esta claro
que solo hay un radio para el cual los tres puntos estan en la circunferencia. Esto es consecuencia de que
cualquier punto O" que equidista de P y @ (resp. @ y R) estd en la mediatriz del segmento PQ (resp.
QR). Veamoslo. Sea O" un punto que equidista de P y (). Entonces PO'Q es un tridngulo isdsceles. Sea
A el punto de interseccién de la bisectriz de ZPO'Q con la recta PQ. Tenemos que los triangulos O'PA
y O'QA son congruentes, y como ZO'AP + Z0'AQ = 180°, tenemos que ZO'AP = ZO'AQ = 90°, y
|[PA| = |QA|. Por tanto A es el punto medio entre Py @, y O'A es la mediatriz del segmento PQ).

m

Problema 21. Con la ayuda de un compds y una regla, construye un cuadrado a partir de cuatro puntos
ubicados en sus cuatro lados.

Solucion. Pista: Supongamos que K, P, Ry @ son los puntos dados (en el orden indicado). Construye
circunferencia que tienen los segmentos K P y R como didmetros).



Supongamos que los puntos K, P, Ry () estan ubicados en los lados AB, BC', CD y AD, respectiva-
mente, del cuadrado ABC'D buscado. Dado que el segmento K P se ve desde el punto B bajo un angulo
recto, este punto yace en la circunferencia con didametro K P. De manera similar, el punto D esta en la
circunferencia con diametro P(Q). Sea BD la diagonal del cuadrado que corta el primer circulo en el punto
M vy el segundo en el punto N. Dado que la diagonal del cuadrado divide su angulo por la mitad, los
angulo /PKM = /ZPBM y ZQRN = ZQAN son iguales a 45°.

De esto se sigue el siguiente método de construccion. Supongamos que K, P, Ry () son los puntos
dados (en el orden indicado). Construyamos dos circunferencias con los segmentos KP y QR como
didmetros. Sean M y N los puntos de la circunferencias tales que los angulo ZPKM y ZQRN son iguales
a 45°. La diagonal del cuadrado yace en la linea M N. Esto nos da los puntos B y D. Después es inmediato
encontrar A y C.

Este procedimiento sélo funciona si los puntos M y N no coinciden. En este caso el problema tiene
una Unica soluciéon. En caso contrario, el problema tiene infinitas soluciones.

m

Problema 22. Sean hj, hy, h3 las alturas de un tridangulo y r el radio del circunferencia inscrita en el
tridngulo. Demuestra que
h1+h2+h3 297’.

Solucion. Supongamos que a, b, ¢ son los lados del triangulo correspondientes a las alturas hy, ho y hs,
respectivamente. Ademas, sea S el area del triangulo. Entonces,

1 1
S:§ah1:§(a+b+c)r.
Por lo tanto,
a b

hi =1+ —-+-).

! (+b+c)

Analogamente,
B = (14+ 24 S =1+ 242
= -+ )r = -+ ).
2 b o c c

Por lo tanto,

)+(—+l—)))r2(3+2+2+2)7“:97‘.

b c
h1+h2+h3:(3+(5+—)+(5+ T

S

O

Problema 23. Un poligono convexo tiene la siguiente propiedad: si todas las rectas en las que yacen sus
lados se trasladan hacia afuera en paralelo a una distancia de 1, las rectas resultantes forman un poligono
semejante al original, y los lados paralelos seran proporcionales. Demuestra que se puede inscribir un
circulo en dicho poligono.

(Es mucho maés facil demostrar la afirmacion inversa: si se puede inscribir un circulo en el poligono,
al alejar todos sus lados a una misma distancia (en particular, a una unidad), se obtiene un poligono
semejante, donde el centro de homotecia es el centro del circulo.)

Solucion. Supongamos que el poligono P’ se obtiene del poligono P alejando sus lados hacia adentro
en una distancia de 1, y al mismo tiempo, P’ puede obtenerse de P mediante una transformacién f de
homotecia con el coeficiente k& < 1. Sea [AB] un lado de P, [A’B’] el lado correspondiente de P’, y O el
punto de interseccién de (AA") y (BB'). Entonces,

|A'O| B |A'B’| B |B'O| B
40| ~ [AB] ~ [BO|

De aqui se sigue que en el mismo punto O, la linea BB’ corta la linea CC" ([BC] y [B'C'] son los
lados correspondientes de P y P’), y asi sucesivamente. Ademds, como los lados de P estan a distancia

k.



1 de los lados de P’, las alturas desde O a los lados del poligono P son todos iguales. De aqui se deduce

que el punto O es el centro de un circulo inscrito en P.
m

Problema 24. Demuestre que los puntos simétricos de un punto arbitrario con respecto a los puntos
medios de los lados de un cuadrado son vértices de algin otro cuadrado.

Solucion. Pista: Considere una homotecia con respecto al punto seleccionado con el coeficiente de ho-
motecia igual a 2.

Sea P un punto arbitrario; M, N, K, L son los puntos medios de los lados AB, BC, CD y AD del
cuadrado ABC'D respectivamente; P, P,, P3 y P, son las imdgenes de punto P mediante simetrias con
respecto a los puntos M, N, K y L respectivamente.

Dado que
PP, =2PM,PP, =2PN,PP; =2PK, PP, =2PL

y ademas los puntos P, P, P3;, P, estan ubicados en los rayos PM, PN, PK, PL respectivamente,
entonces el cuadrilatero P, P, P3P, es homotético al cuadrilatero M N K L con respecto al punto P con un
coeficiente de 2, y dado que M NKL es un cuadrado, entonces el cuadrilatero P, P, P3P, también es un

cuadrado.
O

Problema 25. Numeros positivos zy, ..., x; satisfacen las siguientes desigualdades:

2

x1+...+x x3—|—...+x3
x1+...+xz<1—k, S L et

5 T+ ...+ 2 < 5

a) Demuestra que k > 200.
b) Construye un ejemplo de tales nimeros que satisfaces estas dos desigualidades.
¢) Encuentra el valor minimo de k para el cual es posible un ejemplo.

Solucion. a) De acuerdo con la condicién
A+ 4ad) <2z + .. ) <2+t

Por lo tanto, para al menos un nimero (supongamos ), se cumple la desigualdad x; > 4. Por lo tanto,
x1 > 4. Dado que el minimo de la funcién 222 — z es —%, entonces

k—1
0>2(x§+...+x§)—(x1+...+xk)>28—T.

De aqui, k > 1+ 8- 28 > 200.

b) Tomemos k = 2501, x; = 10, o = 23 = ... = Tozo1 = %0' Entonces, todas las desigualdades se
cumplen.
¢) Definamos
2
-2
pla) =20~ gle) =~ 20 ¥ flo) = BT = 222

1

Notemos que la funcién p es negativa en el intervalo (0, %), decrece en el intervalo (0, ;) y aumenta en el

intervalo (1, +00); ¢ decrece en (0, 3); f aumenta en (—oo, 1) y (3,+00) y es positiva en (0, 1).
Supongamos que k es el minimo, y los nimeros x; < x9 < ... < x;, cumplen con la condicién, es

decir, p(z1) + ... + p(ay) <0, g(z1) + ... + g(xy) > 0. Entonces, z,_1 < . De lo contrario, podrfamos

reducir k reemplazando 1 y x; por un nimero o > zj tal que p(xo) = p(xr_1) + p(xy). En este caso,

la suma de p(x;) no cambiaria, y la suma de ¢(x;) no disminuirfa:

q(zo) = f(zo)p(w0) = f(wo)p(xr1) + f(wo)p(z) = f(wh-1)p(Th1) + f(2R)p(2) = q(TR-1) + q(78K).



Ahora, a partir de la solucién a) vemos que x; > 4. Luego, sin cambiar k, simplificaremos la secuencia
{z;} paso a paso.

Si algtin ntimero z; € (% T 2) lo reemplazamos por — x;. En este caso, la suma de p(x;) no cambiar4,
y la suma de ¢(z;) no disminuird. Por lo tanto, podemos asumir que xq, T, ..., Tp_1 < i.

Sean =k — 1y P la media aritmética de p(x;),...,p(z,). Reemplacemos cada uno de los nimeros
r1 <x; <...< 1z, con un nimero u € (0, }1] tal que p(u) = P < 0. En este caso, la suma de p(z;) no
cambiard. Demostremos que la suma de ¢(z;) no disminuiré.

Sea .
p(l’z) 1
i=—— yt=— i
@ nP Y n ;x

Entonces, por la desigualdad de Jensen y la desigualdad entre las medias, tenemos:

t) < Zaip(xi) = nPZ a? < P(Z a;)? = P = p(u).

Por lo tanto, t > u. Entonces,

) 2 ng(t) = nf(Op(0) 2 () 3 ) = 25 S o) = B Y o) 2 3 ato

=1
Queda por determinar el valor minimo de n para el cual existen u < % y v > 4 tales que
2(nu® +v*) < nu+ vy 2(nu +v) < (nu® +0v?).

Reescribiremos estas desigualdades como

21}2—v< - v —0
——<n .
u — 2u? 2u — u?

2v27v

De aqui f(v) > f(u). Evaluaremos el valor minimo que la expresién = puede tener con nuestras
restricciones. Este valor serda una cota inferior para n. Reduciremos v hasta alcanzar el punto donde
f(v) = f(u). Dado que f(u) > f(0) = 2 = f(4), el nuevo valor de v serd mayor que 4 y = 22_12’ solo
disminuira.

Ahora, u y v son las raices de la ecuacién cuadratica 2 — 2 = ¢(2zx — 1) (donde ¢ = f(u)), entonces
u+ v = 2t y entonces

Por lo tanto después de sustituir v obtenemos

20% — v 7(4 — u)

g(u) = u—2u2 u(l — 2u)?

La funcién g(u) tiene su minimo en uy = 2= f € (0, 1]. Por lo tanto,
n > g(up) = 514,16.. .,

lo que implica n > 515y k > 516.

Construyamos un ejemplo para n = 515. Tomaremos u = % (cerca de ug). El valor correspondiente
de v serd 5,169. A medida que incrementemos v, f(v) aumentard y habrd un punto donde f(v) sea mayor
que 515 y g(v) sea menor que 515. Nos detendremos en ese valor (por ejemplo, v = 5,169 nos sirve).

Respuesta: k = 516.

O

Problema 26. En cada una de las bases AD y BC' del trapecio ABC'D se construyen triangulos equildteros
fuera del trapecio. Demuestre que el segmento que une los terceros vértices de estos triangulos pasa por
el punto de interseccién de las diagonales del trapecio.



Solucion. Pista: Considera una homotecia con respecto al punto de interseccion de las diagonales del
trapecio, que transforma el punto A en el punto C.

Supongamos que BMC y DNA son los triangulos equilateros mencionados, y O es el punto de
interseccién de las diagonales AC' y BD del trapecio ABC'D. Durante la homotecia con respecto al punto
O, que lleva el punto A al punto C, el punto D se transforma en el punto B, el segmento AD se convierte
en el segmento CB, el rayo AN se convierte en el rayo C'M (ya que las rectas AN y C'M son paralelas),
y el rayo DN se convierte en el rayo BM. Por lo tanto, el punto N se transforma en el punto M. En
consecuencia, la recta M N pasa por el centro de la homotecia considerada, es decir, por el punto O.

m

Problema 27. En cada uno de los lados del tridngulo ABC', se construye un rectangulo de tal manera
que se toquen mutuamente por los vértices (como en la figura).

B
B?
A, H 0T
1 L
A 3

Demuestra que las lineas que conectan los vértices del triangulo ABC' con los vértices correspondientes
del tridangulo A; B,C} se cruzan en un punto.

Solucion. Pista: Aplicar la homotecia.
Los triangulos ABC'y A;B;C tienen lados que son paralelos entre si, por lo tanto, son homotéticos.
Las lineas que conectan sus vértices correspondientes se cruzan en el centro de esta homotecia.

]

Problema 28. Un cuadrilatero esta dividido por sus diagonales en cuatro tridngulos. Demuestra que los
puntos de interseccién de las medianas de estos triangulos forman un paralelogramo.

Solucion. Pista: Los puntos medios de los lados de cualquier cuadrilatero son vértices de un paralelo-
gramo.

Primero observemos que los puntos medios de los lados de este cuadrilatero son vértices de un par-
alelogramo (sus lados son paralelos a los diagonales del cuadrilatero).

El cuadrilatero con vértices en los puntos de interseccion de las medianas de los tridngulos mencionados
es homotético a este paralelogramo con respecto al punto de interseccion de las diagonales del cuadrilatero
original con el factor de homotécia igual a % [

Problema 29. En un prado con forma de cuadrado, hay un agujero circular. Un saltamontes salta por
el prado. Antes de cada salto, elige un vértice del cuadrado y salta en esa direccion. La longitud del salto
es igual a la mitad de la distancia hasta ese vértice. ;Podra el saltamontes llegar al agujero?

Solucion. Es suficiente demostrar la siguiente afirmacion. Supongamos que cada lado del cuadrado tiene
longitud 1 y estd dividido en 2" partes iguales (n > 0), y se trazan lineas paralelas a los lados a través de
los puntos de division. Entonces, el saltamontes podra llegar a cualquiera de las 4™ celdas obtenidas.

Para n = 0, el resultado es trivial. Probemos el resultado por inducciéon. Asi que supongamos que es
cierto para n y lo vamos a probar para n + 1. Consideremos una de las celdas de tamaifio 27771 x 27771,
Elijamos el vértice mas cercano a esta celda y realicemos una homotecia con centro en este vértice y el
factor de homotecia igual a 2. Entonces, la celda seleccionada se transformard en una de las celdas de
tamano 27" x 27". Segun la hipotesis inductiva, el saltamontes puede llegar a ella. Si ahora salta a la
mitad de la distancia hasta el vértice indicado, caerd en la celda correcta.






