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Angulos, triangulos y semejanza

Vamos a enunciar algunos resultados y ejemplos de geometria que pueden ser tutiles para la resolucién
de los problemas. Después de cada ejemplo hay uno o varios problemas para que practiquéis unos resultados
concretos. Lee la hoja, y empieza resolviendo los ejercicios del 1 al 10 en orden. A partir del
ejercicio 11, puedes resolverlos en el orden que quieras. También recomendamos traer una regla y
compas para realizar los dibujos.

Como en todas las hojas, el objetivo es que aprendais a justificar por qué vuestros argumentos son cor-
rectos, no en llegar a la solucién correcta sin preocuparnos del proceso. En geometria, a veces podemos
tener la tentacion de ver un dibujo y sacar conclusiones de él del tipo “este angulo es recto” o “estos
dos triangulos son iguales”. Sin embargo, los dibujos estan sélo para darnos intuicién, pero no
son una demostracion, ya que siempre hay errores de redondeo si medimos algo con una regla o con
un transportador de dngulos. Tenéis que poder justificar por qué todos los pasos que hagais
son ciertos a partir de los teoremas que enunciamos en esta hoja. Vuestros profesores estaran
encantados de ayudaros a formalizar estos argumentos, pero no vale decir “esto no lo sé hacer” sin
haberlo intentado.

Teorema 1 (Angulos cortados por rectas paralelas). Si una recta r corta a dos rectas paralelas s y s', los
angulos que se forman son iguales.

Omitimos la demostracion de este teorema, pero veamos una de sus consecuencias.
Ejemplo resuelto. Demuestra que los dngulos de un triangulo suman 180°.

Solucion. Sea ABC' un tridangulo. Tracemos una recta paralela a la recta AC' que pasa por el punto B.
Sean D y E dos puntos en en recta a ambos lados de B.
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Entonces, el Teorema 1 nos dice que /BAC = ZABD y ZACB = ZCBE. Por lo tanto
/BAC + ZABC + ZACB = Z/ABD + ZABC + ZCBE = 180°,
donde la ultima igualdad es cierta porque D, B y E estan alineados. O

En el ejemplo anterior, hemos deducido la solucién a partir del Teorema 1. Para el siguiente ejercicio
puedes usar tanto el Teorema 1 como el resultado del ejemplo anterior. En general, para justificar los
ejercicios de esta hoja puedes usar los teoremas enunciados en esta hoja y los resultados de
otros ejercicios de la hoja que ya hayas resuelto.

Problema 1. Demuestra que los angulos de un cuadrildtero suman 360°.

Solucion. Podemos trazar una diagonal del cuadrildtero para dividirlo en dos tridngulos. La suma de
los angulos de estos dos tridngulos es 180° 4 180° = 360° y coincide con la suma de los dngulos del
cuadrilatero. O

Problema 2. Demuestra que dos angulos contiguos de un paralelogramo suman 180°.
Solucion. Es consecuencia del Teorema 1, donde la suma de un dngulo rojo y uno azul suman 180°. [

Problema 3. En el cuadrildtero ABC' D, las bisectrices AE y C'F de los déngulos A y C son paralelas (ver
figura). Demuestra que los dngulos B y D son iguales!.

Solucion. De la condiciéon y la igualdad de los angulos correspondientes en rectas paralelas, se deduce que
LCFD = /ZFEAD = ZEAB y que /ZBEA = /BCF = ZDCF. Por lo tanto, dos angulos del triangulo
ABFE son respectivamente iguales a dos angulos del triangulo CDF'. Por lo tanto, también son iguales los
terceros angulos de estos triangulos: ZABE = ZCDF. [

Definicién. Decimos que dos triangulos son semejantes si tienen la misma forma pero no necesariamente
el mismo tamano. Es decir, dos tridngulos son semejantes si existe una forma de etiquetar sus vértices
como ABC'y A'’B'C’ de manera que

|AB|  |BC|  |CA]
|A/B’\ - |B’C”| - \C’A’]

y que ZABC = ZA'B'C", /CAB=/C'AB'" y /BCA=/B'C'A.
O/

IEl argumento que des tiene que valer para todo cuadrildtero ABCD en el que las bisectrices AE y CF de los dngulos A
y C' son paralelas, no sélo para el cuadrilatero del dibujo.



|AB|  |BC|  |CA]

El valor k£ = = =
valor |A/B/| |B/C/| |C/A/|

se llama el coeficiente de semejanza.

Definicién. Decimos que dos tridngulos son congruentes si tienen la misma forma (dngulos correspon-
dientes iguales) y el mismo tamano (lados correspondientes iguales). En otras palabras, dos tridngulos son
congruentes si son semejantes y su coeficiente de semejanza es k = 1.

El siguiente teorema nos dice que es necesario conocer sélo una parte de las condiciones que determinan
la semejanza de triangulos.

Teorema 2 (Semejanza de tridngulos). Si tenemos dos triangulos ABC y A'B'C’, y se cumple una
(cualquiera) de estas tres condiciones, entonces son semejantes:

. 1AB| _ |BC| _ |CA|
|A/B/| - ‘B’Cll o |C/A/|

|AB|  |BC|
|A/B/| - |B’C’|

o /CAB = /C'"A'B" y LZABC = LZA'B'C".

y /ABC = JA'B'C'.

Problema 4. Explica en tus propias palabras lo que significan cada una de las tres condiciones del
Teorema 2.

Problema 5. Encuentra dos triangulos tales que dos de los lados del primero son iguales a dos de los
lados del segundo, que ademads tienen un angulo igual, pero que no son congruentes. Compara esto con la
segunda condicion del Teorema 2.

Solucion. El tridngulo de lados 1, 1 V2 es recto e isésceles. El triangulo de lados 1, V2 y V3 es recto
(satisface el teorema de Pitdgoras), pero no isésceles. Estos dos tridngulos tienen dos lados iguales y un
angulo igual y no son semejantes. O]
Problema 6. Demuestra que si dos rectas paralelas cortan el angulo con el vértice A formando los
tridngulos AB,C} y AByC5, entonces estos triangulos son semejantes y }ﬁg;} = Iﬁg;l (los puntos By y By

estdn en un lado del dngulo, Cy y Cy estén en el otro).

A

P

Solucion. El Teorema 1 nos dice que ZABCy = LABy(Cy. Ademas, LZC1AB; = ZC5ABs,. Por la tercera
condicién del Teorema 2 los tridngulos AB;C, y AB3yC5 son semejantes. Por lo tanto, Iﬁg;l = }ﬁgil O

Problema 7. Tenemos dos cuadrilateros, ABC'D y A’B'C'D’. Decimos que son congruentes si todos sus
lados y angulos correspondientes son iguales (|[AB| = |A'B/| , ZABC = ZA'B'C’...). Demuestra®:

e Si los lados correspondientes son iguales, no tienen por qué ser congruentes.

2Para demostrar que un enunciado no siempre es cierto basta encontrar un ejemplo en el que no lo es.



e Si los lados correspondientes son iguales y ademés |AC| = |A'C’| , entonces tampoco tienen por qué
ser congruentes.

e (Mas dificil) Si los lados correspondientes son iguales y ademés un par de angulos correspondientes
son iguales, entonces si tienen que ser congruentes.

Por qué las torres del tendido eléctrico y la torre Eiffel estdn hechas de tridngulos y no cuadrilateros?

Solucion. e Un rombo de angulos 45°,135°,45°,135° y lado 1 no es congruente a un cuadrado de lado
1.

e Un cuadrildtero de lados |AB| = v/2,|BC| = v/2,|CD| = 1,|AD| = 1 y tal que |AC| = v/2 puede
tener angulos ZA =15°, /B =60°, ZC' =15°y /D = 270° 0 LA =105°, /B = 60°, ZC' = 105° y
ZD = 90°.

e Empezamos dibujando los cuadrilateros a partir de los angulos correspondientes que tienen iguales
(digamos LA y £A’), con los lados correspondientes iguales. Fijando el vértice del angulo, y
suponiendo que los vértices ABCD y A’B'C'D’ se recorren en el sentido contrario de las agujas
del reloj (cosa que siempre se puede asumir después de reflejar el poligono) esto determina dos (B, D
y B, D’) de los otros tres vértices del cuadrildtero. Si el otro par de dngulos correspondientes que
tienen iguales no son los opuestos por la diagonal al par de angulos inicial, el hecho de que los lados
correspondientes sean iguales determina la posicién del cuarto vértice. Supongamos que el otro par
de angulos correspondientes que tienen iguales son los opuestos por la diagonal al par de angulos
inicial (es decir, son ZC'y £C"). Trazamos desde B una circunferencia de radio |BC|, y desde D
una circunferencia de radio |DC|. Estas dos circunferencias se cortan en dos puntos, C'y Cs. Si
ABC5D no es un cuadrilatero en el que los vértices se recorren en el sentido contrario a las agujas
del reloj, acabamos de demostrar que la posicién de A, By D determina la de C bajo las condiciones
del enunciado, y por tanto ABC'D y A’B'C'D’ son congruentes. Si ABC5D es un cuadrilatero en el
que los vértices se recorren en el sentido contrario a las agujas del reloj, el angulo interior ZDCyB
del cuadrilatero ABCy,D y el angulo interior ZDC'B del cuadrilatero ABD son opuestos, ya que los
triangulos BC'D y BC5D son congruentes al tener los tres lados iguales. Por tanto, el hecho de que
ZC en el cuadrilatero ABC' D sea mayor o menor que 180° determina completamente la posicion de
C' a partir de los datos del enunciado. Asi, si ZC = ZC’, los cuadrilateros ABC'D y A'B'C'D’ serén

congruentes.
Porque si fijas las longitudes de los lados, eso no fija los angulos, por lo que si estuvieran construidas
de cuadrilateros no serian rigidas. O]

Problema 8. Sea ABC un tridngulo, sea M el punto medio del segmento AB y sea N el punto medio
del segmento AC. Demuestra que el segmento M N es paralelo al segmento BC'y que |BC| = 2|M N|.

Solucion. Los triangulos ABC' 'y AM N tienen dos lados correspondientes proporcionales (”’:—ﬂ' = fﬁ—f’;" =2)

y estos lados delimitan el mismo édngulo, por lo que la segunda condicién del Teorema 2 nos dice que los
tridngulos ABC'y AM N son semejantes. En particular,

_ |AB| _ |BC]

9 — —
|AM| |MNJ’

por lo que |BC| = 2|M N|.

Consideramos la paralela a BC' que pasa por M, y sea N’ el punto de interseccién de esta recta
paralela con la recta AC'. Por el Teorema 1, ZABC = ZAMN'y /BCA = /ZMN'A, por lo que la tercera
condicién del Teorema 2 nos dice que ABC y AMN’ son semejantes. Por tanto, AMN y AMN' son
semejantes, y como tienen lados correspondientes que son iguales (AM), tenemos que AMN y AM N’ son

congruentes. En particular, |[AN| = |AN’|, y como tanto N’ como N estan en el segmento AC, tiene que
ocurrir que N = N’. Por tanto, MN = M N’ es paralela a BC. m



Problema 9. Sean ABC y A’B'C’ dos triangulos semejantes y sea k su coeficiente de semejanza, es decir,

_|AB|  |BC| _ |CA|
- |A/B" - ‘B/C" - ’C'A’|

k

a) Sea D el pie de la altura del tridngulo ABC' que sale del vértice B, y sea D’ el pie de la altura del
triangulo A’B’C" que sale del vértice B’. Demuestra que

BD
5D = k.
|B'D|
b) Demuestra que
AreaABC _ 1{32
AreaA/B/C/
Solucion.
B e
/ /
A y C
D
A 5 C

Observemos que los tridngulos BDC' y B'D'C" tienen dos dngulos correspondientes iguales (los cor-
respondientes a los vértices D y D’ son rectos por ser BD y B'D’ alturas, y los correspondientes a C'y
(" son iguales por ser los tridngulos ABC y A’B'C’ semejantes). Por la tercera condicién del Teorema 2,

., . : . . BD BC
los tridngulos BDC'y B'D’'C" son semejantes, y su coeficiente de semejanza es igual a Ig/ D!| = % =k
Concluimos que
' AC|IBD)|

Areaspc ~ —5—  |AC| |[BD|  ,

4 - el D -

Areay picr A|B D !B Dl |A'C"[ | B'D|

O

Problema 10. A través de los puntos M y N, que dividen el lado AB del tridangulo ABC' en tres partes
iguales, se han trazado lineas paralelas al lado AC. Encuentra el area de la parte del triangulo comprendida
entre estas lineas, si el area del triangulo ABC es igual a 1.

Solucion. Tenemos que |AN| = |[NM| = |MB|. Sean los puntos K y L en el lado BC' de tal forma que
MK, NLy AC son paralelos.

N L

/ AN

Entonces, los triangulos ABC', NBL y M BK son semejantes. El coeficiente de semejanza entre ABC'

y NBL es % = %, y el coeficiente de semejanza entre ABC' y M BK es % = % = 3. Por lo tanto, el

ejercicio anterior nos dice que

, 4 . , 1.
Areagnr = §AreaABC, Areagy g = §AreaABC.



Entonces,

, p . , 1. 1.
AreaMKLN = AreaBNL — AreaBMK = §AreaABc - §AreaABc = gAreaABc = 1/3

La construccion con regla y compés es el trazado de puntos, segmentos de recta y angulos usando
exclusivamente una regla y compas (sin escuadra, cartabdn, ni transportador de angulos).
Todas las construcciones con regla y compas son aplicaciones sucesivas de dos construcciones bésicas:

1. Dados dos puntos A y B, crear la recta que une estos dos puntos.
2. Dados tres puntos A, By C, crear la circunferencia con centro en A y radio |BC/.

Con estas construcciones obtenemos puntos nuevos como puntos de intersecciéon de rectas y circun-
ferencias construidas.

Mientras lees la solucién al siguiente ejemplo resuelto, reproduce lo que dice en tu
cuaderno usando regla y compas, para acostumbrarte.

Ejemplo resuelto. Dados dos puntos A y B distintos, construir usando regla y compés, la recta perpen-
dicular a la recta AB y que pasa por el punto A.

Solucion. El procedimiento es el siguiente:

1. Trazamos una circunferencia con el centro A que interseca AB en los puntos C; y Cy (en particular,

2. Escogemos un radio r > |AC}| y trazamos dos circunferencias de radio r con centros C; y Cy. Sea
D el punto de interseccién (en particular, |[DC| = [DCy|).

3. La recta AD es perpendicular a AB.

Para ver que la construccién es correcta, observemos que los tridngulos AC1 D y AC5D son congruentes
ya que tienen los lados correspondientes iguales (|AC)| = |ACs| ya lo sabiamos, al igual que |DC,| = |DCs|,
y el lado AD es comun a ambos tridngulos). Entonces ZDAC, = ZDAC,. Ademés, ZDAC, + £ZDAC, =
180°, por lo que

ZDACl - ADACQ - 900.

]

Asegurate de haber entendido el ejemplo resuelto anterior antes de intentar el siguiente problema.



Problema 11. Dados tres puntos A, B y C que no estan en una misma recta, construir usando regla y
compads, la recta perpendicular a la recta AB y que pasa por el punto C.

Solucion. El procedimiento es el siguiente:

C
E. £
= F E
Uw

1. Trazamos una circunferencia con el centro C' que interseca AB en los puntos F; y Fs (en particular,
|CE,| = |CFEs).

2. Con el mismo radio trazamos dos circunferencias con centros E; y FEs. Sea D el otro punto de
interseccién (en particular, |DE;| = |DEs| = |CEy| = |CEy|).

3. La recta C'D es perpendicular a AB.

Veamos que en efecto, la recta C'D es perpendicular a AB. Sea I la interseccién de AB y C'D. Para
ver que la construccion es correcta, observemos que los triangulos CE1D y CE,;D son congruentes ya que
tienen los lados correspondientes iguales. Entonces ZE1C'F = ZE>;CF. Por la condicién 2 del Teorema 2
los triangulos F1C'F y E;C'F son también semejantes, y como tienen coeficiente de semejanza k = 1, son
congruentes. Entonces /E 1 FC = ZEFC,y como LEFC + ZE,FC = 180°, obtenemos que

LEVFC = ZE,FC =90°.
[l

Problema 12. Dados tres puntos A, B y C que no estan en una misma recta, construir usando regla y
compas, la recta paralela a la recta AB y que pasa por el punto C'.

Solucion. Usando el Problema 11, trazamos la recta r que es perpendicular a AB y pasa por C. Usando
el ejemplo resuelto anterior, trazamos la recta perpendicular a r que pasa por C. La recta resultante es
paralela a AB y pasa por C. O

Problema 13. Encuentra la suma de los dngulos de las puntas de una estrella de 5 puntas.



Solucion. La suma de los angulos del pentagono interior es 540°. Si llamamos a, b, ¢, d, e a estos 5 angulos,
los 10 angulos que no estan marcados en los 5 triangulos suman

2. (180° —a) +2- (180° —b) +--- =10-180 — 2(a+ b+ c+d+e) = 10 - 180° — 6 - 180° = 4 - 180°.

Como esta suma junto con la suma que buscamos es la suma de angulos de 5 tridangulos, es decir 5 - 180°,
los 5 dngulos de las puntas suman 180°.
m

Problema 14. Demuestra que el hexdgono regular de lado s est4 inscrito® en una circunferencia de radio
s. Usa esto para describir como, a partir de una longitud s dada, podemos construir con regla y compéas
un hexagono regular de lado s.

Solucion. El dngulo interior de un hexagono regular es 120°. Si trazamos las bisectrices a dos angulos
consecutivos del hexdgono, estas se cortan en un punto O. Uniendo O con todos los vértices, el hexagono
queda dividido en 6 triangulos equildteros de lado s. La circunferencia de centro O y radio s contiene a
todos los vértices del hexagono.

Para construir un hexagono de lado s, trazamos una circunferencia de radio s. Marcamos un punto
en la circunferencia, y a partir de él y en sentido antihorario, marcamos sucesivamente otros puntos que
estdn en la circunferencia y a distancia s del anterior. De esta manera marcaremos los 6 vértices de un
hexagono de lado s.

O

Problema 15. Una cuadricula esta formada por cuadrados de lado 1. Dibujamos un poligono en la
cuadricula cuyos lados estan en lineas de la cuadricula. Determina todos los posibles perimetros que se
pueden obtener con este tipo de poligonos.

Solucion. La respuesta es todos los enteros pares mayores o iguales que 4. Todos los perimetros de estos
poligonos son pares, porque todo lo que avanzamos en una direccién (vertical u horizontal) lo tenemos que
acabar retrocediendo para llegar al punto de partida, y por tanto la suma de las longitudes de todos los
lados verticales sera par, y lo mismo con todos los lados horizontales. No puede haber ningin poligono de
estos con perimetro 2, ya que cada lado tiene longitud > 1 y un poligono tiene 3 o mas lados.
Un rectangulo 1 - n tiene perimetro 2n + 2 para todo n > 1. Por tanto, se alcanzan todos los enteros
pares mayores o iguales que 4.
O

Problema 16. ABC'D es un cuadrilatero convexo cualquiera, y sea O un punto de su interior. Si unimos
O con las cuatro puntos medios de los lados X, Y, Z y T se forman cuatro cuadrilateros, OXBY, OY(CZ,
OZDT y OTAX.

Demostrar que la suma de las areas de los cuadrilateros OTAX y OY(CZ es la misma que la suma
de las areas de los cuadrilateros OXBY y OZDT.

D

3Un poligono est4 inscrito en una circunferencia si todos sus vértices estdn en la circunferencia.



Solucion. Los triangulos AXO y X BO tienen la misma area por tener la misma longitud de las bases
(|JAX| = |XA|) y la misma altura (la distancia de O al segmento AB). Similarmente, los tridngulos BY O
y COY tienen la misma drea, CZ0 y ZDO también, y DTO y T AO también. Por tanto, la suma de
las dreas de los cuadrilateros OTAX y OYCZ es la misma que la suma de las areas de los cuadrilateros
OXBY y OZDT.

O

Problema 17. En un tridngulo acutangulo ABC se trazan las alturas AA; y BB;. Demuestra que se
cumple |A;C| - |BC| = |B,C| - |AC].

Solucion. El triangulo AA;C es semejante al triangulo BB;C.

]

Problema 18. ;Existe un trapecio, que no sea un cuadrado, en el que cada diagonal lo divide en dos
triangulos isésceles?

Solucion. Todas las condiciones del problema se satisfacen con un trapecio isésceles de base menor igual
al lado lateral, y angulos de 72° con base mayor.

b | C’

4 H *n

En efecto, empezamos dibujando el lado AD de longitud cualquiera, y el punto C' tal que ZADC = 72°
y |AC| = |AD] (es decir, ADC' es un triangulo isdsceles con |AC| = |AD| y los dos angulos iguales miden
72°). Tenemos que ZCAD = 180° — 72° — 72° = 36°. Dibujamos el punto B al otro lado de AC' que el
punto D tal que ZC'AB = 36° = ZACB. Entonces el tridngulo ABC' es isésceles.

Veamos que el cuadrilatero ABC' D construido segun la descripcién del parrafo anterior es un trapecio
isésceles. En efecto, BC' es paralelo a AD porque forman el mismo dngulo con AC' (36°), y ademads

/BAD = /BAC + LCAD = 36° + 36° = 72° = LADC

Sea M el pie de la perpendicular a AD que sale de B, y N el pie de la perpendicular a AD que sale de
C'. Los tridngulos ABM y DCN tienen dos angulos en comtin (LA = ZD y LM = ZN), por lo que
son semejantes. Como BC'y AD son paralelas, tenemos que |BM| = |C'N|, por lo que el coeficiente de
semejanza entre los tridngulos ABM y DCN es 1, es decir, son congruentes. En particular, |[AB| = |DC.
Por tanto, ABC'D es un trapecio isésceles en el que |AB| = |BC| = |CD|.

Por construcciéon del cuadrilatero ABC D, los triangulos ABC' y ADC' son isésceles. Como hemos
demostrado que ABCD es un trapecio isosceles, el triangulo DBA es congruente a ADC', y por tanto
es isésceles, y el tridngulo BC'D es congruente a ABC, por lo que es isdsceles también. Asi, queda
demostrado que el cuadrilatero ABCD construido segin las instrucciones de hace dos parrafos es una
solucién al problema dado. O

Problema 19. En un tridngulo isésceles ABC, las alturas AD y C'E, bajadas a los lados, forman un
angulo AMC igual a 48°. Halla los dngulos del tridngulo ABC. (No te estamos diciendo cudles de los
lados de ABC' son iguales)



Solucion. Como el angulo AMC' més el angulo ABC es 180°, entonces ZABC = 180° — 48° = 132°.

Entonces /BAC = /BCA = M = 24°. OJ

Problema 20. ;Pueden existir 5 puntos en el plano, no todos ellos alineados, tales que la distancia entre
cualquiera dos de ellos es un nimero entero en el conjunto {1,2,3,...,9}7

Solucidon. Si. Por ejemplo, los puntos (0,0), (£3,0) y (0,44). Las distancias entre cualquier par de ellos
pueden ser 3,4, 5,6, 8.
]

Problema 21. Un trapecio tiene una altura (distancia entre los dos lados paralelos) de 12 cm y sus
diagonales miden 13 y 15 cm respectivamente. Determina todas las areas posibles de este trapecio.

Solucion. Podemos situar el trapecio ABCD en el plano de manera que A = (a, 12), B = (b,12), C' = (¢, 0)
y D = (d,0). Los vértices estdn enumerados en sentido horario, por lo que b > a y ¢ > d Podemos
asumir que la diagonal larga es AC, por lo que ¢ > a. Entonces, el teorema de Pitagoras nos dice que
(c—a)*+122=15% y que (d — b)* + 122 = 13?, por lo que c—a =9 y |d — b| = 5.

El area del trapecio es w =6-(c—a)+6-(b—d)=6-(9+5), y esto puede ser 84 cm? o
24 cm?, segin el signo. Las dos son posibles:

e Ejemplo con drea 84 cm?: A = (0,12), B = (5,12), C' = (9,0), D = (0,0).

e Ejemplo con érea 24 cm?: A = (0,12), B = (1,12), C = (9,0), D = (6,0).



